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第 一 篇 
第 一 章 集 与 点 集 


数学 分 析 中 最 重要 的 概念 之 一 是 黎 紧 (了 B.Riemana) 积 分 ， 从 
获 曼 积分 的 记号 | f(x) dx 可 以 看 由 ， 它 含有 两 个 吉 素 与 一 个 运 
算 , 即 被 积 函 数 (x) BAKAL 拉 与 积分 运算 、 本 篇 的 中 心 内 
AERE PLNS (H. Lebesgue) 积分 ， 它 的 记号 是 sf(xJadmz， 这 里 
fCOXu NiEE E 是 欧 用 里 得 (Euciid) 空 间 中 可 测 集 ， 不 必 是 
区 间 ， 而 积分 送 算 依 粮 于 所 考 虚 的 测度 m。 这 是 近代 积分 论 中 最 
重要 的 一 种 积分 , 讨论 这 种 积分 不 仅 是 为 了 推广 黎 曼 积分 . 而 且 是 
出 于 它 本 身 在 运算 上 的 灵活 性 ， 这 对 进一步 学 习 近 代 数学 是 十 分 
必要 的 ， 同 时 ,我 们 可 以 看 到, 数学 分 析 中 的 一 些 重 要 镇 果 也 从 而 
. 得 到 较为 精确 的 说 明 ， 勒 贝 裙 积分 理论 的 产生 自 有 它 的 实际 背 
景 ， 我 们 将 按照 集 , 可 测 集 与 可 测 函 数 , 积分 的 顺序 来 讨论 ， 把 有 
-. 关 积分 的 各 个 环节 逐一 型 清 , 进而 掌握 积分 的 完整 概念 


$1. 集 及 其 运算 


集 或 集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 ， 本 书 所 研究 的 集合 ， 均 
指 具 有 确定 内 容 或 适合 一 定 条 件 的 事物 的 全 体 ， 对 集合 的 这 样 的 
粗 巾 理解 不 影响 我 们 对 本 书 主题 的 讨论 ， 周 而 我 们 将 不 去 谈 集 的 
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严格 定义 ， 构 成 一 个 集 的 那些 事物 称 为 集 的 元 或 元 素 、 元 与 集 的 
关系 是 个 别 与 整体 的 关系 ， 例 如 , 一 个 图 周 上 的 点 的 全 体 成 一 此 
它 的 元 是 点 .以 实数 为 系数 的 多 项 式 全 体 成 一 集 ， 它 的 元 是 实 系 
数 多 项 式 ， 书 中 恒 的 定 , 对 给 定 的 集 , 任 一 元 要 么 属于 它 ， 要 各 不 
局 于 它 ,二 者 必 居 其 一 . | | o 

又 如 ， 直 线 上 的 一 切 开 区 同 (a, 如 成一 集 ( 或 称 闫 ), 这 集 的 元 ， 
是 开 区 间 , KERE] co x [21/2 的 点 构成 一 集 ，fo， E E—Hu 
连续 函数 构成 一 集 , 等 等 . 

本 书 常用 拉丁 文大 写字 母 4 互 等 表示 集 , 用 小 写字 母 6.65 等 
Fn db 

-现在 我 们 引进 有 关 集 的 一 些 笠 单 概念 或 术语 ， 设 4 是 一 个 
集 ,a 是 它 的 元 , 就 写 为 4€ 4, 读 作 a 属于 4, 它 的 意义 与 4 含有 a 
HE ERRAT ALUOR BC A EB £A. 对 于 任何 集 A, 我 们 
恒 约 定 4E A, HIR 4 自身 不 能 看 成 4 的 元 . 

车 集 4 的 元 只 有 有 限 个 , 称 4 为 有 限 集 ， 不 含 尾 何 元 的 集 称 

HER MEIS 表示 ， 一 个 非 空 集 , 如 果 不 是 有 限 入 ,就 称 为 无 
"t. 
“”“ 某 些 集 之 间 可 以 有 种 种 关系 或 性 质 ， 最 基本 的 关系 要 算 “ 包 
含 " 与 “相等 "， 设 4, B 是 两 个 集 , 车 4 的 每 个 元 都 属于 B, 称 4 是 
号 的 子 集 , 记 成 A4CB EBDA HIRE AET BR BAKA. 
d ACLB 明 存 在 一 个 元 xEB 而 x€ 4, 则 称 A X BHATE. Y 
方便 起 见 , 规定 空 集 好 REJEITA, A A BERTA, 若 同 
RE ACB H BCA RY, URRA A5 BAF, ER A=B, 

设 给 定 一 集 4 导 一 性 质 <。 用 记号 

! fata € A, ala) 

3OR A TP ULBCE 06 RR m 的 元 a 所 成 的 集 ， anma). 
. 例如 , 上面 提 到 的 一 个 例子 可 以 写成 4{|ces 1 之 1/2}, 这 里 4 一 
- 2 a 


(一 co, o), KRR fa:aE 4, s (a)) Cc (a:a EA, ma(o} 的 意义 
是 , 由 性 质 ri(o) 可 以 推出 性 质 ma(c)faE 4). 
FS mpm. 
R11 wr, 8 是 两 个 集 . 由 4 中 的 元 以 及 五 中 的 元 多 
体 所 成 的 集 称 为 4 五 的 并 ， 记 刻 AUB( 图 1); 就 是 说 ， 
AUB={x:xE€ A E xE}. 
由 同时 属于 有 4 与 8 两 者 的 那些 元 所 成 的 集 称 汶 .4 与 Binz. jii 
RANE 25; Bp 
A[1Bzix:x€ A H x€ B). 
由 属于 4 而 不 属于 B 的 那些 元 所 成 的 集 称 为 4 与 8 RA, WR 
A 一 Bt 图 3). 4 BECAN, 35:& XU B XT. A 的 补 集 ， 记 成 
FB. 并 集 与 交集 概念 可 以 推广 到 任意 个 集 的 和 情形， BE {Aahas 
是 一 集 族 , 这 里 了 是 指标 集 ,w 在 了 中 取 值 ， 那么 它们 的 并 与 变 分 
HEXA 
yY, 4= (aid aci diac, 


D A= da: H — H a€ I aca. 


图 1 AUB Ez ANB 


我 们 建立 下 列 定 理 ， 
定理 1.1 HFR 互 与 任意 一 集 族 Aher EHI OR 
Ma . 
En CU 4. U (EN 4). 


a a amic sana cess ea UB n TTA AR MIT ss 


证 xEENCU A) BEDS EEH xE U Au 
x€ 五 且 存在 a €I fi x € Ae. 

上 述 论断 等 价 于 xE EN A, (对 某 个 e) 从 而 等 价 于 x€ UEN 
A2. 这 证 明了 所 和 欲 证 的 等 式 成 立 . 

当 我 们 在 研究 一 个 问题 时 , 如 果 所 考虑 的 一 切 集 都 是 万 的 子 
集 , 这 时 便 称 X 为 基本 集 ， 例 如 限制 在 数 直线 上 研究 各 种 不 同 的 
点 集 , 那么 数 直线 是 基本 集 。 对 于 任 一 基本 集 X, XdEREOX CL A 
为 4 关于 芳 的 补 集 或 简称 为 AWIE, 记 成 EA, 

定理 1.2 对 于 基本 集 X 中 的 并 集 . 交集 的 村 集运 算 , 有 

G) EUA =N (€ 4), 

G) BN A= UCE A). 

证 设 xEG(U 人 4)， 则 zx 不 属于 任何 4， 故 x 属 于 每 个 

E A, Wi xe NCE A). HIER 
E (UA.)c 0 E Aa). 

RAIE E (0 4.) NE 4L). XE CO 8E, 

HORRE CFCUALD) — V CQ CF 4,0). BI UA = 
€ C € 4). 再 把 4s RREA, 即 得 (i). 

DEERAS E De Morgan) ik RM. "EDU Ret s 
方法 ,能 将 已 证 明 的 关于 集 的 菜 种 性 质 转 移 到 它们 的 补 集 上 去 ( 参 
看 后 面 的 定理 3.3 与 3.5). 


. 82. 映射 集 的 对 等 . 可 列 集 


我 们 知道 ， 数 学 分 析 中 所 讲 的 函数 可 以 看 成 是 数 集 与 数 集 之 
间 的 一 种 对 应 关系 , 或 数 集 到 数 集 的 了 喘 射 ， 把 函数 概念 一 般 化 , 得 
.4. 


BF B f) X. 

定义 2.1 设 4,B 是 两 个 非 空 集 ， 著 依 一 定 的 法 则 f， HE 
个 xE.4, 在 旦 中 有 一 个 确定 的 元 3 与 之 对 应 , 则 称 了 是 定义 在 4 
上 而 取 值 于 B HRA UR /14— B, EIE x 与 y 的 关系 写成 3 一 
f(x)， 这 时 称 4 为 了 的 定义 域 ， 

F(A) =f la): xE 4 
J F BRAR, 

注意 ， 两 个 法 则 与 g 的 给 出 方式 可 能 不 同 ， 如 果 它们 有 同 
一 效果 , 踊 对 一 切 xE4 有 f(x)=g(*)， 则 认为 它们 表示 同一 映 
At. 

设 给 定 映 射 /:4B, 如 果 有 B 二 f(A4)， 就 是 说 ,了 的 象 充满 
WA B, 则 说 /是 洲 射 或 喘 上 的 , 如 果 对 每 个 »EB， 仅 有 唯一 的 
xE AM f(x) y, BRL [oii ule £7, CERNE SALMIR 
值 于 4 上 的 满 射 ， 当 映射 :4 一 J(4) ARRAN, SE 
ud. 

设 给 定 两 个 映射 F149B, g: BC, 用 记号 gof RAR C 
的 映射 ,由 关系 gof =I ANE 4) 定义 , 称 为 f 与 g 的 结 
S, B BCR, Has fO (39) 308 B ERAS TARS M 

FB) 9 x€ A, F() € Bo}. 


容易 验 明 , 车 BCB, ACA, 则 一 般 有 
FG (G23)C B, FP! CA) 2A. 
MPA EATER, (Baher ED METRI, ERARE 
证 下 列 关系 ， 
FUA)= UFA), FQ Ba) = N FB). 


今后 我 们 常 要 用 到 集 E 的 特征 函数 概 您 ， 记 成 Gah ER 
定义 是 


i ep op 


1, 落 YE 三 ， 
0, S; xC E. . 

E22 RA 了 为 丙 个 集 ， 如 时 有 一 一 映射 下 存在 ， 贷 
FCA =B, MER A 与 日 成 一 一 对 应 或 互相 对 学 ， jum 4 五. 

对 等 概念 对 于 无 限 集 的 研究 是 十 分 时 要 的 XCPOMSS. EO, 
AFAA: 

(i) BRE., A~A 

Ci) 对 称 性 ， 若 ARB Wn B-— 4, 

(ii) RAT. dec B, BC, W A~C. 

内 对 等 的 定义 可 知 , 当 两 个 诅 限 集 瑟 机 对 等 时 , 它们 的 元 的 个 
数 必 相同 ， 誉 于 无 限 集 , HUGE Rt ERE. 但 对 等 构 念 
仍然 再 用 ， 租 赂 好说， 可 凡 用 对 等 概念 对 无 限 集 的 元 的 "个 煞 " 进 
Ting. 

DUESRNTME IR REAA, QARAR, N ZEm HE B 
X; 而 中 表示 自然 数 集 ， 在 所 有 无 限 集 中 ， 并 是 最 简 音 的 一 个 . 任 任 
何 一 个 集 , 车 与 他 对 等 ,就 称 为 可 列 集 ， 换 名 话说 , 向 列 集 的 一 切 
元 可 用 自然 数 编号 , 使 之 成 为 元 穷 序 列 的 形式 ， 91, aa on 7 可 
以 举 出 许多 启 列 集 的 僻 子 ， 例 如 全 体 下 偶数 业 估 onn 对 应 的 
方式 与 到 成 一 一 对 应 ， = 与 到 的 对 应 方法 如 下 , 


| 


0o«—-1, (— "| |< n=2, 3, 


其 中 记 导 [x] 表示 不 超过 % 的 最 大 整数 .这 样 正 俱 效 集 与 已 数 售 
均 为 可 列 集 . 

再 举 一 个 稍为 复杂 的 例子 , 有理数 集 鼻 是 可 列 的 ， 其 实 ， 招 
EFAA > 写成 婚约 分 数 的 形式 * 一 by/e, 这 里 970, p3-0, p, 
均 为 整数 . 称 * 一 | 加 十 0 为 + 的 “ 措 "， 现 规定 0 的 模 为 1， 很 明 
d, BN n HAAAT TRARA RD. TUii—B5s0H a HON 
e B « 


递增 顺序 编组 , 凡是 模 相 同 的 编 在 同一 组 里 , 然后 再 依 组 的 顺序 把 
所 有 有 有 理 数 逐 个 编号 ， 这 样 , 每 个 有 理 数 得 到 了 一 个 确定 的 号 码 ， 
因而 建立 了 生 与 村 之 尊 的 一 一 对 应 ， 这 证 明了 有 理 数 集 红 的 可 
列 性 . na 
不 难看 出 , 可 列 集 的 子 集 至 多 是 可 列 的 。 册 此 推 知 , KARR 
上 任 一 类 互 不 相交 的 开 区 间 集 必 为 可 列 集 或 有 限 集 。 其 实 ， 在 每 
个 区 辣 中 取 一 有 理 数 与 这 个 区 间 对 应 ， 则 不 同 区 疗 对 应 于 不 同 的 
ASI MC, 故 所 述 开 区 间 类 与 有 理 数 的 一 子 集 对 等 , 因而 至 多 是 可 列 
hj. 

可 以 断言 , 可 列 集 是 无 限 集 中 "元 素 的 个 数 最 少 "的 一 类 集 . 这 
句 话 的 精确 含义 由 下 列 定理 表 出 ， 

定理 2.1 任何 无 限 集 含有 一 个 可 列子 集 . 

证 设 4 是 任 给 无限 集 ， 用 归纳 法 ， 可 作出 4 的 子 集 列 
Ahen 使 每 个 4, AA n 个 元 ， 其 实 , AA, WRUH a € A, 
并 令 Ada) BAMBARA n, 用 任何 方式 作出 了 A 的 子 
集 4 EUn 个 元 , 那么 由 于 4 一 4 非 室 , TR a EAA 令 
Anim AU anih WER dr: 是 4 的 子 集 旦 食 有 8 十 1 个 元 ,由 
ETA, 所 述 序列 {4.}wew 存在 ， 现 在 对 每 个 nE 胸 , 令 

B.— Au- (U 4 ). 
MA, {BAE 4 中 互 不 相交 的 子 集 类 , 并 且 看 出 , B, 中 元 的 个 数 不 
少 于 2 一 号 2 一 1 ARAB EE, RIESA B 中 取 一 个 元 构 
成 一 个 集 B, 则 易 见 B Jc 4 的 可 列子 集 . i 

定理 证 完 ， 

自 诸 证 定理 可 以 推出 下 列 事实 ， 凡 无 限 集 必 与 它 的 一 个 真子 
集 对 等， 其 实 , 设 4 是 所 给 无 限 集 , 据 定理 2.1，4 存在 可 列子 集 
dajen. 4 8 二 4 一 {oi 上, 则 是 4 的 真 于 集 ， 作 下 列 对 应 ， 


at=, Xj aG A {thew 
0,*—0,.:, W k=l, 2 «^, 
PARE A 5 BE, A AERAR B 
对 等 ， 所 证 事实 是 无 限 集 的 一 个 特征 性 质 ， 因 而 也 可 作为 无 限 集 
E22 THATAR ARS A. 
证 设 {Aihen 是 可 列 集 的 可 列 类 , 把 它们 的 元 分 别 排列 如 下 
3 


Amio ma aj Pemai ee} 


A; = {fal ai? ai? aj?) 


SASRUEREATRAR ANA WAR RA RANA PARAR BEAR E BEA 


Jai? ^ a? ^ af a9) 


4 Se. Suit s rtitacin EdeIBPEHCHEN n 顺 


序 排列 ，。 即 先 写 ai, HERR aD S3 aj, EFE E FERAS 
等 于 3; 再 写 M,a, of 中， 此 时 字母 上 下 阶 标 之 和 等 于 4, 一 般 
地 , 写 到 (在 最 大 上 标 为 奇数 情形 ) | 


TZRAI) Zi) 31 
01 ,UPP, i adii. 


册 , 字母 上 下 栎 之 和 为 R2, S658. pua LANDE, S 与 自然 数 
集 的 一 子 集 对 等 , 并且 S. 显然 是 无 限 集 , 故 S AT ag. 

由 所 证 定理 可 知 , 有 理 数 集 是 可 列 的 ， 

下 面 定理 表明 不 可 齐集 是 存 存 的. 

定理 2.5 点 集 [0, 1 一 {1s30x<s1+ 是 不 可 列 的 、: 
* Be 


证 RH, EDO, 日 可 殉 , 把 其 中 一 切 点 编排 为 
Ap Xp ct Xe ttn 

把 闭 区 间 [o, 1] 三 等 分 , mE LEO, 1/3] [273, 1] rh S bf 78 
AH xu 用 Di 表示 任 一 这 祥 的 区 间 , BP ox € D. $8 I. 三 等 分 ， 在 
它们 的 左 与 右 两 个 闭 区 间 中 必 有 一 个 不 含有 os 用 1 表示 相应 的 
KE, PaE. AREL 三 等 分 , 叉 可 得 不 含有 的 一 个 闭 区 
， 池 ,等 等 ， 根 据 归纳 法 , 得 到 闭 区 间 列 ,jen, 满足 条 件 

(i) I,21I; O42. 

(ii) x€l,nCN, 

(ii) T, WEEN 37, 44 aco 时 赵 于 0. 
根据 分 析 学 中 的 区 间 套 定理 , 存在 点 EE Lon €, HPLC LE 
任 一 4 SE, i ERARE n 但 吉 显 然 属于 [0,1， ZEF, 
这 表明 [0, 1] 是 不 可 列 点 集 . 

关于 集 的 某 些 一 般 属性 , 我 们 将 在 85 再 作 补充 讨论 ， 


$3， 一 维 开 集 . 闭 集 及 其 性 质 


以 下 专门 讨论 欧 儿 里 得 空间 中 的 点 集 (简称 点 集 )， 这 在 数学 
分 析 中 已 有 所 了 解 ， 前 面 两 节 中 关于 集 的 一 般 结 果 ， 自 然 对 点 集 
也 适用 ， 这 里 将 进一步 介绍 点 集 启 特有 的 一 些 性 质 ， 由 于 一 维 欧 
几 里 得 空间 比较 简单 , 且 具 有 自身 的 特性 , 放 先 提出 讨论 。 下 面 论 
述 虽 然 在 本 质 上 对 多 维 点 集 也 适用 , 但 读者 初学 时 , 不 妨 先 从 一 维 
情形 来 理解 , 以 后 再 理解 多 维 情形 , 就 不 会 发 生 困难 了 。 
先 引 进 点 集 交 一些 基本 概念 . 
定义 3.1 WE Jo —HEEK JU SS SIRE TH, ac R. 
dU a 的 任 一 开 区 间 称 为 a DAS GFE pioa, WERE 
a HETER, By AY. E A RH a € (o, B) C E, WIE a 为 
ee :， 


Te 


ERA. WT EA AUNT E. XE MORE RUE E fU 
点 , 则 称 互 为 开 集 . 

FEN, RARR AERE HERO, 

定理 3.1 开 集 有 下 列 性 质 . 

(i) ERDIM EAJM, 

(i) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 第 . 

证 (i) KG, a EI 是 一 族 开 集 , 令 Go UG, HI SEG 
(车 6= 儿 ， 不 须 证 明 。 这 对 以 后 恒 适用 )， 则 有 某 个 e CI, 使 
x € Ga, Kill x 是 Gao 的 内 点 ,更 是 G RIRA. BG HAR. 

GI) 设 Gu, Ga GL ARA, AG D) Gu 任 取 xEG， M 


NEDAS PRAEG FEH x RBR 04i 
l sE (a5, BOGs. k=1,2, n, P. 
4 (a, B) Å (au Bi), 那么 它 是 x HERRN HEAT GA, 
故 x 为 G 的 内 点 ,这 就 证 明了 为 开 集 . 
注意 , 无 限 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 ， 例 如 , 令 Gi 一 (一 LA&， 


1E), k€N, W f] G,— (0), REFR. 


ik 通常 说 对 民 赋 予 一 种 拓 护 ， 是 指 给 定 了 氏 的 一 个 子 集 
类 , 共 中 每 个 元 称 为 开 集 , 使 得 OD, 民 属 于 这 个 类 以 及 使 得 这 个 类 
关于 任意 并 与 有 限 交 是 封 闲 的 ( 参 爱 定理 3.1)， 这 时 说 奶 在 所 给 
拓扑 ( 开 集 类 ) 下 成 为 括 扑 空间 。 

4X 5.2. 设 总 为 号 中 的 一 点 集 , a€R, dra BE — SE NIONI 
RA E RRT a H Mi ENRE, 

BREE 的 聚 点 不 一 定 属于 E, 

显然 , EaR EBRA MEG a 的 任何 区 间 ( 即 a 的 邻 域 ) 
BEACH ERASTA BETR, o 的 某 个 邻 域 (a, ARAE 
a lọ.’ 


BUE AP Ronson xo 的 话 ,不 妨 设 它们 均 与 a 不同. 令 
ó—mint|a—a1, la— f|, la—%l,"™ la sel}, 

Jü a WARGA, a0) (0 E re a MER uns 这 

Ea RE KRANTI, | 

例 1 d E-iü/RLha. WE AE E WE- RARETAT E. 
EREL, 6] 65 ££— AAKE E= Ca, 5) S3 p. 

ERER AN, 引用 下 述 性 质 有 了 时 是 方便 的 ,ao E RIRAN 
完 要 条 件 是 E pA Helu kT o. RA, 充分 性 由 
RAELE HMD. MEDEE, Prag E NRA. FE 
Ralat hR — 4 a, € E, awo PEPR, 
a-ró,/2) PRA 0; €E, aa, 这 里 总 一 1 一 ai， 一 般 地 , 在 邻 域 
(a— 0,725, a 十 名 /2 四 中 到 点 Ük.1 CE, G4 1708, k=l, 2, e, xtHüd.— 
la—a,]. HERI, AAF aha BR d,—40, a42c d, 

定义 3,5 由 点 集 EE 的 一 切 率 点 所 成 的 集 称 为 E MIA, 记 
R E, E-E PRAN E Bes E I GUESS EUET, 
ERE, GREC—EQWEHERE ———— 

H€E-R— EX, WB ESI. 

定理 5.2 EOBHIBUMEE4EmEE'CE, 

WE 必要 性 . BEANE, W R-E AFR., EREE, 
fü St ACE CHAT, x 不 可 能 是 开 集 YE 的 点 ,因而 x€ E, Hp E'c 
E, 

Tat. B ECE, WM VE'C OVE dfN xCVE, Wjxe 
€E'. R TE E 的 点 且 也 不 是 五 HRA. WE x 的 邻 域 
(a, B), t x C (a, PD) C VE, 因而 % J& VE 的 内 点 ， 这 表明 VE 
开 集 , 即 证 明了 E 为 闭 集 . 

定理 了 .5 任何 集 瑟 的 导 棵 是 闭 集 . 

证 要 证 多 有 为 开 集 。 TR xE CE, M xeE', Bx E 


的 聚 点 , 故 存 在 x 的 邻 域 Ca, 8)， 其 中 不 售 E HRT x 的 任何 点 。 
Bii (a, 8) 中 任 一 点 均 不 是 EURA, KRH x C (a, F)C VE'. 
即 x 为 VE 的 内 点 ， 于 是 多 E' 为 开 集 . 

定理 3.2 (i) WE AcE, W Ac; 

Gi) (CAUBY =A UEB. 

证 (i) EREA, itle, 有 B) 是 x 的 任 一 R. 则 (a, £) 
中 含有 有 /4 中 异 于 x 的 一 点 , 从 而 也 含有 如 中 异 于 * 的 一 点 ， 这 是 
HA ACB., BT xE B^ 这 表明 ACH, 

Gi) AF AcAUB, RG A AÁCOUBY, mag, B'a 
(AUBY, Wi A! UB'ECAUBY. 

另 一 方面 , 任 取 aE CAU BY, 则 可 断定 aE€ 4/ UR. R, 假 
ETI, acA MBA, WAKS acA' Hace’, KWA awk 
邻 域 (al，BD)， 其 中 不 含 4 中 异 于 6 的 点 ， 同 时 有 a 的 某 一 邻 域 
(es, 8)})， 其 中 不 含 BB 中 异 于 4 的 点 ， 令 La, 有 =a PDN tes, 
f) lllo, B)? o HRR, 其 中 不 含 4UB SEP a BA, RAN 
6 不 是 4UB 的 聚 点 , 与 假设 相 违 ， 因 此 得 到 (4UB) CA UB". 

合并 所 得 两 结果 即 证 明了 (入) 

iE 借用 良 点 的 点 列 式 说 法 (参看 例 1 后 的 一 段 说 明 ) 也 可 以 
证 明定 理 3.4, 证 明 留 给 读者 . 

当 我 们 得 到 开 集 的 某 些 性 质 时 ， 往 往 能 用 对 侦 方 法 转 称 到 密 
集 的 祖 应 性 质 上 ， 这 时 基本 工具 是 定理 !.2。 下 述 定理 便 是 一 个 
范例 . : 

定理 5.5 HAC TAE 

98:3 CNET ERSTES 

(1) 有 限 个 闭 集 的 并 为 闭 集 . 

证 设 1Fojsci HARR, 则 4 多 Foer HARR, MEL 
得 到 
. 12 


E F= UEF), «(UF)o N (EF). 


于 是 据 定 理 3.1 的 (i), 对 于 所 给 任意 指标 集 J，U(%F,) 为 开 集 ， 
A ELN FARF, 故 DEF. 为 闭 , 这 证 明了 (i)， 同 样 , 对 于 有 
展 指标 集 T, 据 定理 3.1 的 (ii) 即 得 结论 (ii)， 定 再 得 证 . 

注意 ， 元 限 个 闭 集 的 并 可 能 不 是 闭 集 ， 例 如 ， 取 F=, 
13, 6 二 1,2,…, 每 个 Fun PIA, 但 它们 的 并 0 Fue (o, 1 RER 
&. 


我 们 看 到 , 整个 数 直 线 R 是 既 开 又 闭 的 ， 它 的 补 集 即 空 集 D 
TR. BRNE AHELA, 这 种 二 重 性 是 很 自然 的 ， 可 以 
证 明 , 在 数 直 线 的 一 切 子 集中 , 具有 空 集 与 整个 数 直 线 才 有 这 种 二 
HPE. | | 

为 了 指明 集 论 的 作用 ， 这 里 举 一 个 借用 集 论 观点 来 描述 连续 
i CST. 

例 2 取 基 本 集 7 一 (0, 1)、 设 GO REGE e E EB SEHR. 
那么 f(x) 在 工 上 连续 的 充 要 条 件 是 , 对 任何 开 集 GC( 一 co, o), 
广 (G) 恒 为 开 集 , 即 开 集 的 原 象 是 开 集 ， 

其 实 , Wf GO 连续 ,并 设 F7 (G)dEZS. ER € 7108), 这 
ZR DEG. BG JH, 存在 o0, 使 

(f (xo) — &, f o) r£) CEC. 
另 一 方面 , 据 连 续 性 定义 , 存在 0750, 使 当 x € (xð, x 9). 
有 | | 
—ef (0 — f «e. 
"WIDE Ei, xhi, f(X)€ G, MEd, stå) 
f^(G), REI 广 !(GJ7 中 每 一 点 都 是 它 的 内 点 ， 即 710) 是 开 
L3 
反之 , 若 对 任何 开 集 Gf 了 "1(G) 为 开 集 ， 则 对 任意 的 x €i 以 
| 13* 


及 e>0， 开 区 间 (xo) —6, f(x) e) HERU RRE. 由 于 
xo € U, 存在 0290 使 (#0 一 6，xio 十 他 呈 VU， 因此 ， 当 xE (s — 8, 
x 十 8) 时 ,f(x) E (F(xo) 一 2, flo) te). IRR F(x) 在 xo 连续 ， 
由 于 xs 是 任意 的 , 故 Ke) 在 工 上 连续 . 

读者 试 自行 证 明 , 如 果 取 基本 集 了 二 [0, 1], 则 f(x) 是 了 上 连 
续 实 函数 的 充 要 条 件 是 ,任何 闭 集 (( 一 co, co) 中 的 ) 的 原 象 是 闲 集 
《提示 , 直接 证 明 或 利用 闭 集 定 义 证 明 ). 


34. 开 集 的 构造 


在 本 节 中 , 我 们 将 详细 讨论 直线 上 有 乔 开 和 集 的 构造 , 假定 这 里 
所 考察 的 点 集 都 是 有 办 全 ， 对 多 维 情形 ， 我 们 仅 给 出 开 和 构造 的 
kË. 

设 9 是 性 一 非 空 的 有 界 开 集 , 任 取 € C, 我 们 将 证 明 , 存在 
一 个 开 区 疝 (c, B), 使 x € (o, B), 并且 满足 下 列 商 个 条 件 ， 

(i) (e, PcG; 

Gi) «cG, Pec, 

. 共 实 , 不 难 验 明 这 种 区 闻 的 端点 分 别 由 下 式 确定 
a—inf(x: (x, xo)c7G]), B=supiy iian yc 

由 于 G 为 有 界 集 ,c, PHARA. ERa, x) c Ca, xo) 来 考察 ， 
即 有 <e'， 于 是 根据 下 确 界 定义 ， 有 ox! Maaa BOX, 
cG MMC, cG, 同 理 ， ER Co, B')cc Gn, 有 时 可 证 
(xo, B) CC. 这样 得 到 (ae", B) C G,. xs Bl Ca, 8) 内 任 一 区 间 都 
会 于 人 @, 妓 (a,8)CG, AMORS. ETOD Pm, 
为 证 aEG， 我 们 假定 不 然 ， 那 么 有 aEQ， 于 是 将 有 9>0 使 
《a 一 6,4 二 CG, Jii (a—5, 8) C G, 3x55 a B SEXLABZP UR. M 
理 可 证 PEG， 这 样 , (ii) 得 到 了 证 明 。 
» 14.， 


HIET W, (a, 8) 是 G 中 含有 xs 的 最 大 区 间 ， 我 们 把 开 集 个 
中 具有 性 质 (让 )，( 汪 ) 的 任 一 开 区 间 称 为 G 的 构成 区 间 ， 出 上 所 
述 ,G 中 任 一 点 必 属 于 G 的 某 个 构成 区 闻 . 

下 列 定 理 表 明 开 集 即 由 它 的 构成 区 闻 所 给 成 . 

定理 4.1 有 界 非 空 开 集 G 可 表示 为 至 多 可 列 个 互 不 相交 的 
构成 区 间 的 并 


G= Ulan A). 


证 ”由 上 面 的 讨论 已 经 明了 ，G 的 每 一 点 都 对 应 有 一 个 构成 
区 间 , 因而 G 可 以 表示 成 一 些 构成 区 闻 的 并 ， 对 于 C 的 任意 两 个 
构成 区 间 , 如 有 公共 点 , 则 必 重 合 , 否则 就 将 不 相交 ， 因而 GO 可 以 
表示 成 一 些 互 不 相交 的 构成 区 间 的 并 ,出 下 的 只 须 证 明 这 种 区 间 
的 个 数 至 多 是 可 列 的 ， 为 此 , 我 们 在 每 个 构成 区 间 峙 取 一 有 理 点 ， 
使 好 的 神 成 区 间 集 与 有 理 数 子 集 构 成 一 一 对 应 ， 因 而 构成 区 间 滞 
至 多 可 列 (人 参看 $2). 

定理 4.1 中 提出 的 表示 ， 以 后 将 称 为 G 的 结构 表示 . 

关于 球 集 的 结构 可 以 从 它 的 补 集 来 了 解 . 以 后 在 讨论 闭 集 测 
度 时 正 是 按照 这 个 思想 . 

注 ”对 于 无 界 开 集 情形 , 定理 4.1 的 结论 本 质 上 也 是 正确 的 ， 
只 是 要 把 (一 co, ee)、[ 一 co, 有 与 (a, co) (a, B 为 实数 ) 都 看 成 构 
成 区 间 的 表现 形式 . | 

这 里 我 们 举 出 一 个 闭 集 的 例 , CERTAN, 但 不 含有 任何 区 
司 。 这 个 集 将 称 为 康 脱 (G.Cantor) 三 分 集 , 它 能 用 来 说 明 实 变 函 
数论 中 不 少 问 题 ,今后 将 不 止 一 次 提 到 ， 

例 将 基本 区 间 [0, 1] 用 分 点 1/3 与 2/3 三 等 分 ,并 除去 中 间 
.的 开 区 间 {1/3, 273)， 把 余下 两 个 闭 区 闻 各 三 等 分 , AR 
开 区 间 (1/9, 2/9)，(7/9, 8/9)， 热 后 再 将 余下 的 四 个 闭 区 闻 辣 法 


nT e ooa 


HE, 如 此 等 等 (图 0. XXE SUR ILI Pa HAR Ga 
eo Go) ue qe) UG) Use 
TESE $)u(i.2 EJ uS. 28)u-. 


2 1920 


1920 7 $a 
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bi 
HE. mEILASÜURE - 
显 热 , Po 是 一 个 不 含 任何 区 间 的 闭 集 ， 下 面 证 明 它 是 不 可 列 
JH. 
用 反 证 法 .假定 Po 是 可 列 的 ,将 P. SR 
Xj, X, ttn RS rn 
就 是 说 ，Po 中 柱 一 点 必 iE ERAI BUR. 显然 Lo, 1/3] 与 
12/3, 1 中 应 有 一 个 不 含有 xs Ah ROROXTE PR IXIS nE - 
4 Br Ze 5j S AKAP, WAARA x 的 , 用 1 表示 
T. 然后 用 了 表示 三 等 分 D. 时 不 会 x. 的 左 或 右 那 个 闭 区 间 ， 如 
WES. BE 根据 归纳 法 , 1958] — I PEECIRLA] (Za) ER 
法 知 ， 
TDD DT, 
XaeE lie, REM, 
Fg, 易 见 民 的 长 为 1/3: 一 0{k 一 co)， 于 是 根据 数学 分 析 中 区 间 
TERERBE,XPAE GRECI, REN, ufJà,E 是 D, SEIS NR CERO REUS, M 
MERR PHRA SEP. 用 于 上 面 已 指出 xcLh, RER, 
Exi, REN, XU —4OPJH. B POE. 
再 证 Po Ewe. 由 于 Po 是 闭 集 , 只 须 证 明 Pe TIMER. 
-假定 相反 ,Po 有 一 孤立 点 xop。 由 于 0 与 1 ERE P, GRA, OH 
* 18. 


设 x0, 1. TE, dE CO, DEFER KA an x9) Er Ge, 60), 其 中 
HJ Pe FJ AX, Hil(ao, CG, (xe. PCC 且 moEG， 从 而 可 知 
(ao, Xo), Cxo, BOKARE Go BJ JEEP AT 8 DC R Ce, Xo) Ei (Xo, 
EP, TE s HRA G 的 其 两 个 构成 区 间 的 公共 端点 ， 亿 根据 
Go 的 作法 (可取 Go 的 任意 有 限 个 构成 区 间 来 考察 ), 这 是 不 可 能 
的 . - 

这 样 , 我 们 证 明了 ; Po EPAITE MAAAR, 引 
进 实数 的 三 进 表 示 时 , 可 以 证 明 P, 的 势 等 于 €, 即 与 区 间 [o, 1] T3I 
势 (参看 85). 

U EJSXEARMTSLIEBSASSTRE, 称 玖 为 只 中 稠密 
E. MERRER PREN, KEARE. 这 样 , 康 脱 三 分 
f P 是 只 中 的 稀 朴 集 . 

为 了 得 一 步 研 究 儿 元 实 范 数 的 需要 ， 我 们 对 n HERCULI fs 
间 的 点 集 知 识 介 绍 个 大 意 . 

所 谓 = 维 ( 实 ) 殉 几 蜂 和 拇 空 间 ， 是 指 由 # 个 实数 所 作成 药 一 十 
有 序 组 的 全 区 ， 对 于 RU 中 任意 两 点 

X= (Xi Kr He) ym e yn y, 
ELEMZI RA 
plx, yl= ilay t Ga — y tee (x,— E b diki 

容易 验 明 , 距离 有 下 列 性 质 ， 

(i) At. plx, 92270; p(x, y)—0 5 x— y Sd. 

(ii) 对 称 性 ， o(x, y)— ply, x 

《iii 三 点 不 等 式 . 对 于 任何 六 y, 2€ Ryo 

plx, y) &po(x, 2) -- o(z, y). 

一 般 地 , S RE d d SERES LEM E AE (OT Gi) —5u 
函数 o Go, y), RUBRIC ER EUN e PRIOR Ye Eck TU. R EEA 
空间 的 一 个 简单 例子 。 关 于 一 般 距 离 空间 ， 将 在 第 六 章 中 作 详 继 


» = 


介绍 . 

WAEREA, WR 中 点 柴 ， 也 可 以 引进 一 些 基 本 概 
念 ， 设 ER*， 称 满足 pla, x)«r 的 一 切 点 x 所 成 的 集 为 点 a 的 
” 邻 域 (r>0)， 从 几何 上 看 ， 点 a 的 邻 域 是 以 4 为 中 心 + 为 半径 的 
开 球 ， 在 一 维 铺 形 是 以 a 为 中 心 的 开 区 间 (a 一 r,a 十 f), 这 与 定义 
3.1 所 给 的 等 价 ， 
| 注意 , 有 的 书 上 说 到 & B8 ep RJ T EE RC HERO JEU , 它 的 内 部 

包含 一 个 以 9 为 中 心 的 开 球 ， 

ATERAT ERRERA WEAR 中 一 个 点 集 ， 
eaER"， 如 果 a 的 任 一 邻 域 中 都 含有 互 中 一 个 异 于 的 点 ， 则 称 
a 为 已 的 聚 点 。 如 同 直线 上 的 点 集 一 样 , 完全 可 类 似 地 定义 内 点 ， 
开 入 与 苛 集 等 概念 这 里 不 再 一 一 重复 ， 我 们 指出 , 定理 3.1 一 3.5 
ATR 情形 也 是 成 立 的 ， 但 定理 4.1 不 能 直接 照搬 到 R (hz>2) 
中 来 , SEFER 4.2 ERLEEN, 不妨 完 从 二 维 来 理 
解 ， 下 面 就 来 考虑 二 维 开 集 的 构造 , 这 本 以 同一 维 情形 相 比 较 , 设 
ER 中 给 定 一 个 区 间 (a, A). 考察 端点 为 整数 的 单位 长 半 闭 区 
间 类 {n,n 十 1):wE 2， 把 整个 售 在 (ac,， 有) 四 的 这 种 区 间 全 体 记 


* T. BABAKE {|p 5 -)mez), Amr e 


(e, B) — T, BOSE SE DX BE A Ta, OBAT EBEN T 一 
最 地 , TREA 27* S SE PH DC Ei Tu, 其 中 每 个 区 间 的 端点 为 形 起 
n/2* fj, n € Z, R TX IE BA ak ' 
(a, B8) —T,— 7 —TL,, 5—2,3,* 
那 从 不 难看 出 ，(a, B) 正 好 等 于 所 有 Ti 中 一 茹 半 团 区 间 的 并 ， 这 
个 想法 可 应 用 色 整 个 开 集 上 上， 而 有 在 儿 维 情形 也 可 应 用 。 下 面 以 
二 纵情 形 为 例 来 级 述 . 所 请 半 闭 正方 形 指 的 大 形 如 
i(x, y) iassa th, cs; y «Cod h, 520) 
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TOU APNI B ai MER IERI rr ennt 
"m a eme ARA MAR. Serisi Mr PPM ie Wer id 挛 | an 


的 案 . 
EEA? A 中 的 非 空 开 集 如 可 表示 为 可 列 个 互 不 A iy 
2E HI IEEE BS H. 
RAAE ULSPXXGOMBÉ E. ES EATE. HC 
直线 网 
x=0, x= kl,x-k2,e, y=0, y5 t1, yt 2, 


dn dt ES Tu. PC 分 成 可 列 个 第 o REEDE. BRRR gu 
有 公共 点 ， 再 考虑 把 第 0 类 半 半 正方形 的 每 个 等 分 为 四 的 更 密 直 
线 网 , 

x—0, x 1/2, £2/2, nd " 

43 一 0, + 1/2, i 2/2, 3/2, 


MAR- REBEL 正方形， 其 中 两 两 不 相交 ， 如 此 等 等 . 

同一 奖 半 闭 正 方形 中 两 两 不 相交 ， 且 每 个 第 上 类 正方 形 由 眶 
^r hri 类 正方 形 组 成 , 385 8 RE JOE REALES IS 1/2*, KARRE 
JOUER SR iR 
5i. 

3878 o 类 半 闭 正方 
形 中 整个 含 在 C PITES AB 
BARRER To 第 
一 类 半 团 正方 形 中 整个 
，” 食 在 人 内 而 不 会 于 T。 
的 那些 半 闭 正方 形 所 成 
的 集 记 成 本 ,， 同 样 ,用 
T, ARA G 内 而 不 5 LH ETE 
食 于 TU7 ,的 第 二 类 举 困 正方 形 集 ， 等 等 (图 5)， 这 样 , RRE 
纳 法 得 到 组 T, T, 7a…， 其 并 集 册 可 列 个 半 闭 正方 形 Qo Qe 

。 19> 


Qu 组 成 ， 所 述 定理 的 内 容 即 指 G— D Q. 
A R 中 还 可 以 引进 另 一 些 究 念 ， 例 如 ， 非 空 亿 -4 £d iik 
d{A)= Sup. plx, y). 
4 d(l A< Ib, TR A 为 有 办 的 ， 这 与 分 析 中 有 界 集 的 定义 等 价 ， 
OA a 5— 18 A 的 距离 定 久 为 
pla, ^4) —inf pla, x). 
可 以 证 明 , AREER WA — edge — 8 b CAL D 
pla, b}=p(a, A), 


$5. 集 的 势 ， 序 集 


本 节 我 们 讨论 一 般 集合 的 另 一 些 特性 ， 它 们 带 有 更 为 基础 的 
意义 , 并且 在 应 用 上 也 很 重要 、 由 于 这 些 内 容 属于 补充 材料 , 初学 
时 除 基本 究 念 外 可 以 暂时 略 去 . 

前 表 已 讲 了 可 列 集 概 念 ， 这 是 借用 对 等 方法 从 无 限 集中 分 出 
的 最 简单 的 一 类 集 ， 设 想 把 一 切 集 进 行 分 类 ， 凡 彼此 对 等 的 归于 
同一 类 , 不 对 等 的 属于 不 同 的 类 ， 对 每 类 集 我 们 给 予 一 个 标志 , 并 
用 势 来 称呼 它 ， 例 如 , 可 列 集 的 势 记 为 只 6, 与 区 则 [0, 1] 对 等 的 集 
的 势 记 成 党 ， 并 称 为 连续 全 的 荔 。 据 定理 2.2 知道 ， 洛 与 入 "不 
m. 

关于 势 的 大 小 比较 ， 仍 借用 对 等 来 定义 ， 设 4. 有 为 两 个 集 
恨 定 4 与 B 不 对 等 ,而 4 与 万 的 一 个 于 集 Bo 对 等 , WAR 
小 于 且 的 劳 ,或 妃 的 劳 大 于 A 的 势 ， 具有 个 元 的 非 空 有 限 集 的 
势 记 成 4 (sE 员 )， 而 空 集 的 势 记 成 0。 那么 下 列 势 的 大 小 关系 成 
X, 
=- 20 * 


Occ n MAI, 

从 任意 一 个 集 4 出 发 ,可 以 作出 一 个 集 x, 它 的 势 大 于 4 的 
势 ， 当 4 是 有 限 集 时 , dm (a1 aa n o), 可 以 取 a Dy EGIT D 
子 集 所 成 的 类 ， 那 么 A 的 元 是 

Q, {aih tt, {ors}, {01, dah, oe, fna arn, da an tinm 
ERA) e--(Dersax mre sndckus 
集 时 , ELI 017 LRL DS 30-38. CP, 这 可 以 象征 性 
地 记 成 2 收 " 半 所 o， 此 事实 可 借用 实数 的 二 进 表 示 来 论证 , 同时 也 
是 下 述 定理 的 推论 . 

定理 5.1 设 集 4 的 势 为 六 用 2" 表示 4 的 一 切 于 集 所 成 的 
类 的 势 , 则 有 2>, 

证 设 .表示 4 的 一 切 子 集 所 成 的 类 , ef 93935 2", WR 
是 由 4 的 一 切 子 集 构 成，4 的 一 切 单元 素 集 所 成 的 类 是 a 的 子 
类 fo, ofa 显然 与 4 对 等 , 故 有 2" 之 zg， 和 镜 下 的 只 须 证 明 等 号 不 可 
能 成 立 ， 假 定 相反 , 则 存在 一 一 映射 iur Á, $ 

sf AF(E) EC sz, f(E)€ Ej, 
MEA 为 4 的 一 子 集 , 同时 .oz 本 身 又 是 sf 的 一 个 元 . 

TÈ, TAKPE BIRAR A 的 元 的 Yi 被 了 映 为 
FCA) HE SCN E chi 时 , 据 A 的 定义 , A 中 无 fa) 这 个 元 ， 
于 是 将 有 f Cof) € o, 矛盾 车 FU Y € at, 仍 据 zt 的 定义 ,应 
有 fa) E sh, 亦 明显 蔬 盾 ， 因 此 ， 如 果 上 述 一 一 上 映射 了 存在 的 
话 ,将 不 可 能 确定 元 f Can) ROSJNY A, 这 违反 了 我 们 关于 集 论 
的 基本 约定 。 故 所 述 一 一 贞 射 了 不 存在 ， 因 而 得 N> 定理 得 
证 . 

关于 势 的 比较 , 有 下 列 常 用 的 伯 风 斯 坦 (F .Bernstein) 定 理 . 

定理 5.2 4G L4 WT. K i<u ui BBRA MUN 
=p, l 


Ld LO 


证 周到 势 的 一 个 代表 集 来 考察 ， 设 4 的 势 为 4 BEISA 
B. HRAsa HTE B HTE Bo tE ABa VERRE f SEHR 4 8 B. 
的 一 一 对 应 ， 同 样 , 由 aA RUE A 的 子 集 ode, BE Does, 并 有 
ERST o EM B 53 4 的 一 一 对 应 (图 6). 


Ea Ss USE 


A— A= di, tA)=B, 
g(Bi) 2 A, F(A =B 
gB) = As, fFCAS) = Be 


证 


由 于 了 与 9 US WU, dcs Ae An BERE, B Ba 
Bs … 等 也 互 不 相交 ， 显 然 , HEM f A dL B.E R, Wu 
DB. 3 —3 DEL 由 映射 g 知 BAdo Bids REN, d 
B- Ü Bic da Ü Aca A~ DA. 
从 而 
4- (4-8 4)0 d)" Cr | 
定理 得 证 ， 


我 们 指出 , 从 伯 轧 斯坦 定理 可 以 推 知 对 于 尾 何 两 个 势 4, n, 
ie 22 ; 


at 


-一 in 


ZTAK 
A«u, À—n, >p 
中 不 可 能 有 两 者 辐 时 成 立 ( 这 里 未 断言 必 有 一 上 成立)， 其 实 ， 车 出 
现 了 a=&, 则 其 余 二 式 已 不 可 能 成 立 ， 车 出 现 了 4<& 以 及 Au 
那么 由 伯 息 斯 坦 定 理 ( 和 参看 证 明 ) 推 出 A=, 矛盾 ， 实 际 上 所 述 关 
3f ELDUR — m ar 16, 
例 1 试 证 闭 区 间 [0, 1]55 PI3EXEE Co, 1, 0,1] 有 相同 前 势 


证 00—[0,1,0,1], EKSH u, CAL 1156893525 8. ER 
f. uA. BORE AG, y) 用 二 进 小 数 表 示 为 

作 ae an 

y=0. yy, 
Xy 34€ 10, 1), nEN. HAER DARRAR OT B 
Ny 4r SX TRAC — upApredk. x ty y 均 为 二 进 有 理 数 的 点 
Go, 功 称 为 中 的 二 进 有 再 点 考察 上 映射 F:Q- [0,1], 它 使 (x, y) 
与 2 一 0 yyer ye 四 对 应 ， 可 以 看 出 , f dS 驴 中 除去 二 进 
有 理 点 所 得 于 集 Q 与 [0, 1] 的 一 子 集 构成 一 一 对 上 应， 但 因 口 一 名 
是 可 列 集 , 而 [0 1] 8935 7g w, UB usw. 因而 据 定 理 5.2 有 1 一 
8, : 


9812 3H M ERO 1] — DECR SE SEER CS 3S, 试 证 M 的 
PA 28. 

证 我 们 再 一 次 应 用 信息 斯 得 定理 ， i E R, 1] E—F 
&, TERRE 
],x€E, 
0, x €[0, 11] —E, | 
RER E 的 特征 函数 (以 [0, 1139 35258). 显然 ， XEM. n 
可 知 [0, 1 的 任 一 子 集 GR RL— T 76) HESS M 中 的 一 个 元 相对 应 ， 
* 23 LM 


Xr (x) = 全 


e crm gum je GGTHGGRUm ata sc nds Pr EP PD ORE rms wes Th mero UD ANE SS H S paci ss c 


-但 [0, 匡 指 一 切 子 集 记 成 的 类 的 势 为 28, CM. 的 势 不 小 于 2X 
另 一 方面 , ET 44 f € M, MAER (x)):xE [0, 1]} 
AP OEB)— P3. WRH A 表示 平面 的 一 切 子 集 所 成 的 类 ,和 那 
A SR EUEBET, M 的 势 不 大 于 ARS. AAE TA 故 4 agde 
不 大 于 OPES TEREE 5.2, 4] M 的 势 等 于 2 每 
例 5 康 脱 完 全 集 P 的 势 为 A 
其 实 ， 引 进 [0, 1 中 小 数 的 三 进 表 示 来 考察 区间 (173, 2/3) 
中 每 个 点 * 可 表示 成 
x= n. Lexa, 
其 中 x2, xa,… 是 0,1,2 三 个 数字 中 之 一 ， 这 区 间 的 两 个 端点 均 有 
ARER, 规定 采用 (不 册 现 数字 1)， 
1/322 0.0222», 2/3=0. 2000, 
区 间 (1732 2/37), (7/37, 873 人 中 的 点 x 可 表示 成 
X=0.01xsxer 或  x—0.21xx,, 
其 中 xs, xu … 是 0,1,2 中 任 一 数字 而 区 间 端 点 则 采用 {不 出 现 
数字 D. 
1/3:=0.0022..., ?7/32=0 .2022.., 
2/3*—:0 .0200--., 8/312:0.2200*«, 


如 此 等 等 .根据 归纳 法 分 析 可 知 , RERE, C 中 的 点 的 三 进 c 


表示 中 必 有 一 位 涩 字 是 !, 且 只 有 这 样 的 点 才 属 于 Go， 因而 P 与 
集 
A= (0. x1x2X37 2089 4- x E 0, 21 
成 一 一 对 应 。 且 4 显然 与 [0, 1] 对 等 , 帮 4 的 势 为 号 从 而 Po 的 
33 73 8, 
我 们 看 到 , 光 限 集 的 势 中 以 入 与 站 较为 简单 ， 并 且 有 soc. 
康 虞 的 连续 统 假设 说 ， 在 8io 与 呈 之 间 ， 役 有 第 三 种 势 存在 (1878: 
年 )。 这 个 问题 看 来 很 简单 , 但 多 少年 来 没有 得 到 解决 ， 直 到 十 岁 
* 24d 5 


k rin 


年 前 才 有 人 证 明 巴 ， 连 续 统 假 设 与 集合 论 公 理 系 〈( 策 但 罗 (E. 
Zermelo)-3b S53] 4E (A. A. Fraenkel) 385) d B d rdg. 这 
对 连续 统 假设 的 解决 是 一 个 重大 的 贡献 ， 

下 面 引进 集 的 序 概念 并 作 某 些 讨 论 ， 

在 实数 集中 有 大 小 概念 ， 依 此 建立 了 实数 的 一 种 次 订 ， 对 于 
一 般 节 集 , 引进 序 的 定义 如 下 ， 

定义 5.1 对 于 给 定 的 集 了 X， 若 在 它 的 元 之 闻 能 引进 关系 坊 
et 为 序 的 记号 , 可 读 成 “小 于 或 等 于 ")， WUE RARE, 

i ax 

P zr as, be, Wl] asso, 

(ii) d$ asb, bea, M a=b; 
pab c€ X, BAR X 为 带 有 序 民 的 在 序 入， 如 果 对 于 半 序 
JE X HERRAT a, 5, XE 

(iv) 关系 式 asc 与 6<ca 二 者 必 居 其 一 ， 
那么 , 称 HURTS AURA. 

记号 "ase6" 也 可 写成 "bo" 记号 "0b" 表示 "asco fH av 
b". 

定义 5.2 设 X OpEUGEAEL XQ XTE. MELEX W 
足 条 件 ， XUI x€ Xi x«i, RR OS XER. 和 如果 6 为 
XMLA, HX X ESER G, AEE, MARG A Xp 的 
上 确 界 ， 换 名 话说 ， 瑟 。 的 上 确 界 是 7 的 上 界 中 的 最 小 着 Gio 
«x x). 

注意 , XY。 的 上 确 界 未 必 属 于 Xo 关于 X, HER, TART 
类 似 地 定义 ，< 的 上 ,下 确 界 分 别 用 sup Xs, int X, 3 ER. 

例 4 没 已 为 一 非 空 集 ， 它 的 一 切 子 集 构 成 一 个 次 区,, 依 平 
党 的 包含 关系 ,天 M-ES, 

这 就 是 说 , A BC X, ASB 的 意义 是 措 Ac. 容易 验 明 , 上 


.. 2k 


面 序 公理 全 一 (ii) 皮 立 , BURG — 

BXH X RTA, 易 见 sup Xo= UJ 4 inf Xs— N A. 

例 5 AEX: T9 CASE EE PE 
[3i x1, t, 2x) 5 y yo yn ns, 30. ELE x-y WEE 
KHER AnEGn« yi k xix, HEAGUUR xy. ME 
X179 Mj, tn, X4ER Yi ni Xii yuQ h€ 11,2, *, n— 1i xe. 
这 样 我 们 得 到 带 有 序 扫 的 爹 序 集 RU, REUT, Box 
本 身 匹 上 ， 下 确 界 ， 误 的 子 集 有 上 , 下 确 界 当 且 仅 当 这 子 集 中 元 
的 每 个 举 标 的 集 有 界 ， | | 

RAT] tir dE FRU HE pE RE. Cut. Je 
引进 下 面 的 定义 . 

定义 5.5 设 天 为 非 空 半 序 集 , 它 的 每 个 非 空 全 序 子 集 均 有 
上 确 界 。 取 定 元 a€ 六 HWUM IX. WR X MURS 4 为 容许 
集 , 如 果 下 列 三 条 件 满足 ， | 
T (i)aE€A, - 

Gi) ÀSTA, 

(ii) 了 的 每 个 全 序 子 集 的 上 确 界 属于 A 

BA, X 本 身 满足 (1) 一 (iii)， 故 容许 集 存 在 . 

定 还 5.5 设 工 为 非 空 半 序 集 ， 县 无 的 每 个 非 空 全 序 于 A 
均 有 上 确 界 , FERH /:LX—XWNaIGODIGCX) WA d 
有 一 个 元 cE€ X, F(o)—c., 

E Aupy. 

第 一 步 ， 设 - 切 容许 集 的 交 为 P， 则 有 关系 式 

gxx (x€P),. (1) 
其 中 a 是 天 中 玻 定 的 元 ( 参 着 定义 5,3)， 

RK, P 是 最 小 的 容许 集 . rd Ge «€x, dj} 是 一 容许 
d CEEA P, RORE — 0c 
29. 


第 二 步 ， 令 . 四 
B={x:xEP, 由 yEP, yx EUR G0 xL, 
并 约定 eE B. RINEN: S x€ B, 2€ P HA 
zx 3k mf. EN 
其 实 , 圈定 任 一 x*EB, 邻 n . e 
C-iz:z€P zx zef ah . : 
可 以 验证 C HRGuypABASPRG--Gu). BkO)mSmon. E 
2€C, Wi 2EP, zaf Gom, WF ID BRNE a) 
HEP, 2&2, AA F= OT =R fGDsx (对 于 
z<x, 注意 到 xE 8B)， 这 样 , f(z) 能 满足 集 忆 中 元 的 性 质 , 故 f(z) 
ECCh EP, (2) P Jk S RID. GDE, Eo, OA C 
的 任 一 非 空 全 序 子 集 , co 一 sup Co 那么 ,或 对 一 切 2€ Ce 有 am 
或 有 某 一 2E Do 个 zeU EP) ERIRE, 得 ex ERI 
一 情形 ， 有 comÍfQ0. XE, e€C, (HDE: III, C 为 容许 
集 ， 由 于 CCP 十 忆 为 最 小 容许 香 ， 帮 C 一 P， 共 而 看 出 《2) 成 
X. " > 
第 三 步 ， 证 明 第 二 步 中 的 . 召 为 容许 集 : 仍然 验证 条 件 ( 划 一 
《ii 和 关于 器 是 成 立 的 ,> G) ET Nx Gi); X x€ B, 4€ P, ni 
BO, yeu RS. ATR, S y GO BER ys. 
EREET % 一 2 SERA FOE fO 如 果 出 更 了 y< WH fO») 
ex (HF EE) Miifnnrsüm x. fw] dE ow A SSS 
fx)， 总 之 , 当 yc Coni Lf sf o0. 据 B BE, I 
f(x) € B, WRH / (B) CB, (ii) fig, Gii), Ut Bo 29 BBHE 
ET, bic sup Bo WECP. y«b. MEID, SHE tE B, 
有 oysuxch yzfG0. 后 者 不 可 能 对 每 个 x 成 立 ， 和 否则 将 有 y 
f(x) 之 x, Mili y 将 为 By BUE RR, TE yb, KERAN. di 
do 对 某 一 xE Bo y<<x， 分 丙种 情况 , 当 y Cul, RIA 43 boi 


E X, f(y)sxsbs 当 y 一 x 时 , WA y 3E Boi] E885. be. FAR 
—z2€ Bo E yaa, HER FOES bo 总 之 , 得 到 fb 
这 表明 ba € D, Tfi Cit) (bi. 

第 四 步 ， 令 ce 二 sup P, 我 们 证 朋 f (e) c. 

据 第 三 步 所 证 , B XE, CBS P, 但 吾 中 的 元 均 需 于 P, 
Sk B-BP. AMRO, 对 任何 % 2E€P, 4i zaw >a). F 
是 注意 到 FOSHE aa 或 s, Hz 与 < 可 以 比 岸 , HOP P 
RARR. DH c-sup P, M FoEP, 放 fle)<e， 同 时 所 定理 中 
假设 , FG). 放 据 关于 半 序 集 的 条 件 (iii) 得 fc) <e. 

PMEZ. 

OXÉX 5.4 BOX ÀppNESxCOXS WmRXHE—A4 $y€ X, M 
oy, BU y=x, SK ar X BERE, XP RATUA 
似 地 定义 . 

“注意, 一 个 集 的 极 龙 元 , 极 小 元 未 必 是 唯一 的 ，: 

: He BENAR, 它 的 汪 切 子 上 集 构 汕 一 不 类 针 ， 依 平 
常 集 的 包含 关系 C, X 成 一 半 序 集 ， 容 易 看 出 , X CK o E, 
NES D; PER OX TR XQ.-X X053, WDAOR MeSH, 
im E dME— ABUS AUB BOX IGI E XS RUNE. 

TFEVEHN SEP TE DI CHIP ARARE 5.9) AEA 
的 | an 
ESIIFEEELELIO LIE RS kx 
E WX EPUAERUR SUN SERO, CHI ar 表示 六 的 一 次 
AUCRARNORIODE, uf 中 的 元 依 下 带 入 的 包 合 关 系 C 亡 一 GR 
R. "RLTERUEUL, 有 一 极 大 元 ， B 

BETR ad 中 无 极 大 元 ， 那 么 对 .中 性 一 元 4， 由 于 不 是 
BKH, 应 存在 史 的 一 个 元 di A, 使 ADU, AUR. FO SEX 
这 种 AN A T ICI ANS MEL ES ST] 10 
- de - 


2AÁAEBL FCD ACE a) 的 映射 AETR x 的 每 下 你 全 
序 子 集 担 存 在 上 确 界 ( 下 并 集 即 得 )， 于 是 根据 定理 5.3， 让 在 一 
个 元 4 € e£, ME fA) mo ERUIT f B GE SC, FC) Do, 但 不 
等 于 ,矛盾 ， 因 而 定理 的 结论 为 真 . 
” 播 定理 5.4 ADEN E g &.(M. Zorn) |, 它 在 应用 上 是 很 
SED. 
SE 5.5. dk X XHEXGETEÉE, 4bOX HMjig— de eECTÓA 
ALAF, 则 XCRIBOAE. 7 l 
W HEH S5., X GN ODBOCK REIP BR XS 令 X0 一 SUP Xs, - 
ERPE x€ X MUR sex, $ x€ Xs 则 集 XU (3) 
HT Caa Xo ARTE 这 与 Xa ARKEN TRAT 
盾 . dEx€ X MAn XS 的 上 确 界 ， 故 x< xy， 据 半 序 关系 
gF), x 一 xe， 这 表明 x 为 X RRA, — 
如 果 我 们 和 仓 细 观察 一 下 定 更 5:4 的 证 明 ( 也 参看 定理 2. 1 的 证 
H), 看 可 发 现在 那里 用 到 下 述 公 理 ， 它 常 称 为 策 匡 罗 选 择 公理 . 
定理 5.6 dt wz 为 一 非 实 集 的 酉 , 则 存在 映射 了: ur mU A, 
满足 . HEt AEZ BIDEA, B 
定理 5.6 HRUE XLT HOESEARALELNUOS ,可 以 作出 
这 举 一 个 集 玉 ， 它 是 由 属于 A HRe pR- ATTER. 这 
定理 的 意思 比较 明白 ， 本 书 采取 承认 的 态度 . 可 以 证 明 ; 上 上面 所 讲 
的 定理 5.4 一 5.6 是 彼此 等 价 的 . B 
在 本 章 末 我 们 举 一 个 关于 装 的 关系 的 例 . WAS M 的 势 为 
HMIXB 4G 
i P= {ta, 0): a€ MY Ua, 1):a€ Mj, | 
并 记 成 P= 好 X1{0,1}， 对 于 任意 两 个 不 相交 的 集 Ms, M 9 n, 
pa 分 别 为 但 们 欧 势 ， 我 们 定义 后 十 请 为 集 M, UM: LE XP 4A 
A FIAR. 
» 28 « 


B6 Uu 为 任 一 无 限 集 的 势 , 则 有 ue au. 

E WEM RON. 令 P—MX(U MEEN, WEE 
XP BIEON utu 用 多 表示 一 切 这 样 的 一 一 虚 射 了 的 类, 使 了 
Bj wi DIM HURiKR,—D x10 1j FARER, E 
ATPT C. ACX PETAR, AmA CB] Cx £0, 1) 
的 一 一 映射 存在 , 这 表明 .多 非 空 。 利用 集 的 包含 关系 将 F 半 序 
4t Bo fifi MAH Dic Da, 设 叶 0 是 .多 的 任 一 非 空 全 序 子 
R, e D= Y D, R= Y Re WIE D Use SUR REDE — — 
映射 F^ E, CEA EHUR,. BIB SISERUZE PETS E, F 
是 据 此 引 理 ， 存 在 多 的 极 大 元 g， 令 DJ gps, RO 
KE, 由 gE. 9n D, B3 n/ GÀ Ae u'— ufu, WE 
11 一 ,出 结 论 便 得 到 证 明 、 可 是 , 令 AM —D, E ARARA, 
风 D, 的 势 等 于 DsUA= M Mp3, BU a^i ARRE, RA 
RTII TE Ae A hI 三 到 4x £0, 13 E B8 — mU, ar 45 
JF BE o, We D.-DUD, H g< DED, D,» De). 
这 与 g BRKE. DI 4 为 有 限 集 且 i mu, 

第 一 章 习 Rb. 
I» ,证 明 下 列 关系 : 
(i) (4—B)n (C—D)-(Anc)- (80D), . 
(ii) ACB) UC= (40C)n(BUC), -` 
- üD ud-(B—C)c(A-—H)yuc, 
(iv) C4—B) —(C—I)c(4—-C)ucD-B.- 
(v) B CA— B) UC— A— (B —C) HRXERIDEXEAS TER T n 
2. REER E SCORE HR ea < 了 。 问 关系 式 
s BUCA da= 3 E Uda) 
Jude: 
LE 


3. ib dem 10,1}, 试 证 一 切 排列 
(a1; Gas "6. as s), En EA 


jp thg m 


BrERLSS EpUEiA 

i AE FILAT E EI RES 

Ci? [0,1] 55 (0, 2), 

GD fa, 的 与 [一 co co), 

co aria ymiai 

、 问 下 列 各 梨 能 否 同 自然 数 信 或 区 间 [o, 1] 19) —— . 

(D) imt UR 

(ui) HEDE, 5 0. 17, 
如 果 可 能 , 试 作 这 种 对 应 方法 . 

86， 这 归 训 系 数 多 项 式 全 体 是 可 列 网 

7， 设 用 Clo, 本 表示 [0,1] 上 一 切 连 续 函数 所 成 的 集 ， 试 证 它 的 势 为 
E 


8. iH M 3 (— 00, 0) 上 一切 音调 组 数 所 成 的 集 ， 试 证 它 的 势 为 
2 
9. ik 4 是非 空 集 , 它 的 势 大 于 1。A 上 的 一 一 映射 称 为 4 的 置换 . 试 
证 存在 d puff x, AED € 44. 
10. fE EELBILABUECOBUKSULER. MSETO TARARE 
ffi Ieee A, 344 ERA ERE, 情况 如 何 ? 
设 4 TSJCERUS, SCORES VU ELE ET TE SES RR, 
12. d Gi Ga FE FA RATI, E Gac Ga， 试 证 @ EMEAVEUKIX IRI 
TF OG OUI RR CR Zn rh. 
13. 设 Fi, Fa omha, HBF.nEFsg. idu PENE Gu. 
Ga 5 GN Cs m: 6 di] 1-471, Gs S Fa, 
14. ERER ARA E GR TRISTE 
15. dX EXE ERRER NE 试 证 它 的 连续 点 术 为 
FE, QNA 
-BJE 是 名 Fuld BUE—7 SOSITÉR, 问 f 是否 连续 XE 
ERNEA RTRT 
17. AUE Re di EAHCDAOER TERIS, A AOEERERUS SEA 
ABI SE B53f, 


M ji 


18. ib E E REB STI HE RD TEE RS] jn BEES, 求 
19. Ut SR GT RCRERIX IIa, b] npo pa, EDE e, RS 
个 Bs 均 为 非 空间 集 , 试 证 交集 i Ene, 
20. 设 关 为 一 自然 数 ， 今 Pam {k EN k 3n 的 约 数 }， WER a, be 
Poa E asb 的 意义 为 g 是 了 的 约 数 。 试 证 Ps 以 所 为 序 是 一 半 序 集 ， 又 ， 
uM Pa 为 全 序 集 , 尘 4 应 有 什么 要 求 ? 
. 称 开 的 子 集 所 成 的 类 s gim (00. 38 X dE HARA 个 元 的 
并 . E ar E VEL COD 则 存在 X. 的 予 集 的 极 太 类 多， 具有 性 质 (o) 且 
dA ww. #8, TE An Are, X, E ada nds c ar, DE 
FAES, 
22， 试 以 定理 5.5 作 为 出 发 点 , 来 证 明定 理 5.6. 
23. 设 w 是 由 绽 定 的 集 的 子 集 所 成 的 类，A Er TUR A 的 每 一 有 限 
TERT x Wu. 含有 一 粮 大 元 . 
. WIE EX 为 非 空 半 序 集 ， 者 二 的 等“ 非 空 全 序 子 集 有 上 加 ， 则 元 
RAAE BIEWER, 


[s Bae 


第 二 章 3 Di pg Nj H 


MESPuG, SefrfepHEBKOLIB AE SAU FDEXCOE. 我 
们 以 第 一 章 定理 4.1 为 基础 来 定义 开 集 , 闭 集 的 测度 , 然后 用 以 构 
造 任意 点 集 的 外 测度 与 内 测 廊 , 并 进而 讨论 可 济 集 的 性 质 , 特别 是 
完全 可 如 性 与 可 测 集 类 定理 .为 了 便于 举 习 ， 将 着 性 讲 一 维 有 界 
点 集 前 勤 员 格 测 咕 ， 至 于 多 维 及 无 掉 集 硝 形 在 本 滨 末 和 作 一 些 扼 训 
UB. ARERR 还 介绍 了 环 上 测度 的 基本 结果 ， 


$1. 引 E 


Bk SEdSSRAISEA BU HEUO RIS Ib, MRAR 
点 集 度 鞋 性质 ， 这 在 黎 曼 积分 情形 是 不 需要 的 ， 因 为 它 仅 考 周 区 
阐 或 极其 简 间 的 区 域 上 的 积分 ， 丽 这 些 集 的 长 度 或 容积 都 荐 易于 
了 解 的 要 想 在 较 揽 杂 的 点 集 ( 假 定 是 一 维 的 ) 上 考察 积分 ， 读 应 
先 若 虚 点 第 的 相应“ 长度”"、 不 过 , 这 种 点 集 也 不 能 太 复 杂 , EAT 
能 对 它 引进 一 种 “适当 的 度量 "，; 这 种 度量 就 是 以 后 所 说 的 测度 , 

先 考 察 一 下 区 间 的 情况 . 区 间 I= (a, b), Fa, b), Ca, 0], RES 
站 的 测度 自然 都 应 是 b—a, 以 便 同 它们 通常 的 长 庶 相 一 到 

假定 基本 集 为 [9, 1], 则 所 有 有 限 个 区 间 的 并 和 襟 成 类 A, 2E H. 
这 个 关中 两 个 元 的 差 也 属于 S£ b E € WE 可 以 表示 成 有 根 个 
互 不 相交 的 区 间 的 并 , XE SL E 的 测度 mE 为 这 些 互 不 相交 区 阿 的 
KEZI. WA, 显然 有 下 列 性 质 ， 

G) mEZ0 【〈 非 负 性 )， 


= $8 7; 


+ 


(i) € EE EO, W mU EDomE mE, (有 限 可 
加 性 ); 

(iH) m[0,1]121; 

其 中 E, EL RER, 

这 三 条 狂 质 事实 上 即 为 测度 的 特征 ， 我 们 称 它们 为 测度 公 
mo 最 值得 注意 是 第 二 条 性 质 ， RUE 
加 性 ， 从 客观 事实 看 来 ， 它 的 内 容 部 分 伙 
现 了 “全 量 等 于 分 量 之 和 ”这 一 公理 .由 此 
联想 到 , 如 采用 下 列 条 件 代 埠 (二 ) (图 7) 

Gi) 3: E, E, (5 P), RI 

mE UE: Ue UE Ue )—mE, 

图 7 可 如 性 示意 TmE;s- mE t 
NEA, 测度 公理 G), Gih (iii) 将 可 腑 反映 更 多 的 现象 ， 同 时 , 从 
表面 上 就 可 看 出 ， 如 果 仅 考察 由 有 限 个 区 闻 的 并 构成 的 类 是 不 够 
的 ， 因 为 , 可 列 个 互 不 相交 的 区 间 的 并 , MAk 已 不 能 表 为 有 
限 个 区 间 的 并 ， 同 时 它们 的 差 一 般 也 不 能 表 为 可 列 个 区 间 的 并 . 

假如 要 沽 察 的 不 是 区 疗 ,， 而 是 [0,1] 中 某 个 点 集 E (Mag 
理 点 集 ), 怎样 米 定 义 它 的 长 度 昵 。 或 者 说 得 确切 此 怎样 来 定义 
Tz fe RE WE E 

RERA KIERS E KNR, HE ARIARI. 
用 分 点 | EE U 


Xa— OAR x md 
HEKI 菇 分 或 一 些小 区 间 ， ARES E 有 公共 点 的 区 间 的 长 
度 的 和 和 当 

i Que) 7*0 7 
时 的 极限 作为 E BIBE, SAR, OE 的 测度 等 于 1， 另 一 方 
ij, 依 同样 方法 ，[o, 1]— E. (BI L0, 1] 中 无 理 点 集 ) 的 测度 也 等 于 
~ 34 * 


4， 而 这 两 个 集 互 不 相交 ,其 并 为 . [0, 17, REDEA, t 
得 到 1 一 1 十 ! 的 矛 睹 .此 铸 盾 在 于 测量 方法 不 合理 。 

还 有 另 一 种 办 法 来 测量 E HME B e>0 是 任意 给 定 前 一 
个 正 数 .把 E 中 的 点 排列 为 

X1, Xp Ne 77, 

MEEF EE Go m e/2*, s p], «CR, Bii d BT 
E 中 每 一 点 都 合 在 的 业 个 元 中 ， qn E dE. ENG ND 
是 过 中 区 间 长 度 的 总 和 不 超过 ， 


4e — 


而 e 可 以 任意 小 , 因此 可 以 想象 五 的 测度 应 舌 于 0， 这 个 结论 看 
来 是 合理 的 , 利用 以 后 定义 的 测度 将 会 得 到 同样 的 结论 ， 

测度 的 严 阁 定义 将 在 下 曾 给 出 ， 下 一 节 先 从 简单 的 开 集 的 测 
BEH AC, 逐步 引进 外 测度 , 内 测度 与 可 测 集 的 概念 ， 


52. 有 界 点 集 的 外 .内 测度 . TAR 


前 面 已 经 说 过 .本 党 将 着 重 研究 直线 上 有 界 虚 集 的 测度 , 这 一 
点 以 后 不 再 一 一 声明 . 

这 里 用 构造 方法 来 讲 点 储 的 测度 ， 我 们 逐步 讲 开 集 与 闭 梨 的 
测度 , 然后 齐 处 测度 与 办 测度 , 最 后 讲 可 测 集 ， 在 这 里 我 们 可 以 学 
到 一 种 成 套 理 论 的 模型 ， 而 且 这 种 处 理 方法 可 以 直接 用 到 其 它 情 
形 (例如 第 四 章 87 的 LS 测度 )， 

首先 讲 开 集 与 闭 集 的 测度 . 

定义 2.1 设 G 为 非 空 开 集 ， 据 第 一 章 定 理 4. 1. GER 


SE 
G= y (a, £o. 


"a 35 a] - 


Mp, WEET, ENEC BIBUSUERL 我 们 规定 开 集 
G 的 测度 为 它 的 一 切 梅 成 区 间 长 麻 的 和 ， Jti? mG: i. 
m= -1(f.—a). 


KERN, mG«co, qs 因 GUN RS 存在 有 限 区 间 a. 
D, 使 Gcc(o, D), 84S, HETA n (不妨 假 定 上 面 的 和 


光 当 级 数 而 非 有 限 和 )， 有 Uaw BIC, 0), AER e. 


Eo he. 


令 noo, 即 得 名 (Bo) bacc, XE, ENAR E 


ao) 收 敏 。 正 是 由 于 这 一 原因 , HUEN nG 的 级 数 与 项 的 次 岸 先 
"OE | bo 
定义 2.2 设 F Aiza Eataa E 的 开 区 间 la, 
b) Go, 5) FRI G ARR. EXAME E 的 测度 为 
- mF wb-—a—m, 
可 以 证 明 ，F 的 测度 与 区 间 的 选择 无 关 ， 其 实 , 由 于 下 为 有 
X nfi, 4 a=inf{x:xEF}, B—supix: x€ FJ, sil a, B 为 实数 
Bim F. GEGSM. 
'G=(a, a) U (P, b) U a, >F), — 
且 看 边 三 个 开 集 互 不 相交 ， 据 开 集 的 测度 的 定义 ,有 
| mGe cet 6- Bem Cas B) -F), 
或 
b—a—mG — B— a—-m(a, 5- -P. 
II mF E asb RERE, 
在 第 一 章 已 指出 ， 除 丁 空 集 与 整个 数 直线 是 既 开 又 闭 的 案 以 
外 ， 在 直线 上 不 再 有 其 它 的 既 开 又 闭 的 集 ， 因 此 用 上 述 方 法 定义 
t 96 + 


闲 集 的 测度 是 合理 的 ， 不 会 与 开 集 的 测度 定义 相 巴 盾 . 
B 考察 康 自 完全 集 Pe 与 相应 的 开 集 Ge HRE. hEN 
定义 可 知 ， | | 


1 4 1 
mGy,y- —- t uededóI 3h +l, e 


mP,—1—mG,—0, 
这 昱 我 们 得 到 了 一 个 测度 为 0 的 不 可 列 集 的 例子 
开 集 测度 具有 下 列 性 质 ， 
定理 2.1 (0) G, GC, AMARNA, E CCG, N 
mG,«mG; (单调 性 )， BE BE 
GD 设 有 界 开 集 G 是 有 限 个 或 可 列 个 开 集 G, Gi - 的 并 
M nG«YmG, ( 毕 可 加 性 ); 如 内 G PERHE, M mG- EnG, 


(完全 可 加 性 )， 
证 (0D 设 Gi。G， 的 构成 区 则 类 分 别 是 (0,0 Hg (0,07, 
REN, WA 
mC,—Ymó,O, mG Ema, 


HEX 620, AURE n 在 在 ,使 
mG me +e, 


BP GCG, AP, 0O, e, AP 必 会 于 Gy 的 某 名 个 互 不 相交 
的 构成 区 间 n, aP, 1na? 市 Cu, 把 两 组 有 限 个 区 间 
8,0, e, AO F Aa P, e, 1,09 进行 比较 ,容易 知道 


b» mó, UU Y:mó,, 9, 
ci BE 
因此 


mGr< End, O-bemmGde, (C 


s87.: 


外 于 可取 任 意 的 正 数 , A mem. 
Gi) 为 了 证 明 半 可 贡 人 性 ,不 妨 假 定 mG, 6, 的 构成 


区 间 是 〔cito, 8,9), t &€CL G 的 构成 区 闻 是 (ay, A) JEN, 息 
B, 每 个 区 间 (er B,) 者 是 某 些 区 闻 (a, A) 的 并 ， 于 是 对 任 
意 小 于 《一 局 )72 的 正 数 e, WEA Cae, pel 中 每 一 点 都 
是 构成 (or B) RGXEA-TE ER (aP, BL VIUA. RETE CRGO. 
3H, 这 些 (a, 9, 0,9) 中 有 有 限 个 区 间 就 可 以 可 盖 late, Pi e]. 
ARI X689 gu) 表示 相应 的 有 限 个 区 间 长 度 之 和 ， 而 以 
EAP —a,9). 表示 构成 (en B3) 的 一 切 开 区 交 ， (s, 8,9) 的 
长 说 之 和 ,那么 ，. 

Bi—2,— Me r^ (49 a PJER” a; e, 
上 式 右边 与 e 无 关 . 故 

B;— aS CB, — a9). 

再 对 了 求 和 , L - 

mG— X (f, a) «E (B9 —a 9), 


困 为 收 僵 的 正 项 二 重 级 数 可 以 交换 求 和 次 序 ， 上 式 右 边 可 整理 成 


1 


E E (8, —a,9)- E 3,9—a,9)— EmG,, 
故 得 mGSESG, TG (D 的 前 半 部 分 得 证 ， 

”和 狮 下 来 要 证明， 当 G 等 了 不 相交 时 完全 可 加 性 成 立 ， 设 
CNG Z Ge 7), FU DELATI (as, B1) ERER Cas, p), 
BUG EDS 01 j RR, 也 就 是 对 一 切 与 1 求 和 时 , 有 

mG-—X(f,—a) "EEA. —a,9) = EnG, 
定理 全 部 得 证 . B 
LEE 2.1 ux F, Fy "^, FRAIA, F,c(ai, Ba) k=}, 
* 38 + 


2, , 5, B. Ca, B) 等 互 不 相交 ， 则 
m( Ù, F,)-EnF.. | 


E ÉDTOHBUTPRSSOSBISS, ODXRSSSIQCYDAGÉX. R 
们 对 n—2 来 证 明 引 理 , 一般 情形 可 用 归纳 法 完成 。 令 
a,infix:x€ FY, b—supix:xC€ Ey, k=l, 2, 
那么 , 由 于 F AAE, asb BAF Fu 从 而 据 闭 集 测度 的 定义 知 
mF,—b,—2a,—m€,F,, 
这 里 LP. 表示 开 集 (au b) — F, k=l, 2, 
不 妨 假定 BC o. BF FUF: AWR, UDACPRBEEIR [a 
5; rh, Ti ao 0; 43129 FLU F2 HT. ERA, NUS FP! Ü POS 
mRFQUPXCF (an b 的 补 集 时 , 有 
m(F,UPF)-—5—a, —m€(F.UF:). 
但 (FUP gP UCP: UÉ, aj) ELA iL PER SUR 
AE. HUBIESE 2.1 的 Gi), 
mE (P, LU FI mF mw; F Hab, 
从 而 
m(F,U F;)—b,—a,—(a—5,) —m'£,F,—m,F 
—b5,—ai—mV,F,4-b— a; me, F, i 
=mF t mF,, 
引 理 得 证 . 
定理 2.2 FAAM, CAFR EFG, m 
m(G —F)-—mG-—mF, 
证 VEG 的 构成 区 间 类 是 (a. 00), REN IARAA E 


理 ， 存 在 自然 数 m 使 Ula A)AF. 4 F,-F OG. 80, R 


FIRT (ew 80 HRR, 且 互 不 相交 ， 我 们 有 
e 89- 


G-F={ Ùa. 8) - F)U(,U «e. 85) 


-be 20r ju( D tes 22). 
MFR G 一 已 被 表示 成 互 不 相交 的 开 集 的 并 ， 据 征召 2.1 与 闭 
集 测 度 的 定义 , 有 
m(G—F)=E m (as &) —F)t E (Ria) 


-E(G-2)-EmPF X (fea). 
AR PF. FEHER TE, 应 用 引 理 俐 得 , 
m(G—F)- XE ca) m (FQ) e me-wF, 
推论 设 Fe, k=l, 2, eV, H8 是 互 不 相 突 的 闭 第 ， "] 
m(U F) =È mF, 
证 P n= ERKE IDF, NF, $ GoI—F, 
k=1,2, W F, Fa RAZ, GOF: 于 是 由 定理 2.2, 
mEt mFS mi --(mGi mF =m mG F) 
=mi -mG N G2) —m(F, U Fa), 
3üxcz] ut S Bi P. A RESA RRE. 
定义 2-3 WE MP RE 的 外 测度 定义 为 一 Hes Ed 


3E 4 I) BU BE B5 TAA, HR 
m^ E—iaf mG. 


E WARE 测度 风 定 义 为 所 有 合 于 E HARRIS Ed F. 3t id 
maE-—supmF, 


由 于 类 (G:G NFR GDE EPS, Wma E Mr 


区 间 便 属于 这 个 类 , 同时 开 集 的 测度 已 有 了 定义 ， 故 数 集 (mG:G 
为 开 集 且 GE} 的 下 确 内 有 音义， HANEKE, A 
BÉ mE AEL, mE <o, E), XPTAEXOTÍR G 5f 
F, WE GDEDF H, 据 定理 2 .2 推出 mGlmF, 4 F mem 
G 变动 取 下 确 界 时 ， 即 得 m*EZmP, He F 变动 取 上 确 界 时 即 
得 mE2>mwE， 这 就 是 说 ， 任 何 有 界 集 的 内 测度 均 不 超过 外 测 
废 .又 据 定义 易 知 外 . 内 测度 均 具 有 单调 性 , 例如 , 对 于 外 浏 度 , Vt 
ECE, 则 当 开 集 GDE, 时 也 有 GOE, AEX (G:G HRR 
HGOE Æ (G:G XT AREEL GO E.) HTX, U RHENE 
的 下 确 界 不 机 能 较 小 , 从 而 得 mEnE, E | 

定义 ?2-4 设 已 为 有 界 集 ， 当 mE=m*E qd, OE A 
格 可 测 的 ， 简 称 E 为 可 测 的 ， 这 时 E 的 外 测度 或 内 测度 称 为 E 
的 测度 ,3 并 记 成 mE, 

”不 难 验 明 ， 象 开 区 间 . 闭 区 间 , 半 闭 半 开 区 间 等 这 样 一 些 简 单 
的 集 都 是 可 测 的 , 并 且 测 广 与 区 间 长 度 一 歌 ， 特 别 是 , 由 一 点 所 咸 
的 集 是 可 测 的 且 测 度 为 零 、 今 后 还 要 轩 明 , 开 集 . 闭 集 以 及 所 请 波 
备 尔 集 也 都 是 可 测 的 、 但 是 ,不 可 测 集 是 存在 的 , 我 们 将 在 后 而 和 4 
中 给 出 鲍 子 ， 


83. 可 测 集 的 性 质 S o e 


圭一 节 给 出 了 可 测 集 概 念 ， 本 节 讨 论 可 测 集 的 性 质 ， 这 些 性 

质 中 有 的 是 讲 一 个 集 为 可 测 的 充 要 条 件 ， 因 而 也 可 作为 可 测 集 的 

定理 5.1 GEAR E 为 可 届 章 壳 玩 条 件 是 ， 对 任 答 的 eo, 
存在 开 集 COE 与 闭 集 POE, Wf mG Pe, 

证 必要 性 ， 设 号 可 测 ， m*E—mQE, 据 内 ， ,外 测度 的 定 

dil: 


Z, HERH e>0, FERR GDE SWR FCE, 使 
mG«m* E --e/2, mF —m,E—2/2, 
4H m*E-m,E,tk nmG—mF«e, DH FCG, WEM 2.2 04$ 
m(G — F)«e, 

充分 性 。 设 对 任 给 的 e>>0， 存 在 开 集 GDE 5i FCE, 
. C m(C— Pe PEM 2.218 mG—mP«e, X. [B mF«mQ4E«; 
m* ExmG, iX m*E-—mayEse, H ente XE, B mE Sms E, 得 
BW m*tEZmQE, dtm *E—-mQ.E, 这样， E 的 可 测 往 得 证 . 

定理 3.2 (i) UHGEÉSÜGS X-—(0,3& ETM, I E XT 
X BERN SE («BREL 

(ii) d& E, E, HI, E E UE, E NEn E,—E, STN. 
XE E., E: 不 相交 时 , 则 m(E,U E) — mE, M mE; 

iE (i) BRE WW, 18:38 3.1, HEER e>0, FERE 
GDE 5H FCE, gom(G—F)«e WURDE, 我 们 在 
(a, 5). 内 到 两 点 0 bC), EFR C= GU (a, aU (r, b} 
(BARE CG mob ITA E 

m(G,-—- PF)« 2s. 

易 见 EG EAE 多 BE paf, MEF 是 包含 VE HFA X 
BEF- EG =G F, m EF- EG), PEM 317E 
是 可 测 的 . 

(i) Bj E, E; 均 可 测 ， 对 任意 的 £70, 存在 开 集 G HMR 
F, të 

GDEDF, m(G,—F)«e 11,2. 

4G-GUG, F-F,UF. AR G-FC(G,-F)U(G,— 
Fpi mGF). BBEXSEICOONUE)OFBG,Q FA 
BUNT JR SS BIS, DE 3.1 知 E,U E, np ifl, 

当 E, E: PAZ, Puy F. 也 不 相交 , ME 
。 d2e 


mE U E Sm EU FF) : 
—mF 4 mF mG mG .2s 
zmE, mE, 22, 
H e 的 任意 性 ， 有 mODQU EDImE, mE. AEE 
mE U E;)jstmE, mE, 四 此 得  mOEIU Ez) — mE. mE, 
BUS. SEN Ff ES 与 Fi 一 Ez 的 可 测 性 ， 只 须 利用 关系 
A 1M 
E, E,;w(ERB,U E, 
E,— E,—ERTE, 
DEDWBSSHH. — 
定理 2 RRA REE: 是 两 个 可 测 集 ， EE. 
L| mE mE; 
证 据 定 理 3 2 E-E, 是 可 测 的 ， 现 在 E.C HW RAM 
E= (E-E) U Es, 
HK mE,—mn(ES-ESM mE, 显然 , 任何 可 调集 的 测度 是 非 负 的 ， 
EC mEIsmE, 


定理 5.4 (i) 设 E= E, BA E SISTI, 则 五 也 可 测 . 


又 如 果 E, FETH, ME 
mE- mE. 


| Cii) BE- D Es 每 个 E; M) START, AJ E ETA. 
证 G) 首先 假定 EE 等 互 不 各 交 ， ,所 定理 3.2, 对 任意 自然 
Yn, 总 已 是 可 测 的 , 而 且 有 


"(UE J= EB 


aaa ew aT R04 cna te n 


对 于 任意 的 e>0, PAR FoI ELE. 


mFn(U E,)-5 
那么 I BED 
msE2nFn( E) 一 上 一 È mE,—e, ' 
kal h-1 
先 令 zs 一 0 再 令 n—co, 得 $07 
mE mE, e (1) 
另 一 方面 对 每 个 k, 可 作 开 集 GB, [^ nGyEnE, Ee] À, 
REN, $ G= Bc. " 
m* E szmG «ZnG,c EmE re, 
4 50 得 . o 
: mt*E«X mE,. BO 
比较 (1), (2), 知 一 请 EE, 是 可 济 的 ,县 mECÉnE, 


当 EE 等 是 任意 可 油 集 情形 , 由 等 式 
E= EUV (E,— FUSE E,— Ez) U 
U (Er Ere Em) US 
得 到 E BREJE, SUEHS.2 的 《ii)， 知 上 式 右 边 每 一 项 


可 测 ， 于 是 应 用 已 证 明 结 果 ， 彰 知 E= Deum. 


Gi) 根据 第 一 章 定理 1.2， «E-e(fE)- Ü CE E). 


从 而 回 已 证 的 (i), 知 ZE TH, 因而 E 也 可 测 . 
» dd - 


定理 3.4 所 揭示 的 性 质 是 测 庶 的 完全 可 加 性 《(i 的 后 一 部 
分 ) 以 及 可 测 集 关于 可 列 并 、 可 列 交 运 算 的 封 用 性 , REER D 
_ 格 测度 的 最 重要 性 质 . 

由 于 一 点 所 成 的 集 的 测度 为 二, 根据 完全 可 加 人 狂 ,任何 可 列 集 
的 测度 为 零 (参看 $81). 

Misi, MORE 3.4(i) 的 证 明 可 以 看 出 ， 车 到 不 一 定 可 
Wi, 所 证 的 《2) 表现 为 


"(ÜE)«mE, 
kc kal jt 


"ERIS IEN 8:092 T kE, 
psc (a, b) Ji pro 根据 定理 3.2 H 0O WD, E E 
RFE RITI WHE A. 再 据 可 加 性 ， A^ E 或 «E 可 测 时 ， 有 等 式 
mE-A- m E-b—a 
RX. 24 E Spur Hum), 我 们 有 
313.1 dE EC(o b), *EBE AT, JANIRA, -— 


myk t mt E = -b—a, (1) 
WE 对 于 任意 的 67-0, 取 闭 集 F CLE, 使 
mP omk — e, jq (2) 
F XE (o, bithe VF 为 开 集 , 且 VF Ce E, 故 
; m* V Em F—b—a-—mF, - (3) 
于 是 由 (2), (3) 得 l i m E 
mE rm E Escb—a, (4) 
另 一 方面 , 取 开 集 GO€E 使 — 
mG« m" € E-rF e, (5) 


在 必要 时 可 适当 扩大 开 集 .G， 便 官 包含 两 个 小 区 间 (a, a^) 与 Q", 
b), XS a<<e'<b<b， 并 使 不 等 式 (5) 仍 成 立 (起 应 的 只 要 增 大 
s 45. 


{PPH e). XB H--€G-[a, bj- -G, 它 是 财 集 (这 是 目的 
WE) HRAT E.t 
m, E z5mli--b-—a—mG, 
HERSH | IE 
mE-Em*i£ Ez»b ao, MEE 
A eb 48 in Etm Ez26— a, Oh SU) 一 起 表明 (o ar. 
FRE. 
KFR ARH, HT E H FEATH 8X 
. mE Etn R= a, C 
也 成 立 ， 因 而 得 到 ， 
m" € E—m,V E—m*É — mE, 
hse, 关于 基本 区 间 (a， b), RE 与 其 补 集 的 可 测 竹 相同 ， 这 
在 定理 $3. 中 已 提 到 过 了 ,此 外 ,把 (1) 改 写成 
m, E-b—a—m" VE, 
我 们 看 山 , 4E 的 内 测度 可 以 通过 它 的 补 集 的 外 测度 米 定义 . 
"下面 再 给 出 可 测 集 的 另 一 充 要 条 件 . 
定理 5.5 有 界 集 鼎 为 可 测 的 充 要 条 件 是 ， 对 任何 集 AL E 
起 n 
mmt (ANEJ em ANCE) C1) 
pir. 
证 充分 性 ， 设 ECCO b) 并 且 不 芒 假 十 (a, 5) OSEE 
B. XA GB) 由 条 件 (1) 得 
m*E-b—a-gm* gE, ^ 
HIE 3.1, 上 式 右 边 正 是 E MR mË, M n*E-m,E, WB 
ETM, 
- nme, BEE TIN HANNERT Ini 8 l 
m Accm* CA(] E) -m" CAD V E). (2) 
* 4686 = 


另 一 方面 ,对 任意 的 8>>0, 据 外 测度 定义 ,存在 开 集 GDA, 使 
m" Am — &, (3) 

这 时 G(|E-LAÀA[QE,GI)|€EJSA[VE, t : 

mCAN ESmGNE), m" CAD € E) mG (1 E), 
不 难看 出 , 开 集 是 可 测 的 (参阅 定理 3.6 证 明 以 后 的 说 盟 ), 且 据 定 
理 3.4 有 

m(G [1 E) 3o-mQ (| € E) e miG n (EU E) 一 aaG， 
BAEBGGS i 一 
m* A7» mQS []E)H-m(G (1 E) — e, 

>m GL E) m GLOVE)—2, ] 
4 se 一 0 即 得 | 
m* Am (AN Em CAD E), ` 
把 此 式 与 (2) 联合 便 得 CL). | 

定理 5.6 (i) WAE) T T Co, b) 中 的 渐 张 可 测 集 列 ， 


B ECE, 则 万 一 站 已 是 可 测 的 。 县 mH mE 
Gi) E (E) 是 基本 集 Ca b) 中 渐 编 可 测 集 列 , 即 


EDE; D, M E= E, 是 可 测 的 ， 且 mE=lim mE, 


证 (0 E-ÜE 的 可 测 性 是 显然 的 。 注意 到 EMT 


E= =F, U(E:— E)QU- „UCE: — Em) U e, 
其 中 右边 各 项 五 不 相交 ， 许 用 定理 3.4, 即 得 


mE—mE, HÉRGS- Beo ^ 


-mE, E (mE,— mE )= lim mE, 


对 于 GD, 只 须 注 意 到 “(i 已 )- Ü (EE), 再 应 用 O 


PETH 

至 此 ， Ram aac NANT. 我 们 指出 , 其 中 比 
较量 村 的 是 关于 差 捍 的 可 测 性 , 测度 的 完全 柯 加 性 与 单调 性 .或 者 
说 , 可 测 集 关于 差 集 与 可 列 并 的 运算 是 封闭 的 ， 实际 上 , 一 切 可 济 
集 所 成 的 次 构 成 一 个 入药 吕 环 ， 由 此 还 推出 ， 可 测 集 关 于 可 列 交 
运算 也 是 封闭 的 。 这 样 ， 在 可 测 集美 中 进行 运算 是 相当 方便 
的 . 

读者 可 以 回顾 一 下 ， 我 们 正 基 遵循 由 简单 到 复杂 的 思想 来 讨 
dem HERI, 即 由 开 集 的 测度 到 可 测 集 , 由 开 集 的 完全 可 加 性 到 可 测 
集 的 完全 可 加 性 , 等 等 ， 先 解决 特殊 的 问题 , 青 解 决 一 般 的 问题 . 
但是, 我 们 应 当 思考 一 下 , 开 集 . 闭 集 等 是 否 可 测 。 如 果 可 测 , 它们 
的 测度 与 作为 出 发 点 规定 的 测 雇 共 否 一 致 下面 说 明 ， ERRE 
定 的 . 

先 看 开 区 间 了 一 (o, b) 的 情形 .了 BIRREA, 已 的 一 个 
开 集 (只 会 一 个 构成 区 间 ), 故 m* Eton? —5—a, 但 数 集 

(0 inG:G AFRA GDI} 

中 有 数 ml， 因 而 ml 即 为 这 数 集 的 下 确 界 ， 这样， mt I=b—a. 
一 六 面 , [ó-Fe/2, b—e/2] (o«te«cb—a) DAFI pipa, E 
的 测度 显然 为 8 一 go 一 e， 其 上 确 界 汶 b—a, W m,I—5—a, e 
据 可 测 集 的 定义 , I—(a, 65). 可 测 且 测度 为 6 一 a, 与 我 们 开始 时 规 
定 的 相 一 致 ， 并 且 测 度 记号 mI4h:eTmHO,  BREROTABUIAURON 
有 限 个 或 可 烈 个 开 区 呵 的 并 , 据 定理 3.4, CETAK. RRF 
集 的 站 移 表 示 ， 它 的 测度 也 与 原来 规定 的 衫 一 致 ， 由 此 据 定 理 
3.2, 证 集 是 可 测 的 ， 它 的 测度 也 与 原来 规定 的 相 一 致 、 在 这 里 我 
- 们 指出 重要 的 一 类 集 , 它 以 开 集 , 困 集 为 对 象 ， 作 至 多 可 列 次 或 并 
tige 


或 交 的 运算 ,所 得 的 集 统称 注 雪 尔 (E. Borel) Æ (80 RRRA RR 
AEL. 24, 一 切 波 雷 尔 集 基 可 测 的 特别 ， 波 雷 矢 集中 有 这 . 
样 的 集 是 值得 注意 的 , 一 是 可 未 为 可 列 个 开 集 的 交 , 称 为 C. 集 ; 另 
一 是 可 者 为 可 列 个 闭 集 的 并 ， 称 为 忆 。 全. 它们 可 以 用 来 构造 人 
音 可 测 集 的 测度 . 

定理 35.7 RE ETARE, 则 存在 G 集 4m FQAUD, XE 
E ADEDE A mE=mA=mB. 

证 RETN, HomE-—ntE, FERMARE XS 


nEN, 在 在 开 集 列 GDE, B mG.«mE-E1/n, $ A= fic. yu 


AGEAGIEBPROR. 其 实 ,. 4 UHNOU Gelb HORE rE N, -A 
ECACG, W oximd— mE imG,—mE«1/n, & n> 即 得 
má-—mE, | BED 
同样 , 从 mE— m,E HA RARE 对 每 个 8E 因 ,存在 
HE FCE, mF, >mE— Vs, 令 B-ÜF. RE BAT E 


f Fe H mB—mE, 
定理 3.7 告诉 我 们 , 可 测 集 E 是 与 菜 个 Gs 792 29 
仅 相 差 一 个 零 测度 的 集 ， 由 于 其 逆 也 成 立 ， 这 样 我 们 就 获得 了 可 
MEn Eh JOE 3.7 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 当 忆 不 可 油 
Bj, 则 所 作出 的 集 A 与 5 满足 关系 
mA=m"E, mB-—m,E, 


84. 关于 测度 的 几 点 评注 


. 无 界 集 的 测度 | 
PLE PIERNA EI, LAB de UP ope 
无界 可 测 条 、 设 E 是 一 总 无 异 集 , 如 果 它 与 任何 开 区 间 的 交 是 可 


= d9 - 


Mir, 就 称 E 为 可 济 的 , 它 的 测度 定义 为 
lim miima aj NE} : 


TU mE 表示 E 的 测度 ， 当 E 可 测 时 , 这 个 极限 恒 存 在 , 但 m 吕 
可 能 为 有 限 也 可 能 为 无 穷 大 (丙种 情形 均 认 为 极限 存在 )， 这 与 有 
界 集 情形 不 一 样 ， 当 E 为 有 界 可 测 集 时 ， 此 限 限 条 与 定义 的 
测度 相 一 致 . 

无 界 可 测 集 与 有 界 可 测 集 有 完全 类 似 的 性 质 ， 例 如 ， 我 们 来 
证 明 下 列 命 古 。 
设 {E}, ERN 黑 可 测 集 列 (有 界 或 无 界 )， 则 它 的 并 六 


E= Ü E ATAN: XE E, PETAL, M mE- IE, 
证 GHOPEMIGN O mE 
 Efni-Daunn. 
WESTIN, B 区 .站 可 测 且 它们 都 是 含 于 开 内 的 有 界 集 ， 从 
而 据 有 界 可 济 集 的 性 质 , 并 集 D END 可 测 ， 这 样 , E ETN 


89, E, 等 互 不 相交 时 , 可 取 上 面 的 1 一 14=[ 一 a, a](a>>0), 则 
ENI 等 也 互 不 相交 , 据 有 办 可 测 集 的 完全 可 加 性 , 得- 


mE a! IL) =E mEn Ið, 
4 aco fl 
mE YmE, 


自然 ， 这 个 等 式 可 能 是 co oo T8JE. 只 有 当 右边 正 项 级 数 收 全 
PL E FARRE 
在 这 让 证 明 中 , 我 们 看 就 AJUBRONU GREATER 


^ 50 。 


测 集 性 质 揭发 展 ， 而 证 曙 方 法 也 只 是 多 其 一 遵 极 最 手续 而 已 ， 一 
些 其 它 的 性 质 也 极为 类 似 ， 由 于 本 质 盖 别 不 大 ， 故 全 部 略 去 . 

2. 多 维 空间 点 集 的 测度 

对 于 多 维 空间 中 点 集 ，. 同 样 可 以 建立 勒 贝 格 测 度 理论 ， 在 处 
理 方法 上 本 质 相同 ， 只 是 在 细节 上 有 所 差异 ， 多 维 情形 显得 复 休 
些 ， 例 如 ,在 一 维 情形 , 开 了 集 的 构造 比较 简单 ， 可 以 利用 它 的 结 梅 
用 示 来 定义 测度 ， 而 在 二 维 情 形 ; 就 要 利用 第 一 章 的 定理 4.2.48. 
锯 这 条 定理 ， 平 面 上 有 界 开 集 被 天 成 可 列 个 两 两 无 公共 内 点 芍 半 
闭 正 方形 的 并 ，G= UT. 4 mI, SER I, 的 面积， 我 们 定义 人 的 
UG 度 为 所 有 ml, 的 和 , BP l 

mG= Emi, 

并 旦 可 以 证 明 G 的 测度 与 所 述 玫 未 法 无 关 ， 定义 了 开 集 测度 以 
后 ,可 以 与 一 维 情形 类 似 , 逐步 引进 闭 集 药 测 度 , 任意 有 界 集 的 外 . 
内 测度 以 及 可 测 集 的 定义 等 ， 无 界 集 情 形 也 可 以 仿照 第 1 段 那 样 
处 理 ， 读 者 如 有 兴趣 ,可 作为 练习 去 做 . | 

3. PT NE 

PE RAPERE ER ECKE RI HUE, Bir BLAN SE [B] etr 
不 可 测 集 存在 ? 这 里 我 们 将 引进 一 个 不 可 测 集 的 例 ， 它 是 依赖 于 
策 货 罗 选 择 公理 而 作出 的 ， 鞭 它 类 型 的 例子 至 今 来 见 . EAM 
E, 一直 有 人 不 承认 不 可 测 集 的 存在 . 

考察 集 的 平移 变换 CIEE A EZR EP 对 于 
XEE, $ T, 为 平移 变换 , Tixoxthobe 

ToE- (Taxix€ Ey, 
FERE Wh PTR 显然 ， 设 = (a, B), Ri TE (a 二 名 
Bh), Erg E 的 1 h XE AE REOS RUP DEHUTUE, m(T,E)—mE.pin 
£550, 34 ERRE G WE, ZU mCT.G) mG, SERIE RO RE X 
容易 推出 , 对 于 任意 点 集 E, TË 的 外 测度 保持 不 变 , 从 而 当 En 
. 51» 


测 时 ， i sucre mE, AERA AEN RT ^ 
度 关 于 和 平 务 的 不 变性 、 宅 在 下 而 的 讨 论 中 又 上 用 到 
引 理 4.1 RER- aM, 在 有 下 的 测度 ,， 数 ME oce 
一 1, 那么 , 存在 开 区 间 7, mnl ENI >am. 
证 RIMESSE X, FE-REGDE, 使 
. mE pami, . : 
"T — G= Je f. 等 为 二 不 相交 的 开 区 间 ， 那么 必 


有 某 个 一 可 以 看 为 引 理 中 的 .其实 MERA, 对 每 个 6E Ni 有 
m(fnh)«amh, 则 由 等 式 | | 
mE-m(EnG)-miU Gn Lyr Em(E nn) 


WE O . s MERC 
Urs mE «Yuan mam, 

这 同 CARERE. cmo T 
5]: 4.2. i& E SEWEK, & AUD y: x € Ey, B 

ACE) 包含 一 个 与 原点 对 黎 的 开 区 间 J. ü 
证 ERBIA, Mengem 使 | 


4 dmi /2,mEU2), 则 J pron | I 
RR ÈRES, 用 an T AURA AMI PE WA 


Don 


有 
CnDUCEQnDEZCIUG 2) 


注意 到 mU z))Eml l2 mL 便 有 
| mQDnDUGERD2)« nl, v 
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Set. E 5 END + H. 因 若 不 然 的 话 , 将 有 
mi(E(n DUQEnD-zi 
cm DD-EmRQEDI) +2) 


2m E f Dni, 


在 这 里 利用 了 测度 的 平移 不 变性 ， 这 与 上 述 结 果 相 矛盾 ， 于 是 可 
取 一 点 xE(EQDNCUENI)+z)、 AMEE HE ux 
»tz 的 形式 ， 这 里 yE 互 ， 这 样 就 有 
z=x— 3. x,p€E, 

即 zEACLE)， 由 于 z 是 站 中 任意 的 点 , 故 JCA(E). . 

定理 4.1 —HCROTAPIUS PERS. 

证 d GODS CRHLDRUH QHR PHA 22, ¥ 
x— 5€Q HAA x y 属于 辐 一 等 价 类 .这样 , 民 被 入 成 等 价 类 ,， 
并 县 每 两 个 不 同等 价 类 互 不 相交 ， 其 实 ， 设 EL E, Emt 
类 ， 如果 有 公共 元 zE 已 -站 五 ， 则 x—y—xs—cti—€G TX 
Hwe EE, WB E, E, =, FA. IE, WAREM 
5.6, 从 每 个 等 价 类 中 到 一 点 构 威 一 集 “ (RERERUR IER SUROR 
PAEA), WA, E EREI ND 

为 了 证 明 E 的 不 可 测 性 ， 首先 注意 A(E)m ix— yix, y€ E} 
显然 包容 原点 , 且 除 原点 外 没有 其 它 有 理 点 , 因而 它 不 党 有 对 称 的 
开 区 间 ， 据 引 理 4.2, 车 五 可 测 的 请, 将 有 mE-—0, GU, 设 a 
a, & OHERA R RETI AS Wd Ecdxx—efa, e€ E) 
(121,2) H-ZRfHGE. HATRI, We e€Efera- 
es 十 bz WA eenma €, Mili ei—6;—0 2E eme, 由 此 
推出 gj 一 as， 矛盾 ， 另 一 方面 ， 愉 中 任 一 点 x 必 属于 这 些 等 价 类 
中 之 一 , Bil Rp A x—e--co, eC E, sét, Hit, 40B R 
ia), E.—ix:x—e-ca, e€ E) nC€N, 则 据 测 诬 的 平移 不 变性 ， 

à B8 5 


E mE, =mE=0, MRR R-E RAR, n ERE, —0, 


这 是 不 可 能 的 ， 因 而 , E 的 不 可 测 性 得 到 证 明 . 
由 上 述 等 价 类 的 作法 , 假 让 由 每 个 等 价 类 中 取 属 于 [o, 1) 中 一 
点 构成 一 & E. RUE ROS TESRTBIS. l 


85. 环 与 环 上 定义 的 济 庆 


从 林地 开 始 我 们 将 介绍 池 象 测度 的 基本 知 当 ， 泪 者 有 了 外 中 
惑 贝 格 测度 的 模型 ， 进 一 步 学 习 抽 象 钢 度 是 不 太 困 难 的 . 抽 乏 测 
宕 对 子 进一步 学 习 现 代 分 析 是 开 珂 续 冰 的 ， 它 概括 了 测 麻 隐 最 一 
般 特 征 , TITRE CAE PARKIE A RE, EA EE, 本 
背 讲 环 与 环 上 测度 ， 以 后 再 讲 抽象 外 测度 与 可 测 集 以 及 广 六 测度 
的 较 深 入 的 性 质 ， 对 于 严 求 不 其 高 的 读者 ， 初 学 时 可 以 略 去 这 一 
部 分 而 直接 进入 第 三 章 ， ; 

RXO 设 AEA A N JCUENEURI AR. 
如 果 下 列 条 件 满足 ， 

(D BE A Bec HUE .A-BCS, 

(i) BA BECA Ir AUPE d, 

则 多 OH tU, LT 302 5 80272. - 


Gi) BA, Aa em WE em nx d. 


Gi), RJ 269570 8E $9 o 355 或 简称 为 0 环 . 车 环 ick X 
自身 , 则 称 圾 为 代数 ， NC 0 代数 是 指 合 有 X BB e*t. 

[TS pq 申 子 集 的 类 ， 包含 类 类 8 的 一 切 环 的 交 记 为 a, 
ERBE 如 的 最 小 环 ， did 由 é 4i. HEER o 环 可 类 
似 地 定义 。 . oo d a 0, j| EM 
c2 64 n 


| II [0,1] 中 的 一 切 可 测 集 构成 环 , 也 是 o 环 , 并 且 还 是 代 
3, o 代数 ，[0, 1] HP AU— WIDE SER RIT, 因为 (i) 不 成 立 . 

$12. 互 中 一 切 子 集 所 成 的 类 是 o 环 也 是 c 代数 ， 因 而 包 
TA 多 的 环 是 存在 的 , 故 定义 中 所 述 的 HO 有 意义 . 

H3 为 了 给 出 网 中 常 昂 的 环 的 例子 ， 考 察 尾 意 半 闭 区 间 ， 
[e 8), 3k Hi, — eoa Beo. 任何 两 个 半 闭 区 间 的 差 可 能 是 空 
jk 已， 也 可 能 是 两 个 互 不 相交 的 半 闭 区 间 的 并 ， 

[as Bi) U [as BaD Bias. 

kA BSE DE DX [RET. B ERUSUIS Hei 38 5t EE 
有 限 个 半 闲 区 间 的 并 ， 自 此 可 以 看 出 , R 的 子 类 


(a, BD :es f; € FR, n€ N} 


满足 环 的 条 件 (i) 与 Gi), 因而 构成 一 个 环 . 

为 了 看 出 最 小 环 的 某 种 特性 , 我 们 证 明 | 

定理 5.1 由 类 人 产生 的 环 级 (6 macie com 
和 根 个 元 的 并 中 ， 由 了 产生 的 o 环 焉 (CEJ 中 征 个 元 均 含 于 5 的 某 
可 列 个 元 的 井中 . 

证 只 证 定理 的 前 半 部 分 ， 后 半 部 分 完全 类 似 、 考 察 类 


一 {4: ACX, HEE, un E EL, nC, B AC EL, 
BUE, Je 中 任意 有 限 个 元 的 并 的 子 集 所 成 的 闫 ， 我 们 证 明 
FHS, , l 

KE RA AEF, BAR ACEO, Ac Ero. 
其 中 EQO,ESUCA,,—1,-,5, j—1, m, dX 

aM ae )u(oo) a ncs 
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这 表明 , AUA, d — oh HAFT LED 多 为 环 , HS REGE 
多 自身 ,既然 S) BU EBRD, 放 ACF, EHE. 
在 有 定 亚 3.86 中 ， 我 们 已 讲 过 渐 张 序 列 与 新 缩 序 列 概念 , 现 
在 引进 单调 类 的 定义 . 

定义 5.2 设 -6 为 二 的 子 集 所 成 的 类 .水 其 中 渐 张 序列 的 
并 与 浙 综 序列 的 交 均 属于 A ER Lp GERA 

我 们 已 经 知道 , Ca, 5) 中 的 可 测 集 类 是 单调 美 (定理 3.6). 一 


般 地 ， 每 个 o 环 都 基 单 调 类 《注意 关系 站 A4 一 全 一 (4 一 如) 
另 一 方面 ， 一 个 环 如 果 是 单调 类 ， 也 一 定 是 0 环 ， 这 些 简单 结论 


， 很 窒 易 从 定义 推 出 来 . 


与 环 的 销 形 类 似 , 称 包含 类 的 最 小 单调 类 为 由 名 产生 的 音 
MA, 并 记 成 MIC). 

定理 5.2 Bu X 的 于 集 所 成 更 环 ， 则 由 e EN H 
Wie AA) 与 由 上 产生 的 0 A)R, D) - 9,00). 

”证 OW AL) 是 o 环 ， 它 是 单调 奖 ，-C (人 是 最 小 单词 类 

BA (P) | GP). 

另 一 方面 , 为 证 相反 的 包括 式 , 只 须 证 明 -b 一 -Ai ) 为 od 
可 .为 此 , 作 类 

EAD=1B:A—B, B— A, AUBEL}. 

WA, d BEHA), Vl AC ACE). 98, BAES Wl 26002. 
这 是 因为 , 对 于 任何 号 ip, ASA, A-B, B-A, AUB 均 属 于 
人 从 而 均 属于 - 友 故 BECA), Bit xC4)26. | 
(00 TREI AO 是 单调 类 ， 例 如 , 限于 考察 (40) 中 渐 张 序 
列 ABa} mE 的 的 情形 ， 令 B—UB. HT 


A— B, B,— A, B.U AC .d, n€HN, 


且 它 们 都 是 单调 列 ( 第 一 个 为 浙 缩 列 , 其 余 为 渐 张 列 )》 从 而 据 .C 为 


* $6 -* 


— 


HHA, 4— B— NA- B2, B— d= UB, -4. BUJAS Ù 
(B, U 4) BR T AM jdn seo. p. AA) 3o gos 
Es - 


A DIL 
最 后 , RANER AH o. Wk AL BEM ERE "13 
面 所 证 , (C) 4, JT AG X (CD; lit CR XA), B Ge i 
1&5. METALA). TE Gr 0 RES ALA), EAKAD.. 
3X FR, REAA), WAR, Pa, AUB PUR A. ECL. JS 
TB. 前 面 忆 经 指出 十， ASEARA UR c 2 SIG zB. 
cA. EHSHAE | 2 0. m | 
i sI, MARAR AS, "Pu (n. " 
证 据 定 更 5.2, dome EHE AS. AS ME)= 
4. .. En 
. EE 82 eR THAMKA. KARSA RAM 
-一 集 通 数 与 有 关 概 念 。 ] mM 
XX53 &XOSXGEA, mb 天 的 子 集 的 闫 。 Gendekt 
2 px ou e EAM XX rito oi Bip s OT 
EER, RESO, T a HAA EpEpto EGA Zo 
i EE P] 中 四 不 相交 的 序列 EI, nEN, 其 并 us 
S 


tg | 
TT 


uH sanane T». j. «PRA BORRES Ro "M 
环 或 9 环 的 情形 ， 这 时 ， NH LELNE a A 
(QD adim o. 
(Gi) s Æ o nimi 


LI 57 Lu 


GH) ug -0; 

WIR a HEOR o SDA E B A. SUARUM a UA AR Gi). 
Gii), 而 G) REWE, WIka 为 广义 测度 . 

例 4 设 绚 是 由 整数 集 的 一 切 子 集 所 成 的 o 环 ， 对 吾 E 多 
HE heu m, UMOR AS OR nr uE— 2g EYERE. 
令 pE =09; 要 规定 aio, 容易 验 明 (7G) RE, a HW 
A. 

NU DONIS R PRENNE UNT. Wade 
为 有 界 时 ; 测度 是 有 限 的 ; o | 
| Me mennaan EÈ ESBE STEDINA S OLMAS 

PRÈND Cara- RR S IURE CREAR RF, 往 入 直接 
从 条 件 Gy Gi) 出 发， TEAR D RERO ERI RED NU B 
. 论 . E t. S Hd SX] 
TEMS. BRAUN A Enan METIER: 1 
G) WWIE g E, EER, ECE, W pE KaEn C77 
^ J pA. dm EE A, EN WERE. A 


Ti it Hi, x Ec EcUE. MESHE, "E 
Gi) RUF. 9 PERIE €; TE EJ -elismuE,; 
x rae (E, Lac, & uE <o, add ror clima, 


我 们 不 去 给 出 详细 的 证 明 ， 只 作用 点 演 记 ， 单调 性 由 有 限 可 


加 性 推出 (参看 定理 3.3)， 半 可 加 性 由 g 可 加 给 与 单调 性 推出 
(参看 定理 3.4 证 明 中 OR). 至 于 Gu) 的 部 闪 部 分 , 可 依 下 列 
办 法 利用 ”可 加 性 得 出 ， | 


n jr )-4(]; (E -ee 


* 3 


inp Etim EES 
| —limuE, mu . ay urs 
其 中 约定 Ev, 并且 避免 利用 等 区 AE- EnD hE uE 
所 引起 的 oo 一 oo 问题 . 
至 于 (iii) 的 后 半 部 分 , 我 们 应 先 沸 出 交集 aem. 对 每 


4 n€, E. EEA, Am To -EJEA ET 3 BE 一 
E — U(E E) | 

知 DE.C d. RREI EEN CÑ 应 用 Gii) 的 前 半 

部 分 结论 , INTERESES RR (参看 定理 3.6(it) 的 证 明 )、 


AeME OCC 


$86. 6 环 上 外 测度 : ET 测度 的 扩张 


| 上 一 节 我 们 初步 讨论 了 环 上 的 调度 . AS HE Se o 3 
TANWEER. "ol SL WNAE EARE LRRD 
问题 .最 后 给 出 几 个 其 体例 子 . 

定义 6.1 设 区 为 基本 集 , 统 , 为 自 万 DPTARBURÉS o Sf. 
ARENE 多 ,上 的 集 函 数 ， 如 果 下 列 三 条 御 满足 ， Do 

G) AEZO (EER) Ad 0 — — 


GD (UE. )« E AEG. € Re): 


Gi) # ECE, M AEAEE, E; E;€ RÓ; WAR AM 
Z 上 的 外 测度 .特别 当 多 。 为 由 天 的 一 切 子 集 所 成 的 o 环 时 ， id 
pen A 六 -上 的 外 测度 ; 

我 们 看 出 , 这 种 抽象 外 测度 是 勒 员 糙 外 测 座 的 推广 ， 由 55 定 
理 5.1 知道 , 由 类 8 产生 的 o 环 AE) 中 千 个 元 都 依 在 PIE 


a 58 - 


可 列 个 元 的 并 中 ,， 这 使 我 们 联想 到 ， 虹 否 能 从 环 上 的 一 个 测度 4 
出 发 ， 引 进 适 当 的 外 测度 ? 这 同 由 开 集 测度 引进 秽 贝 格外 测度 的 
想法 类 似 . 虽然 所 有 开 集 的 类 并 不 构成 一 个 环 ， 

ox éd X 的 于 集 所 成 的 环 ,jy Ae EWE, 考察 类 


S(£)-(Q(E:ECX, ECA 4 i 

Apa s. 1 的 证 明 中 ， 知道 PE) 是 c E3 并 且 述 容易 直击 ， 当 
FER o 代数 时 ， 它 必 是 由 A 的 一 切 子 入 所 构成 的 类 . 现在 
对 于 每 个 EEFE) $ { 

go a, a n PRA. I o0 


NC 
这 里 下 确 界 到 过 A 中 一切 这 样 的 序列 4: Da. 2E, ETT p 


c 55 9 ^ adit —-9 nut Hc eo euo E, CIS aE 
0(EE HIE)) 是 显然 的 ， RH ag- 0 Zo UE Ta Ø= 0. 这样 ， 
EOY. TAREN, qi diu ERRARE 
Tb GD. MRITHI WEN A a*E E oo, ELLA 3 
设 Eum, nC, IER 622 Tae RÈN Do 


A EB, T m EU ar. ec aum u 
有 DAU BE 
MH. PES 2 nA c ut Eye) Bene. - 


p 2—0 得 os 下 了 即 p pure GD AE. 


u* TR SX) EHE, RH Et + ier. R 
Ew RA C i ʻi 
=- B0 * 


Smg. BD) SRI LU WUR A E] ECER. 


u*tE= aE. 
E BECS BRAN ESHE. SAMRAS, rEN, 
Ls Ec) 4. A Bs hads sA, B =A A 


PERS UA UB. ma Ha ius 


&E-aCER QA) m a(E0 (Y B)) Ép (BAB), 
从 而 据 测度 的 单调 性 与 o 可 加 性 , 得 i 
uE<Ë uB ana. U m 


NCFWULBUS Ein uA mptE, XR. RENT E= 


Pa 


人 (让 om 
”有 了 外 测度 J 之 后 ， — ——. 
《不 几 户 测 度 ， 参看 S3 定理 3,5). .现在 就 放 进 下 面 一 般 的 
E 定义 6.2 VETIS MAS I LA T EE TT 可 
测 的 , 如 果 对 一 切 ACA. EET 
AAMUN E) AA E); uoa oyo (10) 
我 们 对 上 述 等 式 作 一 点 解释 ， THR E ARR BI 4. 
” 布 ,能 将 任意 集 .4 ARER EISE AE XE A= E, 使 关 
于 这 种 分 解 , 可 加 性 对 4 是 成 立 的 , , 
现在 把 一 切 4 ARR A, 关于 它 的 结构 ， 可 以 断言 A. 
是 一 个 c 环 ， 并 且 限 制 在 ME AIRA BE. ATEM, 先 建立 
下 列 引 理 . 
引 理 6.2 i 1X o RR mmo T À 绚 出 的 一 切 
A 可 测 集 (参看 (1)) . 妈 构成 一 个 环 ， 


(3t E, FEM, Age sU Pe, EPE Heu 
ditta 4e a. 有 n 
Ads ALAN CEU P))UEACA- CEU F)) 07 (2) 


AA-AMAQ(QE-—F)XACA-(E-F) +: (9) 
成 立 ， 为 此 我 们 将 4 ADGSOVUH RR MUEBDECRMBES) 2070007 
A-4040 AUAM, 
ET fe. o’ a -= 
AL ACERO PF). 
Am AQ CE—F), 
Aa AD (P E), 
A=A-(EUF). | 
C RA ER AWN, RARO PE 
- RA, ERRE A, E, LU AU As, 
Wa 引 理 5.2 正明 示意 E A. ASU A, B B BR 


Ade ACALU MD HK AGAS A TS 00 os (0 
B AA U Aa U A5) CASU Aa) AS, - ooa = 0 
ALA U U h= A4, HALAU A). (2095 
xH F 为 A 可 测 ,依次 令 (1) 中 二 集 ， 杞 4 为 F, AU A. È 与 
F, 4l 得 : QUO. * 
ALU ADAM Hidan o 8.000 D 


AA UA m ARAM c HEEL . ^5 £8) 
联合 (人 )， (8), (5) 得 | 
AA ACA, UAUA) - A4, 
这 就 是 (2)， 联 合 (4)， CT), (6) 得 EE 
0007 53. AAFAA A UAGSUMO. oo 07 
这 就 是 (3)， S a 
+ 62 * l 


于 是 -4 关于 关 与 有 限 并 运算 是 过 闭 的 ,因而 构成 一 个 环 ， 避 
再 得 证 . E 
定理 6.1 WAXcH 2, 上 的 外 测度 , 4 R i AUN 
药 类 ， 则 有 | o 
G) 4 39 c Sf, 
(0 GD 设 1E.},wEN 3 LUE REIS IERU, 它 的 并 是 E. M 
对 任何 AC JN 


An E)- EAANE). 


Gii) 4 限制 于 AEN. mE 
EI 引 理 中 已 证 明 RR, 人 而 只 须 证 盟 ， 当 EC, 
a€N 时 ,有 E— UP M, PHR 人 
药 半 可 加 性 ,有 ag " 
MAC E) ACIUV EY: (1) 
TEERAA, NS t ts 
EE, 可 测 ，E; E:— D, og 36.2 (1) 中 的 A, E A 588 


OC 


ANEU E, Eid o cos oo! E DS 
AGDnGAUE2 uo ouo ge s 
=A(AN (EU ED NE, HANELU EN GE) 
=AANED HANE, U 
FEIER URA E, 4 
ACAD CE U ^ U E) mE 
—(AQRE)RACAQED-bRACAQOED, © (2) 
4 P OE, WAREM, WE o2Q)mit A Ej A PeF 
注意 到 1 RARE, TE 0 0 0 5 7 3 
RASMA FO PAANEE g 


la 0:PMAGÁFOTAGCHYE) Coo 002 0 Q) 
利用 (2), 由 上 式 得 eus 
then] u^ 


vn Gaia (ÉQ4-A(AR € E), 
4 noo, ERRIA 
OAAPEAOMEOYAADeE. Coo (9 
再 根据 A DERE, ACAD DEANE), lk s 
ASAAN E) HACAQ E), (5) 
(GO RACES A I EUR xe FAiHE, 
D 福 证 . 
"GG 根据 4 sess ipii ara ED 
AEÉAG EDHAANEE) wait 
ACAD VIAE) a Fe s 
Bao ao u o A AG A . 
4144ANE)+ A B). 20i o YE) 
A Es ANE RAF ALB Ea | 
AANE)= XAR EQ 
(ii) 在 (6) 中 取 A=E d 
AE = EAE, | Qc 04 . 
AEN A RE LEN o UE, Ig A OL OR A SN 
度 ， 定 理 证 完 . 
定义 6.3 设 在 环 上 给 定 一 个 测度 TR Prio Sih 
任 —o X, BEE R: LUWE 所 EYG AEP A= 
«84 


nA 则 称 eL E M AIRE 

对 于 环 S ERRE a, RRDA HRR LEXAN 
E, 至 少 要 将 4 扩张 到 由 如 产生 的 o 环 名.(@ ) 上 ， 一 种 办 法 是 
这 样 , 对 任意 元 AERLE), 据 定理 5:1, PERN LC ILS CR, 


使 ”44.， 这 时 , 由 于 每 个 4. 有 意义 ， 人 们 自然 想到 内 下 
ina 党 pA (A4 ED, nEw) 


EA A 的 一 种 “测度 "， 可 蚌 ， 这 种 “ 测 座 "的 定 陆 定义 域 扩 大 了 ， 
它 不 限定 于 多 .(g ) 上 ,而 可 能 超出 加。 (4) 5. 这 时 记述 "iij 
唐 : 在 它 的 实际 定义 城 上 苦 只 是 外 测度 而 未 必 是 测度 (c 可 加 性 一 
磐 不 成 立 ! )， 因 此 必须 缩小 它 的 实 肘 定义 域 而 沿 到 一 个 和 汪 湛 区 工 
来 , fir b e -4 D GE AOB  RREUEE. EM CER EM. 
这 样 的 子 类 V EFEK, B AE o B. TENE AEA 
GEH 6.2), 45 2,(0 ). MBER Ak XUSEU SER SD GET 
还 是 唯一 的 (定理 6.3), 

定理 6.2 Uu NER 上 的 测度 ， AL at CETTE 
| 6.2 fj (1). 到 关系 号 ALARTE, Ban EALE 
HARHA AE O C 二 OU r 

E A REE EEA 00s gon 


设 EE€8 AE HE YF 是 任意 指定 的 正副 EEN at tiber 


期 性 ,有 - Dl DU Ign 7 xousce 6e 
st Aa CARE) e CAE), z 
Edi — LET HERI eo aes PIE 
n'Aemua* (AREJA ANE) ~ + 
Bp EC. .?) ut Aoc 时 这 个 不 等 式 显 然 正 确 ; WE u Aoo 
。65 .… 


于 是 据 外 测度 u^ 的 定义 , E PREFERI AL nCN, WR 
4 U4 B ÉnA ute, BOT AnECUG. NE), * l 
E CARE) Xn ANE),. 


FIER, 200. uu NE . Ys 
u* CA(V E) E uCA TT E). 


利用 上 在 红 上 的 可 加 性 ， 
PASEAN EY aC) TEJ,” 
国 而 得 . 。 . 
a* CAT) PH (AD E) exi. "M 


第 二 步 , ERA FCU, TEE SERE 6.1, 4 c BUS RA 
IR o RAAE), EARE., XXE EPRA 
BEIB. ET ut E 地 (小 ) 上 的 限制 是 PP RNI 
理 8 .上 的 还 明 中 已 证 实 过 了 . 

定义 6.4 PAER, n He pm. dores aca, 


存在 集 列 An Aa …E AL 使 AC AL Fdo. SCR, M 


4 为 民有 限 的 ， : c 
£3 6.5 i SAIR, pp: 为 由 了 产生 的 口琴 RAE EB. 
WIE WE uuCD-uo OT 464), HB us uo 限制 在 
， 环 世上 均 是 0 有 限 的 、 那 必 , ZEER NOLATEE S342 
测度 到 c RF, (5) 上 的 扩张 县 只 一 的 《假定 测度 在 上 是 og 有 
RS. 
还 第 一 步 . ARCA, i o ALS ENTERO IR 
这 时 , UE o. 表示 Ao Pr UH E uim uod 的 元 mue, 那 
ZB l k 


t- 8S » 


d Ca CU, 
0 WARE SUPR, BU CC BEN 2, ü £ 产生 
的 单调 类 与 由 6 产生 的 o 环 站 等 ,而 .为 包含 E DE OE] 
ACA. Wboy Y WOW] LC er, 只 须 证 明 -为 单调 类 即 可 . 


设 L4), nEN 为 a 中 渐 张 列 ，4= DA, 那么 由 测 度 的 定 
义 可 知 | 
(Alimp( dA), g— zs 


但 因 AES, n€N, B pim uius 从 而 
mA= limp d,— limus 4, — pA, old 


于 是 4E WU OL, n€8 X emm A= A4 由 


hA n ce, "EN, mh, 
B G6 A, PEN DAKAN EI Dea- 4)= AA, 于 是 
i Caig ci 

EL 
| “RCA 一 -= ACA — E. P RRS EEE A 

从 而 得 n4 n2A. RRR AE ar, RR a 
| 第 二 步 。 考察 一 般 情形 。 设 AER RIES dm uil 
HTE ue WHE d EERE APE Pep B3 


UJ. nEn, AA aco ne NL 2 henri 
- j s En . hin TN a - . PIE T: Uo on 
B A DMEM RE A n € 8D, BU, NAD 


ZI . . S Se: -TE 7 
Hima NN A =A, t=, | Q) 
yo o d E m codbb EO S a. 
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如 能 证 明 

uA OA) us CAT, JEN,“ ^ 09 (2) 

LETTORI Uh 
I ademit OA LAT Hm AUD EmA 


BIGETSORMUE, FEKE., Wam S 
"uu AL) uA. oo,nC N, i—1,2. mE 

HERRAR Dm MANA Sp AN s LOA PRIUS "T 
ps 应 用 第 一 一 步 已 证 结果 , Ifi, mi, 4 或 (2) 成立， 定理 证 
i 

ENTE ieu Op — stie age 
念 与 应 用 . 。 ， 
— MI 勤 员 格 测度 

基本 集 为 X=R RAKA Ds, P) 的 调度 为 8 一 a e » ih 


LET x 


ZWE KRI Dr 生 的 环 ， 即 A E E= -Üla sott 
成 的 类 ， Xu RE [a Bò SETHE E MEERA 


1*. QUUM 


mE-Y (Mica). 可 以 征明， A PRI TRE m* E] 82 中 


BERE —5R Bom 可 测 案 类 ML yn. 
fi.4 DROSORAGNE. 0 00 qiu 
^ oe a UE X. XeCE dedos S. 了 为 由 X. — 由 
E PITER] O 环 Red HRA X FHERR EA x XR 
W 8 为 上 面 的 环 A (.(0)5 MNRE RER 
REUT EARRA AEN, AWA EI AL O ， 
eC. pc, 2v 
TUTGRH EUR HUE, Eh 多 中 开 集 记 成 的 
AURR, WYER, S.) Aie) 相 一 致 ， 据 定理 3.6 可 
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知 , 若 从 波 雷 尔 集 出 发 ,我 们 也 可 以 定义 出 勤 员 格 可 调集 ， 因 为 每 
个 勤 内 格 可 测 集 与 其 个 波 震 尔 集 仅 相差 一 个 零 测度 入. 
BI2 设 基本 集 鸭 .下风 和 关 “ . 


. ba em I 二 [ev Bi Trans 的 学 闭 方 体 交 有 限 并 : Ø 


所 成 的 环 ， 令 m=0; ml ims LE» e ERTRUEON S. 


— IP 
上 所 得 一 切 可 测 集 即 为 Re sp HUGE GEAR RS. URP, sli t 
测度 m*, 一 切 m SIAOREO ADR TRO, LJ 
说 明 再 以 转移 到 这 - 一 情形 米 ， 
U WI aaa AAR O ROC Li EM M 
且 为 右 连 续 的 ， 
EB TTL UIELLLA HFR Pea, A) 定义 它 的 测度 图 
mi 一 Ht 一 0)— 4 (2:70); E a EREL min = = (n 
u(a-0), RAT 0, GEHIRTORNURCRRI Auc mE 
EC NU EE ， ^ 
m[a, 四 -人 Da s uu 
mla, pjt iua coo oo 0s 
mla, 8] —4(0)—u(o). . 
ula, B) u(8—0)—4(a), UU 7 
它们 下 一定 完全 相同 。 mn. doge CRDI o HR 
do RAE AU T Siei) Tm RR, nO RB qa Y 
ERASE TRAT HORE SE rep cal gea, ^ 
— XE a(x)—xBh EST P DII E TORE 
IIT MPO Wen, EZ, ient, 30 
scis R- BUSINESS. | | 
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S. FOXGEEO 


在 定义 5.3 b ya, A » acd X ATADI c 
I R OG! LEKRE TIAA 
(i) n Æ o 可 加 的 ， QUE) EnE, E, EF, "€, 


Gi) nfj—o, 
MEER EELA. ATRNEARIXNENA 
(H.Hahn) 2) f, 

aW. (i) 二 等 式 的 意义 包 和 两 上 — 
收敛 , 或 者 级 数 为 定 号 无 穷 ，oo 一 oo 将 认为 无 意义 ， 17 LUE fe 
许 取 舌 穷 大 ,可 是 每 个 确定 的 广义 测度 上 只 能 取 一 Fh Dog. 就 是 
说 ,如 果 a 是 缩 定 的 广义 测度 ， 存 布 4E HP poo, HEAR 
TREBEA lE uB- — o2. ME, BURN AC SEE aem oo, 
WARN alB) oo MARAE SRULBU E TE ANIA, 设 
üC4)—co, RRI G), PABER A 


u(AUB)=g(4— B) CAD By A BT A)r 4 a) ` 
间 时 有 l O S 044 
uA=u(4—B)+u( AT] B) EM (2) 
,HB=u(B—AY+tA(ANB). | a 43) 


我 们 证 明 , 如 果 出 现 , uB —oo, MERERCRUR. pap 6) 
着 出 , Ap(B 一 人 或 4(4 站 3B) 中 至 少 有 一 个 为 一 < 站 果 
uB A=- eo, WH CD. (2) NS Bu ANTR RAR 
可 能 为 eo. 与 假设 44 一 oo EE MRAN B) oo, b 
B, CA B) +00, FEIE (4789 ] BERR c se AR 
LIPPE ET uB JUST REN t, | 
<- 不， 


对 于 o 环 上 广义 测度 pp, 还 可 以 证 明 下 列 论 斯, 设 A, BER, 

ATB, WH aB <o 时 有 Ajo, RTA PASARE 
sB=pAt a CB — 4), 

[EEPUEI EST IDUOOELI MI 44 为 有 限 .… 此 外 , 我 们 

还 可 以 建立 类 似 于 定理 5.3(iii) 的 结果 ， 

定义 7T,1 Huon 2E xE, PER, "m 
jb fA JamxHER EC 9, HEPA, BRLARNCA 
Kr MEER, MRE ECA, mA MNAE): 

由 定义 可 知 ， 空 集 Ø REFAELEFER. GE P 是非 负 
集 , 则 它 的 任何 子 集 如 果 属 于 Z, WAERN RORERUN 
类 似 结 论 . 

XXx1.2: Buhar AERLE, —— 
HR X-PUN, Khu. BP, N 分别 为 非 负 与 非 下 
集 , 则 称 这 分 解 为 X 的 哈 鼠 分 解 (关于 测度 a). 

3138 7.1 IEEE RUIT T! , ERE A pih 


o Ae 


Xx. dum ouic. E o KiE u BESRASCXS SER, SCE, m 

“WSSD 一 一 

“一 证 用 反 证 法 ， 候 定 结论 不 成 立 , 去 证 明 有 矛盾 发 生 . 
第 一 步 ， 我 们 断定 , 存在 自然 数 # 与 集 4E 9, Bl 


ACE; Hade- ， |^ ^) 
AT xp ERA n CO, R : i 
w={A:4E CC roo - (2) 


JU TE LER n GE er, des en 为 使 af, SERI I II inj 
FEAE Sa. BUDE GCSNE E 

ACE B pA, voc (3) 

为 证 (1), 据 0a E «oo, 对 每 个 45 R, ACE 3943. | ad | 

ceo， 骨 于 息 定 定理 中 所 求 非 负 集 不 存在 , EE 本身 当然 不 是 非 负 

4 P 


€ nu" 


TE, MFE RE d fi (E Ba. HEA HAA m tE u(n B) 
L—T* 4 JEDB, akd BRRR CO). U 

Sip. Huius WET RCOS, 有 -LE GB ATE 
EUM Pn A H py Es 并 县 m 为 满足 这 种 关系 的 最 小 
HRSG 此 让 还 有 7s oh 

uCE — nnn — 4,970, (n EEO, 

其 实 , 38558 — 29 (3) XE DB ds E. Bx Bu (E- A) emu E — uA 
L0 H E— 4, 仍然 不 是 非 负 集 ,对 已 3, HORAE HB, T 
18.4; € 92, ATE- A4 Bud 271, 并且 5; 为 芒 是 这 种 美 系 的 
最 小 当然 数 ， 对 一 般 情 形 , 应 用 归纳 法 涛 得 记 需 序列 {4 REN; 
JHE (4) 也 容易 验证 ， 


"u( E A,— eee Aden (E di A ADO. 
BES summ, $ am Und O 

vos aZ A) a E— -uA I A m | n Ut 

T DU E C 


ET a(E— A), uE HAR VER YT eO, quud. BTR 。 
们 的 假定 , 一 4 TEES. PELHURE 4, BCE-— 
AX. aB«0, WA, TEL ERI impt BC C92 使 4B< 

27. 现 考 察 集 BUA, 它 属于 S EE- Aem A 的 子 
集 ; 这 是 因为 

BBUACCG- DUACE- cA ep 

但 男 一 方面 , 它 欧 测度 为 
(ha u(BU A) - nB- nA, C22, 
这 每 .mw d, AHT A. 
:人 这样, EREE. 
(T2 


定理 7.1 ”( 哈 黑 分 解 定理 ) Hao 环 光山 前 卢 义 测度 . 
则 有 下 述 哈恩 分解 
X=PUN, PNN=8, . n 
其 中 了 为 4 的 非 负 集 , NA u 的 非 正 集 ， 此 外 , 这 种 分 解 在 下 述 
ELTE, 车 又 有 另外 的 分 解 X- =P, UN; PNE, P, 
ZY 分别 为 u WEN FER, WRD EER 有 
ACPN E) uCP NE), nQN f) E) - (ING E). 
证 第 一 步 ， 先 证 唯一 性 ,考虑 两 集 五 RN WN, 与 
EQ PON EWE. By EQPQNSPISTALRCEOPDNO 
20,'E3 E N: HTH, (ENPNND eco; "AUE PON) 
=0, AM, &(EQ PIN) 9, ， 据 可 吉 性 ， 
aC P)ea(EnPQBPOHMAGER PONO . : 
-一 人 EnPnRRD， 
由 于 这 结果 关于 P, ,是 对 称 的 , ENP)= KENPO. RHE 
a( EQ ND) S a(CETANS), 
第 二 步 . MSAT WEAR IERRA AD 
定 对 一 miga, uE x en, 4 lus 
a-supígA:A4?M nu — i 
我 们 去 确定 一 个 非 负 集 P, 满足 spea, AWR 的 非 负 集 列 
ARREN, 使 limp44=a。 Qo 


Pee UA. P= As aem, 


根据 归纳 法 可 证 每 企 ETT Pun ha 
dE. 一 般 地 , 设 P, 为 非 负 集 , MAREA EER 
Paa NES (PAE ULANE —. 
T =PNEUAANENEP,), 


ARA PIE GUERAMEBS SO 000007 0, 
uP fé E) 
=p(P, N E) -uCA, - (E P2), . 
REIT Pai IEM O 
$ PSA U (BaT AD a “| 
| abr aA (Pa ARRA, 
而 (P) 为 渐 张 序列 , 故 
KPI BMP， ME)>>9， 


这 表明 P e fU. RAR E= X 时 得 ， 
uP—limuP lima, CT, n5 ol 


据 2 的 定义 , Po, Biki üP-a, 
第 三 步 ， 我 们 证 明 N= *P 为 4 的 和 正信 BETR, RU 
EREECEZ, 使 : 
ECN, RH uETO, 
C ARDEI RARR BRR <u E<, gi EART., 
可 得 非 负 集 SCE, SEA f 4520. 于 是 SUP 为 5 的 非 负 集 ， 
ERSNP=Ø, # 
| : (SUP) uS uP— uS aa, 
这 与 x 的 定义 相 违 ， 所 得 矛盾 才 明 NN X u BUE TE 
因此 , 第 二 步 与 第 三 步 一 起 , 证 明了 哈恩 分 解 的 存在 性 , 
ENTI 设 4 为 o 环 . 久 上 的 广义 测度 ,并 设 X=PUN 为 
ERE X REA, 对 一 切 ze ge, 4 
=E NP) SENN) 
id (E)= SERES / 
并 分 别称 集 函 数 a uc 与 la! 为 广义 测度 HEED AEDH 
已 变 分 . 


| 


下 列 定理 才 明 广义 测度 可 表 为 两 个 测度 即 正 变 分 与 负 变 分 之 
E3 

定理 7.2 BaD oE AU EANA, NAM u 5 
PELEBIID MIEL | 

ugyÉ-w E—awE, Ec m. 

证 AEn 为 WO EHE W EER, X= PUN 为 哈恩 分 
解 ，P,N 分 别 为 s BUE TA, dE EHE. NEA e E= ENP, 
的 非 负 狂 得 证 ， SUR a D Su P)— pg o. g UE, 
REN Æ E 中 互 不 相交 的 集 列 , WA u 的 党 全 可 加 往 : 

"(UE a(UEOn Pea GSP) 


+ 
-YaGn 局 = EiE, . 


因此 ia 有 完全 可 加 人 性， 这样， 济 足 测度 的 所 有 条 件 因而 是 
ALME AE EEA LAE 00 
既然 已 经 证 明了 ut. uw 9 wm 由 表示 (N89 7 
Chal (E= Epee C T 
lal AAE 测度 最 后 ， «n citi Wi epe a, 
pgE--a(E((PUN))-aCE(| P) HENN) 
CUE-RE no Pn 
得 到 了 (BERE HR. 
定理 7.5 设 4 为 0 FAA UNE. Nancu res 
" 


l icem bui), - o C IEEE 
XS LNR-UERAN F- UR. E. e EEG. 


证 RE-ÜE EBGBEERANSORÉEA oo 


- Je 


Hlal = M Jat Een EM 


EE oea nu 
Bl ZEE AS, 
sup giti. = .Q 
. 郧 一 方面 .到 X re Re X PUN. Peg P N 
PAA u REMAKE, Wes nee eae go 
E= BAP EQ sy 


D E AERE. nogan 
Nu ESIMENE WENDI 
A T C 


KEO SGEE RERU). . " 
TERESCT.3 PARAT A RU: trel; PEX. zu 3 中 等 式 


(FERAE La MAHER. 


[oW 5S ACER ARMES RS A io eo 
m(E: U Es) 2 mE: tmi mE EX. 

2、 试 证 可 列 个 零 测度 集 的 并 仍 是 零 测 讼 集 ， 

5. 已 知 [0, !] 中 无 理 点 集 E 的 测度 为 17 写 册 内 外 浏 侥 定义， 考察 
—— 瑟 Annio sud. E 的 开 集 的 Mp Ree 
kap . rie mr ST 

4. E P n, H6 "n CA HATRA ARE xs à 

5. 对 性 意 开 集 G, ABH m G —mG EXP 

6. 33 o NERA coo s AAE E 的 外 测度 是 包 & B 的 & 集 的 


|. 16 5 


测 诬 的 下 确 界 ”， ERA: ' ` 
NE Aide, =, An T Exc ds hoi z M 


iE m*C Es) SŽ m° Es. | 
28. WEGE se. E ERWEE WE. G= (8-1 =Ë}, 


9. HR Eic Eac eec EnC e EE mt JEY slimm" En, 


10. 3E As Az, en An RE [0,1] h ATRA ERE Èmd>ni, 


MUS m(f Ad) >0 o EE 
11. iE mE, 则 对 任何 ec 0,9. 8 Boc E, "m m* Fosse, 
12. 4t E ARARE, Dues ; Heer (可 以 相交 )， "ERG 


oS, mb. yr oeme 


13. E-E F'c[o,1], 8 F 中 不 会 任何 开 区 网 ， 而 mPF—1/2, 

14. nS gu pe A "m*E 为 包含 E A PIRRO RIEN TU 
BE". 问 此 定义 与 原来 的 外 测度 定义 有 何 关系 

15. REEE A r rco ARESTIAN, 因而 
EFRR, 


16. 设 (En) Ann Špica, Wm (is Ei. 


ar. 下列 名 是 PERIIT dE o " PP» 上 的 集团 A mob T, 同 那 些 是 外 
测度 , 那些 不 是 ? v. 
G) X HERRITA. E^ " x 的 一 切 子 集 的 类. 对 于 任意 Ece. 
4 KRE-Xa(mn). AE n 是 X pA, ADAE E SE. 
GD X REENE s, TEX PTRS, -AFX RARE 
FEE, BNE Xon 中 点 的 个 数 . 
| AE-- GaN 2, onn, Em.. 
(i) dt atit, 上 的 外 测度 - Es jt s 的 一 个 确定 ES TAE 
u* (En Eo) (X 称 为 p* 关于 Eo EUR, Ere grs 
^ (v) dant, nt JÉ os LBATERE,. 4 kEcaut Esebas*E, E 
€ 8,,0X HI a, 5 是 实数 ， ^ 


X E, RIE omtE- 


18. i m 表示 名 由 外 测度 限制 在 波 雪 尔 梨 类 土 的 澳 度 ，, b 为 实数 ， 
EGLIRTOESAROUN T(E)-—(zerBb.s 6 ER. 试 证 :对 每 个 波 需 尔 集 
E, A mT(E)-[ a! mE, " " | 

19. 设 {Es) ATMEN, E= E. SmE o, 则 

mimE) —0, 


20 设 用 p EaR LHA ceri Qu seo), 0-30, FEMNE 
"IW E 在 映射 p 之 下 的 象 是 否 可 测 , 测度 加 何 ? ， 

21 试 证, 著 丰 在 鞠 贝 格林 测 集 X OE, WE mX-« o ljmX2m"E- 
m*(C— E), Y E $ m PTI. 

22. QA 33 中 的 单位 正方 形 [o, 1,0, 1), (Enja ER 是 Q 可 测 集 列 ， 


FESI] 人 Is bs p l, REFEFAN ind € N, 使 m ^ En >0. 


23. jb E Jy R^ 中 任 一 子 集 ， a 为 给 定 正 歼 , 对 于 任意 的 e>0, $ 
Ha, e(E) =infZ5(E:)a, 


其 中 BE) HORE 的 直 te, E FA UR. 2 Ec UE 而 A) « e, 
.ER 的 集 列 (E) 而 取 ， 再 令 ， ， z 
H.E) -tinHa,z (E) sup Ha, P 


DT 


WE, H, BERE 5 上 的 外 测度 FRERE DEP OH, (E) € o, Wi 
BaW-, HQ(E)-o,. H. MO EM EX | (P. Hausdorff YR A. 


MENTIS X 上 的 a RR, 3 PEt LHR mR 
EAE a BEERA E= ib. 都 有 uE= EB. Bia 
XERENA u 


) 4 aJE X EBSSEQNEE, 则 由 /此 I) e sup, 5 ha (E es, E= 
QUE a 中 的 吾 斥 分 解 ) 定 尺 的 1 有 1 E a 上 的 测度 .、 


. Gi) Ba X ERRIREN {pKX) c. "e TE 
(ii) I]PGR B GESSIT SCARE AAK oo uo 
, $&. Geb o 代数 e 二 的 复 测 诬 , EC, ET a-suplp4A], xm 
AT a PRT EDERT. AE exl u CE) «4a, e. 、 
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三 章 可 nE E 

本 章 引进 一 一 个 重要 的 菌 数 类 
质 ,为 下 一 章 勒 贝 格 积分 作 淮 备 . 人 和 到 MODE 
行 运算 如 代数 运算 . 取 极 限 运算 等 是 相当 方便 的 , 记得 结果 仍 是 可 


TIS AR SOR EI  WEERULTHA RU ERU, 使 我 们 对 这 种 
画 数 有 较 深刻 的 理解 。 ，、 a 


Er o m . PERLE 


81. 可 测 函 数 的 基本 性 质 60. 

设 关 = 网 是 基本 集 , E 是 它 的 一 个 可 测 子 集 HAREA), 
(x) 是 定义 在 上 的 实 本 数 ， 它 的 值 多 许 到 无 穷 天 ， 设 K 是 任 
一 实数 ,用 EC ra) RREN (a, oo] ATRN f RURÉR PC, 
co]), R 

E(f»a)-—(x:x€ E, (8)€ (2, coli 
要 注意 ， 这 是 函数 定义 域 的 一 个 子 集 (图 9) 下面 用 到 的 记 脉 
E( f za), E(a<f<B) 等 均 照 此 
理解 。 


定义 1.1 UR 
测 集 E EBLE. 


^ X 2C o, E oc) ET * 5. “aoi 


SELDEN ECZII 0 


有 定义 有 站 种 等 从 形式 ， USED ns A 
EG 72) f E( 2-1) 


是 一 一 一 4 一- 
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did EU Pa) 可 测 , 从 而 由 等 式 

E(as £8) e EQ >a) SEGA 
Xi E(a«C FB) 也 可 测 。 反 之 ,如果 给 定 宫 测 集 避 上 实 函 数 了 ,使 
ECf e o9)  E(a- [E ESEB, RER 


|EGTO-— Ü E(ac f«x) U E(f =o0) 


其 中 n>a, 可 知 E(fIG) 可 测 ， 因 此 可 测 函 数 的 定义 也 可 叙述 
CU (x) 是 定义 在 可 测 集 E. ERNAS, dt EU — o2) WW 
EAEE a, B Ca B), 集 下 (ac<F<B) 什 可 测 , 则 称 了 为 了 上 

JS DOR STD REG, deje X1. Cue AE EC >a) 恒 可 测 "用 
下 列 三 天 个 中 任 一 个 来 代 蔡 , PEROEGUEBUURUMS os 

G) EG aii, Gi), EG). uL Gi EG 
«oMBAML S. 

——— -MER p 
BAKERIN, SECHS ROUESME USUAL 由 于 民 中 开 集 


如 本 以 豆 没 羽 不 相交 区 闻 欧 并 ,，. G= de B). 而 | 


^, (a, 2 D, Po B), 


我 们 看 出 ， R 上 可 小 本 数 的 定义 可 改 术 为 : 对 于 任何 开 集 GCR, 
RA PGAR WEGE, MAER SiC) 的 可 测 性 )， 读 者 
在 第 一 章 §3 例 2 中 已 经 看 到 ,函数 f(X) 为 连续 的 一 个 充 要 条 件 
是 , 对 于 任何 -- 继 开 集 G, (G 是 开 集 ， 由 于 开 集 总 是 训 测 的 ,: 
可 见 可 测 函 数 是 连续 画 数 的 一 种 推广 ， 述 要 少 出 ， 集 芍 可 测 性 本 
来 只 依赖 于 环 的 结构 而 终 需 引进 测度 函数 /的 可 测 性 就 表现 
Jia gor 产 : 是 民 中 波 岩 尔 集 类 到 勒 员 格 可 济 集 关 之 间 的 一 种 对 
. 80 - 


应 (在 两 个 未 同 的 避 环 之 阅 的 允诺)， 这 种 方式 的 定义 可 使 可 测 范 

救 慨 念 有 更 多 的 推广 ， 例 如 , 投 给 出 一 般 的 基本 集 X 以 及 由 它 的 

TROIS o UE a£; 说 了 是 定义 在 X ERREI EVRE 

穷 天 .如果 对 任意 实数 w, EED) € ar, WE f H ATA. 

是 勒 员 格 可 测 集 类 时 , 得 到 的 是 勒 贝 格 可 测 函数 ， 当 .ef 是 波 置 

- 尔 集 类 时 ,得 到 的 是 波 筷 尔 可 测 函 数 , 等 等 ， 本 章 限 于 讨论 勒 内 格 
可 测 画 数 或 简称 可 测 函 数 , 

， 从 定义 1.1 看, 对 于 可 测 函 数 (x), 冰点 定义 并 不 显得 特别 
重要 。 例 如， 任意 改 变 函 数 在 E PrIM ERRELE, 
对 孟 数 的 可 测 性 不 发 生 影 响 . 今后 当 有 希 要 时 ,， RI OE REO 
i. 

例 1 EE-(O] E XO (G- Diete — 

MaXETEBA ooo 
Eco x BMA Da, 5! 

2 LN EGER 
i THERE BUR a; M EOAR TESTA, E Oo 
0), 已 中 有 再 点 集 ( 当 oa) Hess a2) Ld 
4c TE wg E EWE | 

例 2 CT O 

E ETRA, 了 (x) 在 E LARGIRI 6, €, 

, EEEE), E(f =e), ^, E(f o) IN: — 
"m DNI LEES SE MEEL D] niti v Æ C, 雪上 的 入 
MAAM, 容易 证 明 , T0 RUE BEN. 

ES T HUE eid ss “来 证 明 结 论 ， 38. AES 
agt m n ntes 


T4 


. dot 


egl 


E(Jf —c.), FP LES 


reta 


(s diee. 


E(f- eU EQ e [m ` UE =e), 

ps CSIRO. UT 

E, E ous 
It, TERR a 如 何 , EC S8) HARMA BUE SETAE C 
x. U 

简单 函数 在 本 书 中 用 得 相当 多 ， 震 有 特殊 地 位 . 他 们 可 以 用 

XC Ne SER AC 构造 积分 以 及 通 巡 荣 些 请 效 空 间 中 的 元 等 
MRAR E 的 特 在 函数 za) GRRE o), MAAE 
从 单 西数 可 写成 下 列 形 式 


fx) = 站 人 


其 中 假定 了 五 一 Yamane oA RETE, 


AX 1.2. . 设 f(x) DELEREK BETIAK. EE A 
AER gaala € E) f$ fono F09, : 则 称 fO S a x. 
这 里 , HT Ege. mUpe OESTE 如 果 f(x) 在 
E 的 每 一 点 连续 , 则 称 f(x) 在 E E 上 连续 . 

(B3. EENI E ERDERA KETTI, 

H 由 于 闭 集 是 可 测 的 ， 因而 如 能 证 明 , Edit a, AE AE 
oe. EHI E As 的 可 测 性 就 很 到 证 明 - AGR A E 
空 ， xo€E A^, Br ACECE, dne E, ESOS DX, 有 点 列 
AATA, Np, Xa Xo, ERAF KERE EESE 
的 关系 式 /(x,)>a RRR, 即 得 Cr) Pa, RENEA, p 
-A'ccA, Bp 4 REB]. 
ENRE PETI E JUE WEE. . 
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定义 1.5 YD SEA ORC ER. AUR STRA E 上. 
Ej T RATE TR Mbak RV, 则 说 5 在 E AAA, id 
J 3, a.e. Bl, BEER B S 与 9 在 五 上 元 手 处 处 相等 指 的 是 
f(x) 与 g(x) 不 相等 的 点 集 E EC/ 增加 的 测度 为 堆 ， WEE- 
Ey V Ab REB. f(x) (5). -这 时 简称 了 与 9 对 等 , 记 成 fg. 

fl 1 ak HERE ER AE SO) EET o w, poo, RER 
A $X«pXGEE f POM 0, 而 有 理 点 集 的 测度 为 0. 

“用 乎 处 处 "是 测度 论 中 极其 重要 的 概念 ， 我们 要 经 常用 到 儿 . 
乎 处 处 有 了 眼 , 儿 乎 处 处 为 正 , JUS AERE SC HUE. 很 清楚 ， 可 测 
PEU. 在 E tILSABAENCOYT BUS f£. 简 记 为 fef ae, 
它 的 意义 就 是 指 在 E LSA limf (x)= f(x) 几乎 处 处 成 立 ， 

BIA RERE E m, yot, IKI ERRERA, 

"E Zu yy”, B xy, IE 
fe 7 若 x 一 网 . 
a€N, THERN, 除了 及 的 对 角 线 my (o xe) Ph EE 
的 其 它 点 , 部 有 0 过 1x 一 yh 之 1, 因此 对 于 后 面 这 种 虑 、 当 wn 一 oo 时 - 
(x— yy "e, 由 于 对 角 线 上 一 切 点 所 成 之 集 的 二 维 测度 为 0,. 
故 在 E 上 所 乎 处 处 威 立 limf (x,y)mo. — 


EE MINE ERFACUNSSIE LE IS E EX XN 
数列 ,网 supf (x) 与 iatf. GO HATAS. 


t à 


E ERAK e, SUOTTECIESE E (sup/. o), E(int fa): 
可 测 集 , 从 而 知 sapfa 53 inf BERE AES 


E 


E(supf >a) = UEG a) 007 0 C MY 


成 立 。 m xc :B(p/ >a), ` Rsup/ (5): -于 是 有 mH 
' 88 7 


> TEH nE U Elfa), df. 
l E E (suf, Dec EC, Da). 
,反之 MR a € U EG 0, WA 加 使 入 EF(fu>a), Bl 
fana, JT sup (x:) >a, XXE HI x, € E(supf.La), f 
UEC DaT E(supfz a), Ti Eie (1f uk, HETER 
E(f >a), nET mj, tgp n. Jem Eupf, 
ZEE ~ ElinffCa HBAa) . 0 0, a2 
dim EGH a) 的 可 油性 ， 定 理 将 证 . MEE 


: Mif, JE P FEE PO CE RE, 第 论 仍然 成 立 ; 我 们 给 
明定 理 的 两 个 推论 . 


1 
I 
q 
1 


a j i | 
图 io stp(lf,9) Bu inf f; 9) 
Do .家用 Jr 大 表示 Gd EAR 
JS ay Ga Mera, boc ctae OÑ 
mam -人 AX), i Sox 


WEY- 的 正 部 . WE 7 


推论 1 tC) LE T] E kei. NÀ £0; F0 
与 |f(x)| LI | 

证 首先 ,出 f(x) 的 可 测 性 知 _ f(x) 可 测 。 这 是 因为 ， 对 
JdEXGÉEa, E(— fa) E(f« —2), PARE NRS " 
4 84 -* 


WAEA, BE oo o0 5 Cos 
fa(x)—suplf(x),0Y, HG sept FG; 8j, 
[FC] supi f(x), — f G0 
以 及 注意 到 一 了 pM pA V. 
推论 2 设 {f(x)}, s€N MIRAE LTAEN 5», Wi 
Tim f (Slim f, (x) BETAH.. 


X, EL, TRORA gt 

limf, (x)=inf sup f), limf. (x)= =sup O 
WAEREA 12: 0981. pU X ERRORES. BA 
gi x) supf (x), REN 为 可 测 ， 其 次 inf aLa) 可 测 ， 下 极限 情形 


类 位. mss 
HEE FRR- M, 即 硼 恨 函 数 存在 时 ， 南 纵 论 立 知 序 列 
5592 REOR c lim f, (x) B, : HFEA RE RH SE 5r E WHERE 


上 的 值 交 影响 , 即使 im fL (n) JUS Mere, 它 也 可 测 , 这 样 便 得 


LES ME RULIN ETNE E p8AMA 则 
当 lim f, Go JURA FE EBH, ERE ENTNER. 


因为 定理 中 只 假定 极限 几乎 处 处 在 在 ， 为 确定 起 见 通常 把 序 
5 UL FUERIS OR UR 
: qu. à EBRUEGECRIE + 20), 
0，”” ”车 极限 不 存在 ， 
, 注 我 们 指出 定理 1.2 的 一 个 重要 乱 例 ， 当 每 个 fox) EE 
上 的 GLEE limf, (a) 刀 乎 处 处 存在 时 ， MEE RLUR A RE 


ETT : i 
pe 


For 


LE. -i 


定理 01.3 设 x) 是 可 测 集 到 上 非 负 可 测 画 教 ， 央 存在 一 

EET LILEIT LEAST MEL 
—— 

使 等 式 lim g.(x) - f(x) fg 已 上 处 处 成 立 . 


E —— Sin 
OTR tta) 
BO fu. 记分 别 应 用 定理 1.5, BM, ABATRE E 
3B ARE RC 
| 证 Fabi (eG) s ER 可 以 构造 如 » s 
zEN, E 


DINER r—i «foc r mL, ^, i2", 


eux) 

275 inc SM feae Wo 00. 

ETT: nC€ N, p ()220 B as CO coo iG 我 们 来 泛 涡 
lim gsx) f(x), 


如 果 < BUE Bn Gs BE Cr nr pee 
o 0s f() —p xo) C12, sain, "m 
因而 lim p(x0) = fé). ii f Ga) =o, NOH n C) 


5, A o. (x)-eo, 

着 重 指出 ， 据 定理 1.3 可 得 可 油画 歼 的 另 一 定义 ，f(x) 是 可 
WR E ETIR RA EREE DE a LE CLINT 
m. 
| RR 1.3 的 作用 还 在 于 , 它 纵 出 了 可 测 函 数 的 一 种 还 近 , 即 对 
一 般 可 测 函 数 ， 本 通过 简单 函数 列 的 极限 来 理解 它 ， 这 是 用 已 知 
探求 未 知 ， 用 简单 了 解 复杂 的 一 个 很 好 说明， 在 研究 函数 的 全 测 
性 时 , 不 一 定 每 次 都 从 原 定义 出 发, 而 要 入 汾 利用 可 出 谢 数 的 重要 
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E] 


YE LE 


性 质 。 以 可 测 函 数 的 代数 运算 为 鲍 ， 科 用 定理 1.3 来 讨论 就 显得 
方便 一 些 ， . 
司 理 1.1 RA), p STRAE LAREN, 则 它们 
[EX 积 与 商 (自然 假定 分 母 几 乎 浆 不 不 为 零 ) 仍 是 简单 函 教 . 
WE RAMANA KEA, 其 余 情形 类 似 . 
~ fx) = ePf), 


fix): È cj? x.mG), 


其 中 五 一 Ue, em dotada 251,2, Wi 


PODI) = "EC d ee). i iio), 


KPRM EEN UI Ae m dmi " ETIN gd, 和 
fi 十 fz 是 一 个 在 可 测 集 e Ne® JR Sca Gt 
ba ^MN TR 3 X ? 
-定理 14 ETAK 玉 上 定 久 的 丙 个 可 六 西数 的 和 " 3m 
与 商 ( 假 定 运 算 几 亚 处 外 有 定义 ) 都 是 梧 漠 的 。  : 
证 设 f(x), s00 RE ECEHWRRC BEALS Mg, gv 
在 两 个 简单 函数 列 {名 (x {gr} 0€, EA, 
| dimf.(x)-- f (x), ee 


所 而 在 定理 的 条 件 证 ,几乎 处 处 有 : C 
lim[ f(x) £ g.()]= LORON evo 


imf) a= KDI). 


erg wr e Ped, E. gis) 包 乎 处 由 不 每 于 o 0, 这 时 可 
ZB xil Scr g(x) WERF o. (x)9e0. 事实 上 , REE g,(x) 换 
+. 87 . 


gn HIM j 


dra a, DC Mer IT FEH . 
mM Him fx) /a 0) HOVOR 


ETTIM 1 f(%) 与 gh(%x) 的 代数 运算 均 是 简单 函数 ， a€R. 
从 而 应 用 定理 1.3 便 知 丙 可 测 函 数 f(x) 与 OE E 积 与 
商 均 是 可 测 的 . l 


32 可 测 西 数列 的 收效 性 


Wt Uf GO je 29 REIR. E LETARA ENA f. C) 均 在 
已 上 几乎 处 处 有 限 。 在 Bi 中 已 经 讲 到 序列 的 几乎 处 处 收敛 概念 ， 
AEA BEAP TE ER BAE RE ETEA HE: STEMME 
T ESHE LER S TERRES O 

定义 2.1 设 给 定 一 个 集 列 {joen, 它 EMERE TRE Tran 


ga T oe iar pon p 
AC 3 EG Yol E HA " qoid " 


不 准 证 明 ， —Á x BT Tct, HP PE NM 
之 中 ， 而 xE lum, SFT n EC WT B x v RO 


以 后 的 一 切 4, 之 中 ， 事 实 上 , Ve Clin, 4B) A 则 局 
一 切 集 B, 2th, REN, i8 x€ BLRI RA EAE X, 由 
xC€ B, 可 知 有 集 > TUB tS .如 此 继续 下 去 ， 可 知 存在 . 


DH A GEN. ENEH x, 反之 ， ET 其 


TISE 则 对 一 HLR, fixed) PM ia. 


88 。 


BETKE TRR, WER Girt EA, 
lm 4, clim, C lim A, Tim A, Bt, RIRA Arta E 7 


的 极限 定义 为 jm4。 读者 可 福 意 , PWE AARRE 
来 , BERKARAR ER, SAREE G. 


不 难 证 明 , FATRE Ahen 极限 存在 且 等 于 Ü Au 而 


对 于 省 缩 序列 Ahen 极限 也 存在 且 等 于 总 A. 以 前 者 为 例如 
EA uEHBB, 这 时 和 由 二 i CH SC, A 


ÜA-D0aAa---Ü4a-- 7 
"=l . než a-k 


n A,— A. 
LL] 


PN So. 4 、 
Fa, (0 4) n(D,4.)n 7 4. 
lim d, = ü t A= Ü ES 
- Pad k-1 i 
这 样 
APA zu 
[3] 38 np 25 EMARE. 


当 点 集 ANEN) 是 可 调集 时 ， 据 第 二 章 定理 3.4 知 im A, 
与 lim4。 均 可 测 ， SESS CA ecu 是 有 限 区 间 Ca, 5) rp iic UE 3H 
或 浙 缩 列 的 可 测 集 列 时 ，lim4d, 也 可 测 ， 且 它 的 测度 mm (liz) 一 
lim mA, S CXtREHB 3.6. 
上 限 集 . 下 限 集 忆 函数 列 的 收 化 性 有 密切 关系 ,我 们 用 下 例 来 
;« 88 + 


说 明 。 | | 
例 1 设 /G0, f GO € BOXE RE LETN E ERU REST 
测 函 数 , 对 尾 意 的 eo, 令 
E,—-E(2) -E(M.— 1122). 
JUTEN, limE, 中 的 每 一 点 xs, dE June) 不 收效 于 Fx) .其 
实 , 据 上 面 所 述 , x 含 于 无 穷 多 个 B, 之 中 , 即 有 肯 然 数 子 列 mh 
使 XoE€ En REN, 因此 
fn) — f(x) ze, REN, 
这 说 明 疡 (x) 在 xo AEARACARCT. flao). | 
取 趋 于 零 的 正 数列 se，RE 4， 则 不 难看 出 , He Ü Cim E.G) 
表示 f(x) 在 E. ERRAT f(x) HARA. 
现在 叙述 并 证 明 重 要 的 叶 果 沿 赤 ( 于 .中 .Eropos) 定 理 . 
定理 2.1 REETA, mELoo, f(o)n€8) 与 1(x) 是 
EE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , H {f.(x)} 在 已 上 几乎 处 处 收效 
Fax). WA, HER O0, FEM ECE, 使 序列 (fx) E 
Es 上 一 致 收 黎 于 /(x) 而 mE —E, <ð, 
证 Re E*=E(fj=0)U Ü EUfl =), W Et C 


零 测 座 集 ， 当 及 要 时 可 用 EE BE, 故 在 证 明 中 不 妨 作 
定 每 个 GO(R ER) 55 G0) 均 在 马上 处 处 有 限 。 以 下 分 两 步 进 
f. 

第 一 步 ， 设 2>0, AE, EG) EA f 126); 考虑 的 


ERRIME, = f Ü E. 上面 例 1 提出 , f.(*) 在 HmE; 的 点 上 不 
a.e. i 

BAFI), BRRR A) 一 > Fa), Mim Ej) 一 0、 网 

BL aF ÜE he 为 浙 缩 列 , B n(ÜE.)«mE« eo, 放 据 第 二 


* gp >» 


章 定 理 3 3.6 € i9 GD, 有 有 
. . E E, )-" Gi gae 0., 


4 B =Ü, Ee). WA. XHEXGEN v. 有 LEAM eR Ge 


9. 特别 ， 对 任意 >o HREM ORe=1/2, 790/20), aH 
hom . r 

mPB1/2 ——— "m EN Y., 
从 而 . mE "EM 


m( U 8G /27) JSE m FQ 42) dg md, , 


第 = 步 esc mm. EE-S, M WEED 
mS«O, MERRE de, TEEI fue) — Sec SUP FOE 
SE, CUM XCE,.WH, x€S, AE x € Rs (1/2. rEN, PHE Yi 
RO, x EE Au ide 

AGO - KALIY. s, EEs 
由 于 显然 , 当 7 一 oo Dr 1/2720 H. k i rah, ESL 
WLdEE.LCO-SOkSCP /GO. SERES 707 
dE ERA demon 是 不 可 少 的 - guste R Elias 
a 
PORSAS a(x 0€ 5, i 
每 个 R ERLINAR, LAN / PCO HER EARTE Qe 
oo), dE EXE 8—1/2, 有 


nR(1/,—0] ) mR 5) i nen, 
因此 定理 中 记述 的 Es 对 于 6 一 1/2 REUE, 


rn nn aa o a ， . hs en 25 m meros meme Rem on 


Hi BruESE SE BT EAS E FIERE. 

定义 2.2 WE f, f(n€ N) 是 可 测 集 互 上 几乎 处 处 有 限 的 
THEA. 如果 对 尾 意 的 52>0, 恒 存 在 五 的 可 测 子 集 已 。 使 
mC(E—E,)«0, WE E, E f(x) — 88 ST. Fx), — B FREE 9 
ILOR E zi foc (OD s 

ZPO UEBR, REIR I R EABAR 

定理 2.2 RITME E ET AGREES f.(x) r— XC SEE 
fGO, W f(x) PRERA F Je). 

证 ” 据 定 理 假 设 , 对 每 个 hEN,， 有 可 测 集 ECE, fém(E— 


E, T Af) dk E LRT fo), Ete Ü E,, Wl 


fa) E* 上 处 处 收 化 于 FC). Xt, 24 «€ E* hj, 属于 基 个 
Ey B LO) E, 上 一 致 收效 于 /0D， 问 然 在 + 一 > 处 收敛 于 
fGO. :同时 ,我 们 断定 ， m Eten, BERN, 对 每 个 自然 
Nh 

m(E— E*)-m[ (E— -Eo&LE— E) 


因而 m(E—E*)— 0 得 证 . 
定理 证 完 . 
定理 2.1 与 2.2 一 起 宕 明 , 24 mE «ec 时 ， 序列 的 几乎 处 处 
疏 仇 实质 上 与 近 一 致 收 做 等 价 . 但 两 者 与 一 致 收 伍 却 有 质 的 差 
9], SAFH. 
£i 2 试 考察 函数 列 Pax) mat (0s x1), n € IN, 它 处 处 收 
ATER | 
0, Os x«l, 
Kx)={ : 
1, x=}, 


易 见 f(x) 在 闭 区 间 L01] .上 不 一 致 收 化 于 f(x), 这 只 要 注意 到 
. 92 - 


iii f(x) 连续 后 极限 函数 不 连续 这 个 事 卖 误 知 道 了 ， 然而 无 论 
有 0 如何 小 , 只 要 一 经 确定 ,在 区 间 [0, 1 — 0) Ez EA (x) 一 至 
aT. REHA, Æ 10.1 一 全 E, 
IA — F1 =x "xa-ey, 

ga EXE MI 边 为 与 x 无 关 的 无 穷 小 , 

下 面 再 训 进 一 Lh JP Ae Rb MEOS TIPS, 

EX 2.5 X FG) AWR E ERT "m 本 数列 ， fo) 是 
ESLL MRAN Ap 015 

| Hana Qf zh Že)= o6 7 


期 称 f, MLIEGUT. f- o. m E ni 


-— f. ji. nS M " PUERUM 入 对 全 
«70, 070, 存在 可 测 集 E, SAREN, 使 (五 一 —E,)«3, 而 在 
Es。 上 有 

fe) FOO e, M RN. l 
从 而 淄 xE EC faile) B. xeE^dkx BESI) 
CE--E,. 因此 
mE(C| f. — fle) m(E—E,)«0, 9$ n—N. 
Wn A WERT 1。 然而 ， 测度 收 颌 不 获 合 几乎 处 处 收 化 TR 
FH. 

085 BEKEH E=[0, n. lp p C+D. 
T=, Z'-1,8—0, 1, 2, e, x5) 为 1 加 的 特征 函数 将 这 
些 特征 函数 依次 排列 为 

we gaa 


xi, aP, P, PL aP vs d 
么 , WARFARE 0, BERKAT 0。 其 实 , 易 见 
| B3 >» 


mn rn a ae t Ae e 


- -mE(xQ)10)—2^7, r0, diis 2-1, : 
E noo ICT 0, 故 所 述 祁 列 测 度 收 雍 于 0， 但 对 任意 的 
x, € [0, 1)， 恒 有 无 穷 个 形 如 103 的 区 间 ， EMERE in, 从 而 序 


列 {x E 《x0)} 中 有 子 玖 {1, 1,1, " BREKT 0. 

下 列 定理 称 为 黎 斯 (F， Riesz) fe, PERNE A 
ERRER 

定理 2.5 设 mBE<oo， MEINES j) 在 E EN E 
SUP /(x) 的 充 要 条 件 是 ， 对 序列 MOL 的 任何 子 列 fu} 
Bii») MPF fC). 

证 必要 性 . 设 fCx) WERAF jz， 刚 它 的 任何 子 列 世 

出 度 收敛 于 A). 因此 只 须 证 明 序列 Lf Ge e 本 身 有 几乎 处 处 

下 敏 的 子 列 即 可 ， 对 任意 的 65, BÀR s EUA 


d.  Jdrstig- eem, CE TA s 
Ba O 
并 且 可 以 假定 mmm "n i 
4 BEQ pa S Re ù E. 则 : 
"RES 2 一 1727 1， 


因此 ， 
^mi E Em mR,=0., 

但 在 EHE, k RIH f(e) 处 Jede "m Xs x€ E 
—]imE, 3X Big kA m dE xER.. M ni à km 时 ， um 
(41221729), BI Eni f, 1G) SK) [ces 
表明 f(x) 在 E—limE, LKF f(x). MEN 

AAE, BERRE M FORWUBEULSCK 了 那么 存在 某 
^r e20, WE mE Ile) RRF o ( 当 naeio) 因此 有 自 


* Bá - 


然 数 集 的 子 列 mhen WER TimmEC] fa — 1 226). FELTS 


FO ERED, PA fe) 的 任何 子 列 {si} 均 不 可 能 儿 乎 处 处 
KATS. 因为 ,如果 不 然 ， 据 叶 果 洛 夫 定理 , (fal HORE ME 
KAT f, 而 此 与 所 得 推断 矛盾 . | 
定理 2-5 设 f.(x) 在 可 测 集 已 上 测度 收 敏 于 f(x)，gs(x) 
在 已 上 测度 收 敏 于 g(x), BIN 
| (0) of, 十 8g, 测度 收 笋 于 af 十 49, 这 里 a， 5 为 实数 ; 
Gi) IA] 测度 收效 于 | 了 |. 
(8) supl Fn Bx) 测度 收 做 于 sup (f, e» iaf( 7», 2) 测度 收 
RF inf(j, 9). mE 
证 (OXHEXMP eO, 我们 有 
E(laf,tbg,—af —bglze) | 
c Etlallf,—£f22/2)U ECIbll1g,—212»e/2), 
且 a,86 中 有 一 个 为 0 时 ,右边 相应 的 集 可 以 略 去 ， 不 妨 设 ab 夺 0. 1 
那么 有 mE(la bdrraef bg >e) 


smE(Ve- A ste) mE nl T gr) 
由 于 fu, 分 列 测度 收 急于 f, D ERASI MG ieo DEA A 
于 0, 因而 左 动 亦 然 , CORE, 
《区 可 南 包括 式 s 
EIAI SOC EC EA S) 
得 到 . 
。 (i) 应 用 公式 


sup(f, 0) 一 本 (二 g 二 17 一 9 


inf(f,g)- (f+o—lf—9l) 


并 据 (i) 与 ii) 得 出 ， 


ABEE Aao fL RUM ERDERURIEDUR, ER 
f 是 唯一 的 ， 关 于 测度 收敛 情形 是 否 有 同 笠 结 论 ? 答案 是 肖 定 
的 .就 是 说 ， 如 果 廊 在 已 上 测度 收敛 于 fn 又 测度 收 伍 于 g, DU 
必 有 fog. 这 可 以 从 定型 2. Hu, 或 直接 根据 包括 式 

E(Vf —g|ze)C E(|Mf.— 1228/2) U EU fagl 22/2) 
看 出 来 ， 实 际 上 , 由 此 式 可 知 , 对 任何 e>0, mECI f —giz26) —0. 
但 | 
| E(f 9) - D E(M—gl21/m, d 
M | | 

mE g) LË mEC(|f—gl271/2)-0, 


83. 可 测 函 教 的 构造 


对 于 某 些 复 杂 的 函数 , 常常 希望 用 较 简 单 的 函数 来 了 解 它 , 由 
此 闭 得 足够 的 认识 .例如 用 多 项 式 来 表 近 连续 函数 或 用 等 级 数 表 
示 解 析 函 数 等 等 ， 本 节 我 们 研究 如 何 由 连续 函数 来 了 解 可 N E 
Fc 并 得 到 关于 可 测 函 数 的 构造 定理 ， 

已 经 知道 , 利用 竺 征 两 数 可 以 将 E ERRER 


e(x)-X cgnal), 


其 中 e, (k=1, 2, , DERE, E= Ü a W ala) E e 


IEAA. BA, 4 xEes 时, p(x) = k=l, 2, n. 
在 82 rp pE A dl HR e a E E AR BS OK RIT, 由 于 可 测 集 


- gő 


可 用 闭 扶 米 搂 近 ， 因 此 我 们 期 望 ,可 测 函 煞 能 用 连续 函数 来 还 近 
这 里 我 们 只 讨论 可 测 函 数 的 构造 定理 ， 并 给 出 两 种 形式 # 回顾 一 
下 定义 1.2， 我 们 已 有 了 函数 f(x) 在 一 个 集 已 上 连续 的 概念 
时 ,函数 C 在 E ER EE, 但 看 成 只 定义 在 E 的 子 " E, 
上 时 是 连续 的 , RESO 限制 在 E LEERD, 

例如 , 定义 在 区 间 [0, 1] BACH IRE DUE o): 当 限 制 在 [0， 
起 中 无 理 数 集 T 上 是 连续 的 ， 因 为 此 时 在 上 (x) EEFE, 

定理 3.1 设 /(x) 是 有 界 可 测 集 玉 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 
ER. 则 对 任意 的 >0, 存在 闭 集 FCE, mE—F)<e, 而 f(x) 
MAE F 上 是 连续 的 . 

证 ”第 一 步 ， 先 对 简单 函数 证 明定 理 . 设 了 (%) E EU 
LI | | 


f(x) = en C); 


其 中 e 等 下 不 相交 , 且 E= D en cs 为 常数 。 那么 对 任意 6>0 与 


Ti k=l, 2 ,0 FEWE AC, 使 
mler Aden, k—1,2,-,n 


& A- A WASDE. Am E-A E (nA) E 


然 , f(x) 限制 在 4 上 是 连续 的 , 这 是 因为 e, 等 互 不 相交 ， 从 而 闭 
集 4 等 亦 然 ， 并 且 在 每 个 e f(x) 为 常数 ， 放 我 们 的 论断 成 
MX, 
第 二 步 、 讨 论 一 般 可 测 函数 情形 ， 由 于 f(x) 有 分 解 , f(x) = 
f(D) 一 了-(x), CLE TET LDNHELS SIME: 
AH 1.3, 存在 简单 函数 列 J.(z), 使 

fCO-—limf,GO, x€E, 


企 取 e> 对 每 个 f,(x) 应 用 第 一 步 所 得 结果 , 知 存 在 闭 集 PFC- 
E,m(E—F)«e/2"', Wi f(x) 限制 在 下. 上 是 连续 的 ， 令 五 一 


D Fo FA, 且 
m(E — Fa) =m Ü GE -F)«ÉmG-F) 


«x g/2**1—./2. 


另 一 方面 ， EA fk F. EAbADCSUP f, 据 定理 2.0 与 第 二 痘 
EM 3.1, 存在 闭 集 FOF, B8 m EFF) <e, Wide FE f.) 
ARAF JC). XXE, fo 限制 在 五 上 是 连续 的 (证 明 方 法 
与 数学 分 析 中 一 样 ,只 是 把 区 闻 换 成 团 集 而 已), 同时 , 由 于 
EFe-(E—F) Ut{F,—F), 
有 
m(E —F)sim(E—F)-T4m(Fy—F)«e, 

定理 证 完 。 

ik 定理 3.1 HERI E SARH DE H 这 时 对 每 个 
REZ, & ESEN 8 十 1)， 则 E 为 有 界 可 测 集 对 每 个 ELIT 
JH E. uc BS ZAR, 618 9148 FACE, mE, — Fi) «e/2***, TS COR 
制 在 ,上 是 连续 的 ， 令 下 三山 Fs, 则 容易 证 实 , FIEERIBIT 


集 , m(F 一 F<s H fie) 限制 在 F pesi. 

所 证 定理 称 为 鲁 津 (.H .JIy3uH) EH, CANTABA 
一 种 构造 。 由 于 闭 集 上 连续 西数 是 可 测 的 , 不 难 证 明 , 定理 中 所 述 
结论 还 时 使 函数 为 可 测 的 一 个 充分 条 件 ， 这 样 ， 这 个 条 件 可 作为 - 
可 测 谣 站 的 定义 ,建立 了 可 测 函 数 的 另 一 种 观点 . 

例 试 以 定理 3.1 中 条件 作为 可 测 函 数 的 定义 ， 证 明 在 可 测 


=- F 


尘 瑟 上 的 两 个 可 测 函 数 Fo 与 9(x) 的 和 是 可 测 的 。- 

Hedo A/S gum, 存在 闭 子 集 F.5 P. mO-PO) 
X/2, m(E —F)«2/2, Wi f(x), g(xX) 分 别 限 制 在 Fi Fa EX 
连续 的 ， 显 然 , 和 函数 f(x)-Rg G0 限制 在 闵 党 五 :站 二 上 是 连续 
的 , 而 

mC(E— (FN F2) =m (E — FOUCE —F) <e/24e/2=e . 
WE ET MRH, f 十 9 是 E ESTIS. e 

RNG, EARP, 函数 限制 在 闲 集 上 连续 有 时 应 用 起 
来 不 方便 ， GREGIS REA SCHLELLEAR, 为 此 我 们 给 出 鲁 津 定 
理 的 另 一 形式 ， 

定理 5.2 i j(x) 是 有 界 可 测 集 书 上 几 平 处 处 有 限 的 可 
WAR MHRA 600, 存在 实意 线 上 连续 函数 gtx], 满足 
mE(f Sg) Ze. 

证 所 定理 3.1, H e>, SE WB TAE, dé e(E—EP) 
< 而 三 限制 在 五 上 是 连续 的 . i 


$6- TF, 则 G 为 开 集 ， BGETOR HOS dORG— B (e, Bi), 


X (an A) AERE EET, 8 可 能 是 有 限 区 间或 无 限 区 间 。 
现在 定义 g(x) d T. 234 x€ FU He gG-—/0).35 x € F, 3 
fg X ga dk Gh 1018 TS a IS E) LOS RH GR COE ERRORES 
连续 性 ， 详 细 地 说 , 当 xC (a, 
PO 并 且 这 种 区 间 是 有 了 眼 区 间 
BLA. 

g(x) =f (a) (a) 

(BC— —a) fc. 

ei) (&,—2)^; s ELE 

24 ox FREERK P EA RE Bbiz 下 一 [Ba as U Epa as] 


=æ . + B0 - 


Ino Momma nme Prim ea s n 


il, 例如 xc (a, o) 时 ; 刚 令 gla) =F la); Tiz «€ (7e. &. m 
4 g(x) 一 f(B) (参看 图 12)， 
这 样 ，g(x) 在 实 直 线 上 有 定义 , 3E ELTE EU 
mE(f EomE—F)<e, - 
岗 此 如 能 证 明 g(x) 在 洋 直 线 寺 处 处 连续 , 则 定理 得 证 ， 

Y EGR, BERERE E 9(x) E BEF. MHE 
8I] 6720, 有 070, lC x € F (1 (xs 8, tA EE 
CNET LT OE 在 xo 的 左 与 右 连 续 性 。 如 灯 (xo 一 8, xo) 们 下 
=Ø, 由 于 x € F, E C BINA BURIED NUR. ERGO 
在 G 的 每 个 构成 区 间 上 为 线性 的 ， 有 alcun 使 当 xE Co, xo) 时 
lgG3 —g(x)1 «e: 如 果 (wo 一 Bj xo) [1 FP 26 27. Wta^"€ (x, —8, xo) 
NF, 则 当 x€ [a", x) NE Rf, E go) =f Ca), g(xo) m FG), B 
1g(x) — gu) 16, T? x € la", xo) NG, Bist x € (o, BO(G 的 
某 个 适当 的 构成 区 则 ) 时 , 则 出 

lagla) —g(x0) 1e 5 |g(B) ~ g(x0) | «e 
DR. g dk (ou BO. 上 的 线性 可 得 | 
|géx) —a(xi) H&maxtlg() — 909]. 19(2) —9(x2) | Ee. 
总 之 , RIEM, WRR v ERC, x] (a 为 上面 
Ka SE a^) ito Ele axl A laol N 
4 在 各 AEE. MATE g 在 加 右 连续 ， 于 是 g 在 x 的 连续 性 
a ü 

这 样 , 定理 得 到 了 证 明 . US 

在 第 五 章 讨 论 函 数 空间 的 可 分 性 时 , RTI E dn 
限 区 亲情 形 的 定理 3.2. 并 且 上 由 定理 的 证 明 夏 出， 如 果 Y(x) 是 
有 办 可 测 函 数 ，|f(x) | 所 MM ME E CU EN 2(2) TABERI 
RIAM, MG) M. 


yz% 3 题 


1. & fin s(2) 23 E ETUR ER, ARE EQ g) 是 可 测 集 . 

2. EH] f(x) 是 三 EMERGERE 是 ， 对 任 一 有 理 数 r, 集 
Ef >r) 得 可 测 、 如 果 这 释 乐 (f=?) enm [m FG) 是 哲 可 测 ? 

3. WE fi) 是 五 上 可 测 函 数 ， 介 ,下 分 别 汐 氏 中 的 开 集 与 团 集 .试问 
E(f € G), EGEF) J& d FIN, Xx HUE EE A) - EG: fn) € A). 


4. (D 证 明 S—lim.4.—lim (S-A). 
Gi) A 是 下 术 点 第 S n DARN, A= 0,1) , nobia 


As-( i.i). UEA G1 -eg 有 极限 并 求 之 ， | 

6. RFO), f.) (ue M) 是 定义 在 区 邮电 =[@, 61. 上 的 实 西数 ,+ 为 自 
Hk REESE f fi Vr) SOR E PREIE) 一 Fo)[<1r 的 点 所 
ROR. MER Ñ lim Efa f] 1/0)3& EE f«(2) Vct 1G) G3 


n— o)] d f, 

6. FB Xale) JG AE E WIESE GU, 试 证 对 于 任 一 集 列 {En}, 有 

Xizs(z) =lim Xzs(2), Xumzs(z) elimXss(z), 

从 而 集 列 E 的 极限 存在 等 价 于 函数 列 mG) 的 极限 在 在 。 

7. 设 (A 是 瑟 上 可 测 贸 数列 ， 试 证 它 的 收敛 点 集 与 发 艇 点 集 都 是 可 
An. | 

”提示 。 可 以 利用 第 5 题 . 
8. GE RE [0,1] 中 的 一 个 不 可 测 集 , 令 


K ) { z, T c. E, 
T] = 
A3 —2, x € E, ©oa 
E f(z) 在 [ao,11 EBRED (zn)! 是 否 可 测 ? 2 
9. di fola) 是 吾 上 几 平 处 处 有 限 的 可 调 函 数列 , 而 fa TE E. Ju 
kihk METAS o 与 正 测度 集 Ec E. 使 在 Eo 上 ,对 一 切 # 育 | 大 (z)] 
C, 
LJ igi . 


io. WMEE-[0,1] 上 的 可 测 函 数 F2, GESEEE aD XE ER ER Pra (o2 有 
mIDfaegic0. JERSE 3.1 有 无 泽 技 ? 
11. Jb fæ E — xc HEEREN, x) 是 a«z«b 上 的 可 测 
E zx HU Cg 22 J& "TEN GE 
i12. i f(x) R E Lu WES EG po) 是 AE E 的 单 n E EE E 
Md zug? 上 上 可 测 . 
. & fé XE ru yum, B vrnmuemoRR. uf OB) 是 
^ Xu BEDS, JB) 是 否 仍 可 测 。 
1. MÆR 上 定义 一 个 实 函 数 ， 使 它 在 每 个 区 间 上 的 限制 均 永 可 调 ， 
15. RARP] fau) EARE E bai mka F a 试 证 fs) JL 
kkh RAT fE. 
.16. RMRI] fir) 在 E LWERAF fo). BEE LIVE &b REG 
fs(mb*gG) ne TW, A E E bUFAA oega. 
1. RARA f.) EE LWERAT FO HLEA EROS fee 
mO, nERD 则 Ja) LPABARCSECE F, 
RRAZ] Fel) 0 E EWERT f(x). Wü fale) agale ned 
gm $e) dp E bae f. 
19. d mE« c, 5E 上 几 平 处 处 有限 的 可 测 通 数列 fa) 与 gs) 分 
BUBHBCHCECE. F0) F gie), WE eeg) WÜBENOEUCT fig). 


提示 ， 利 用 公式 ab (Co 3-592— (a—5)2), 


20. RANE C011. EMERGERE NL fala), ne 本， A E Of D 在 
[5 L)LBbAbÉCHCT 0, {E (ii) fs 2 TEE T CIS]. EA — BRAF O, 

2r. REBA {f) 在 名 上 几乎 处 处 收 化 于 丰 限 函数 法 证 , 存在 可 
MEA UD ,大 ER 使 在 每 个 Es Efa BKAT fi 《Wx) 为 等 测度 


5. 


22. 试 作 fo, 11 上 的 可 测 画 数 序列 4s) sean. 使 它 处 处 收敛 于 某 个 
几乎 处处 非 零 的 函数 f Ce), BER fahnen 不 调 订 收盘 于 Lf), 


STE 


第 四 章 ” 勒 员 格 积分 


本 章 在 前 面 所 讲 的 测度 论 基础 上 讨论 勒 贝 稿 积分 ， 它 是 本 书 
的 重点 内 容 ， 我 们 由 简单 画 数 的 积分 讲 起 ， 然 后 讲 一 般 可 测 函 数 
的 积分 ， 并 讨论 积分 的 人 性质， 特别 是 勒 维 《B,Leyi) 定理 ， 法 福 
- (P.Fatou) gg 2l 5519 DLE SE E, 即 平常 所 谓 积分 中 的 三 火 定理 , 所 
有 的 讨论 基本 上 适用 于 多 维 情形 .本 章 还 讲 了 重 积 分 交换 次 序 的 
MEE (G.Fubini) 定理 ， 就 一 维 情形 比较 黎 昌 积分 与 勒 只 格 积 
分 ,以 及 微分 与 积分 的 联系 , LS 积分 大 意 等 . 


81， 勒 只 格 积 分 的 引入 - 


35 UU jS LA RE 20 世纪 初 (1902 年 ) 法 国 数 学 家 勒 风 DI TUE. 
BU, E BLUR LDOICSE A Hh BEEERU UR LA (1854) 要 退 半 个 世 
纪 。 我 们 知道 , SEEOBU OR PL 物体 重心 ， 矩 六 等 问题 中 起 着 香 
GER, 但 这 些 都 限于 E. .近代 物理 与 概率 论 的 发 展 , HR 
更 为 精密 的 数学 工具 . 9i Hu s, FERRARESE AER 
MGECTOEBUSUTUKRAEBU USC XXERCTPISEC POT) SUR 349 
BE DER Sir 3 IER ELO UL IE ER EC S HR, WAR RS 
MG XH REL S BOE BRUCH, 重 积 分 交换 次 序 , Aø- 
JE 3 AGAS TEE EUER FF, 没有 勤 员 烙 积 分 铺 形 
那样 方便 ， 用 勒 页 格 积分 处 理 这 一 类 问题 是 相当 灵活 与 自然 的 . 
在 数学 史上 ， 正 是 由 于 这 一 类 问题 的 据 册 ， 才 促 使 勒 员 格 积分 的 产 
生 ， 事 实 上 , 如 果 不 用 勒 贝 祝 测 度 概 念 ， 数学 分 析 中 的 一 些 道理 很 
难 讲 清楚 (还 可 以 举 出 单调 函数 可 微 性 ， 储 立 呈 (J.B.Fourie?) 级 
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ÉUBBUESBOM.A .Parseval) 公 式 ， 歼 曼 可 积 通 数 的 充 要 条 件 等 
亲 题 )。 但 阅 时 应 指出 ,平常 遇 到 的 一 些 问题 ， 要 求 象 数学 分 析 那 
祥 处 理 也 就 够 了 . 

盘 贝 格 积 分 在 下 而 将 简称 为 积分 ， 它 的 处 理 方法 很 多 ， 这 里 
采用 的 方法 ， 是 以 测度 为 基础 ， 先 讲 简单 西数 的 积分 ， 表 讲 一 般 
可 测 淆 数 的 积分 ， 对 于 正信 函数 情形 .积分 实际 上 相当 于 某 一 特 
殊 类 型 集 ( 较 函数 的 定义 集 的 维 表 多 一 ) 的 测度 ， 这 里 所 用 的 方法 
与 第 二 章 处 理 测度 的 方法 相近 ， | 

现在 先 引 进 人 简单 函数 的 积分 。 以 下 总 假定 E DARAM, 
姐 不 限定 是 一 维 的 . f 

定义 1.1 设 玉 上 简单 西数 有 表示 ， 

9) = six GO, 
其 中 em Eo y) ERER, y, BERN ya 表示 
a WREN AE yma (注意 ， 这 是 有 限 项 和 ) 为 简单 夯 数 
LoGOdm-E wma c (1) 
这 里 积 分 记号 下 的 dm, 我 们 不 采用 dz， 以 示 积 分 运算 依赖 于 所 才 
塌 的 测度 四 (1) 中 积分 有 时 也 简写 成 | e dn. 

容易 验 明 , 在 定义 中 可 以 不 要 求 % 等 两 两 下界， 其 实 ; a X, 
HERA POSE oxe (1) SERE S U En Ev) HL ME ET 
c, 等 可 以 者 相 启 的 , RUE AERA A ER VT Jt P, | 
5 cm E= f 2 Ci mE) Ma i mE, 

k 173 6,7 3s 
=F vm Jy ED=E ym en 
Rl 5 d s 
因此 


EL 


| oGodn-r yam es 一 下 cim Ey, U 


这 就 说 明 , 简单 函数 的 积分 间 函 数 的 表示 式 无 头 , 积分 信 是 唯一 网 
定 的 (只 是 右边 的 和 另外 分 组 而 已 ). 

从 而 易 知 , 如 果 简 单 应 数 g(x) 的 正 部 与 负 部 分 别 汐 g(x) 与 
p(x), WA 


joco dm= foam oddm — 


5]2 1.1 简 革 函 才 的 积分 具有 线性 与 可 加 性 Go, pE 
E LMHAN, o,a 是 常数 , 财 有 


[oO GO) dm, f, PX) dm a | oxx)dm. 


(ii) o E LAFEN, EEUE, E E AITES 
AARS. RU 


| o dm= fs, oGOdn 十 | o COdn. 
UE ETMEGD. ShoHELIERTWICE E E SEES 上 时 , 它 
DERNEK Bub, pdm [, pdn 均 有 定义 ， 设 p KRR 
gE GEER 0000 
A m | 
[edm me Ey, Ne DU CE, Ne)) 
SE wm, (leor x y,mCE:D a) 
-L pdm 十 人 güm, 
-证 线性 (说 
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e) E s xp (x), eG) Ya x(x), | 
Wap tap: 也 是 简单 应 数 , 因而 它 有 积分 ， 容易 看 出 ， 对 每 一 对 
kj A 

Lo N eoe GO Fan x)dm 
—(a; yP Fai y? )mCe'? (Yet? 
=a fo Mu e.Godm af o "m gu x)dm. 


HERR LIRA, EA ES Ue e? 并 利用 己 证 的 可 加 
yE, 即 得 
f. (agi x) +a px) dm=a | mi(x)dm 十 oz| pax)dim, 
对 一 般 可 测 函数 的 积分 , 定义 如 下 . : 
定义 1.2 设 /Cx) 是 有 办 可 测 集 五 上 的 可 测 玖 数 ， 对 于 (x) 
=0 的 情形 , MAAA pla) 满足 Ops f(x) (x€ E), & 9 
变动 ,定义 f(x) 在 巨 上 的 积分 为 
[roodo sup | pdm. 0) 
此 式 右 边 为 非 灸 数 或 %。 如 果 此 景 为 有 限 , RA GO EE ERR 
否则 只 说 J(%) 在 EE 上 的 积分 为 oo (这 时 7 在 世上 有 积分 但 不 可 积 ) 
xrr Merit £60. 当 | fe m t -dm 不 同时 为 co 时, 定 


” 义 f(x) 在 是 上 前 积分 为 


， Fh uu over PP PIA Rum 


Pon Acen [poan W 

当 此 式 右边 丙 项 均 有 限时 , 也 只 有 在 这 时 ，f(%) 的 积分 是 有 限 的 ， 

我 们 称 f AELTER, WH FEL 或 简 记 为 FEL, ERRE, 

只 说 foo EE EARI (c 或 一 co， 分 别 计 应 于 co 一 “或 o 一 
- 106 ， 


eo,c 为 实数 )， 当 然 , 出 现 oo 一 oo 时 , 积分 是 没有 首义 的 . 

注意 , f(x) J& E 上 简单 函数 暑 ， fx) 的 积分 定义 (3)， (4) 
分 别 与 上 面 定义 (1), MAR, 

由 积分 定义 可 以 推出 几 点 简单 结论 ， 如果 可 测 函 数 fO. 
S(OD)TEE EJL- 4E AB FE oscg C) e fx), 出 当 了 可 积 时 , g 也 可 
FRE g 的 积分 不 超过 了 的 积分 ， 这 是 因为 ， 


| g(x)dms; sup | p(x dm < sup f edm 
B orep JE TRE 


=È Game, 


XC EUR T PALEIS (ptos AEA (uos us fl, HN 
而 相应 于 前 者 的 上 确 界 不 可 能 比 后 着 大 。 此 旬 ， 还 可 以 看 出 ， 第 

其 实 , BSEC EORUM IE FD 1 M(xEE)， 那 么 对 于 下 的 正 
WE. 负 部 也 有 FOOD SUM, fL oO) SUM . 故 据 积分 的 定义 知 .. 


J; f. f) dm sup. f p(x)dm< sup, sx) dm 


aM- mEÉ« oa. 
同 理 
人 六 edm<eo. 

办 而 (4) 有 有 边 的 差 为 有 限 数 , 即 了 FELUR. 并且 由 证 明 容易 夏 
Hl, f(x) 的 积分 的 绝对 值 不 超过 MmE, IE 

ATERIAAN NEMEAN, 我 们 用 反 证 法 . 

=(=), E5 E{f=— 0), c 
BEHE E ^ E, 中 至 少 有 一 个 集 的 测度 为 正 数 , 不 妨 设 om 已 
720 .那么 对 任何 nc 记 Eram GO, EE. 损 积分 定义 可 
得 . : ; 
dO? - 


f f. Güdmizon- mE, n€N, 


nix, f dm= co, 而 (和) 右边 不 可 能 为 有 限 数 ,这 同 了 的 可 积 性 候 
设 相 矛盾 ， 

埠 贝 格 积分 还 有 一 个 重要 特性 ; 对 于 给 定 的 可 测 函 数 ,了 与 
17 | 的 可 积 性 相同 ， FXE BITA MOKI), 
10 «VM Go LB A, H f- KAR, AT S ARTA. 反之, Nf 
可 积 时 , f. 与 矿 均 可 积 . 令 E, S E(F 0), EEU 0) tg 
g- E EJIIS 0«cp «cf. SpF RTA, E pe 
9- 合 成 的 简单 函数 
| 9-9. tp- 
满足 o<e<171， 且 反之 亦 然 BICI PUERERUMS SEI E 
有 


[i 


E » f g(x)dm- sup (pamt | p(x)dm} 


IN plxjdm+ Sap, f Cx)dm 


oard 
= B -" f, p+ Codmt Sip Lo-00dn. 
Crete rim, 
MEDII 0l 
INO! io f, (dm " f.Gdn. 


由 上 上 面 初步 讨论 , 我 们 已 看 到 了 积分 的 一 些 特点 ; ERER 
分 有 不 少 便利 之 处 . 
如 果 要 考虑 无 界 集 上 的 积分 ， 可 以 采用 处 理 无 界 集 油 度 前 广 
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法 。 设 (x) 是 定义 在 整个 空间 全 上 的 可 浏 甬 数 .。 陪 一 渐 张 的 
方 体 询 ( 当 空间 维 数 WP j, ARPAS) MACA 
EL R=i A,, TOR 


lim L IFC) ldm 


FEEL ROLBREBTRETFIA E), 就 称 ACER 
上 可 积 ， 积 分 沁 为 


[e fG0ds— lim |, feaz, 


ARRETE, 35 BLAN DCOCHE ZR A KFR. UR DOS 
TER HUE f(x) 只 在 Rr 的 一 个 子 集 E 上 有 定义 ， 那 么 fO 在 
E 上 的 积分 可 在 形式 改写 成 在 整个 空间 RI 上 的 积分 来 讨论 ， 这 . 
是 因为 , 引进 集 E 的 特征 函数 nee) 时 , 可 以 认为 函数 (x)Xs(x》 
在 整个 空间 有 定义 (在 多 瑟 上 它 等 于 0)， 
而 且 有 
f, dm= |: 760 Geam 

于 是 f(x) 在 EE 上 的 可 积 性 就 化 为 了 (x)xs(x) 在 R' 上 的 可 积 性 。 

最 后 , 我 们 简单 地 指出 积分 的 几何 意义 (参看 图 13)， 考 察 一 
维 点 集 已 上 的 可 积 画 教 AGO, Fl EC), EC) 分 别 表示 二 维 点 
sí u 
E(fF) - AG, yix € E, 0 ys f (x)), 
E(f.) -A(x, y): x € E, Os yz f(x), 


别 积 分 (f(x)dm 的 几何 意义 是 二 维 点 集 E O 的 “面积 "(测度 } 


MELEAR E(f_) 的 “面积 "之 差 , 即 
. H)9 - 


Sn 


| /GOdme mEG )— mEG. 


KAREE REIRI E 
AEMET. 


8$2 ”积分 的 性 质 


Bags 积分 的 几何 音义 本 节 讨论 积分 的 基本 性 质 ， 
定理 2.1 (有 限 可 加 性 ) 设 f(*x) 是 有 界 可 测 集 三 上 的 可 积 


EJ 


WAR ESU EEE, 靠 均 可 注 县 两 两 不 相交 , 则 有 


ham f IG) dne f, Haydab mn ntf, Adn, 


OE 据 积 分 的 定义 ,不妨 假 定 fao, Tu n=? 情形 证 表 ， 
一 般 情 形 可 用 归纳 法 完成 、 设 E=EiU Bs, E, Ei Ø, E, E: 均 
Er MES 


f fdm= sup f. qdm- sup (Loan. gdm}. 


WAME OKP) (x€ E) 的 简单 函数 g(x) 可 以 一 分 为 
二 ，9 与 o， 它 们 分 别 是 限制 在 E, E. 上 满足 0<g1(x)<f(x) 
(€ E), oou) GO € Es) 的 两 个 简 音 函数。 有 反之， 这 样 
两 个 简单 函 儿 可 以 合成 一 个 简单 函数 g， 满 中 oC) Gn) 
(x€ E), 因此 


ab {fa odat fi odn} - 


= syp i $i dm 二 |。 Qa "m 


oar «f 
q&9, «fr 
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= SUD f. gidmc sup, pdm 
E; 


parf Gapa 


=Í, dans], f dm, 


故 有 限 可 加 性 成 立 ， 
定理 2.2 (绝对 连续 性 ) 设 FORRAR T NAE rug. 
WIE- EM o, HER 0. 4E mACE 


fen | <e 
证 ”不妨 就 了 >>6 来 证 ， 据 积分 定义 , 有 简单 函数 ge(x), 0< 
go(x)<<f(x)(xEEE) 合 | 
f o dm |, fGOdm-e/2, 
取 EE 的 于 集 e REWE me.max gi(x)«C6/2, RE 
| esGOdmsmax gi) ,me<e/2. 
Xd s) GG E) 到 | Jin |, utm, tritico 
得 到 


| f dm= n fdm-| f dm< f os dt S| gdm | 


TRN f(z， 可 分 别 考 卉 它 的 正 部 与 负 部 , 信用 
| fam | <f, fame fram 
并 利用 已 证 结果 来 讨论 ，， 


il. 


a À Ooo me a M- WH m esce. mH > a 


定 于 2.2 MES 性 质 称 为 积分 分 的 纯 对 连续 性 E, REMUOB EXE 
REH, AREN, ERR ICE E SENIORE. 

PIRRE o 可 加 性 与 线性 ， 我 但 将 分 路 米 讨 
$, 

EM 2-3 (o 可 加 性 ) 设 f(x) 是 有 界 可 调集 已 上 的 可 测 函 数 ， 


k 


dn f. {dmt L fdm ee, fdmn4 


证 ARSE U E, 则 由 假设 知 mRs0 (aco), ERU 
SARTHE A 


Jfen-[|, Fame, fame e f fam] J, fám. 
出 于 mn oo), 故 据 积 分 的 绝对 连续 性 , 可 得 
lim f. fdm-. 


这 就 证 明了 积分 的 o 可 加 性 ， | 

我 们 指出 , 34 f(2)2»0 时 , 积分 的 o 可 如 性 与 测度 的 g 可 吉 性 
很 类 似 , 如 果 把 积分 看 成 高 一 维 的 测度 , 前 者 是 后 者 的 特例 ; 如 吴 
把 测度 看 成 集 的 特征 函数 的 积分 时 ， 则 明显 地 前 者 又 蕴含 后 者 . 

为 了 讨论 积分 的 线性 , 我 们 引进 一 个 基本 避 理 . 

ELEM R/O) RANTAA E EPATRAR, 
TIX n ENERE 

LENEA, limf =f) (EE) 


BBARR, 网 
-lže 


f. Hey m= limf f) dm. 


证 “第 一 步 ， 在 分 析 中 已 经 知道 , ARAR GEE 
或 无 穷 大 )、 四 而 对 每 个 EE, 极限 lim fx) 存在， 对 于 任意 的 


FEAR n Ej p. Ti FLOS Fau(x). 4 pco 18 FO x). die 
[ iG0 doo { f. G0d, 
从 而 | | 
[fGodmzlimf, F(x) dm; 
证 边 极 限 存在 是 由 于 数列 {| Sdm) ， 的 单调 性 。 下 面 建立 相反 - 
的 不 等 式 ， 
第 二 步 . 任 取 e>0, 令 EE,(z)=E(f 一 J.>e), 则 
lim mee)}= 0, 
XS der] EE,(6) 对 每 个 。>0 BAESEWER EC DUE 
(f 一 eo) 的 于 集 , 它 的 测度 为 0， 又 因 {f,} 是 单调 增加 序列 ， EY 
是 渐 缩 序 列 , 据 第 二 章 定 理 3.6 有 
lim mE) m f, E.(2))—9. 
于 是 据 定理 2.2 得 


hn fend 


X pi X 


f 、 fGodw | Cf.) edm 
EF n) "T 


Ern 


iti- —- 


<| f.Godm mE, 
SATIRE IE RT ES 
[/Godm- f dmt, p f COdm 


Egje) 
<| fadmt famtemE. | 
S onoco 得 到 
f CO dmsinf, f(x) dmt emE. 
由 。 的 任意 性 ,有 | 
ff Oamlim{ Foam. 


合并 所 得 两 步 结果 , 便 证 明了 基本 引 理 . 
注 EERIE ETERRA (xz) 可 积 而 只 要 求 它 有 积 
分 , 结论 仍然 正确 , 设 简 单 函数 列 {f.(x)} 与 非 负 可 测 函 数 f(x) 满 
BRE 2. . 
oJ GO fioe, im G0 f(x €E), 


w 
| O duin | fdn. 
这 个 结论 当 f(x) 不 可 积 时 , HOS 
lim | f (dme eo, 


证 明 如 下 。 因 7(xe) 交 积分 为 co, 对 任何 正 数 IV, 有 一个 简单 
XE e(x)E m osxo(x«f)i 


| o COduN. 


-= ili:: 


由 于 fio) Fx) (a eo), F o0 c inf Cf Go), g(x)), n€N. 
WA lim g, ()=p(s) E ig JUS 7 l 

0s gs gx) 
序列 {g,} 与 它 的 极限 gq 3525 ff 36 RA, 符合 基本 引 弄 中 的 条 件 ， Pra 
grobe d Riga xu. A ， 


Tomcefaeom 
但 a fo), AS, Kedma feodi. Bm 
lim {fam im f, o Gan | ot) amo, 
这 就 证 明了 
lim | fG0dm es. 
注意 , 基本 相 理 的 结论 名 内 写成 88 
l fa lipf.GOdmlim | farm, 
即 扬 述 的 是 关于 函数 列 的 极限 与 积分 交换 次 序 问题 ， 引 理 表 明 ， 
3f DURCBU IHR RES EUD- B A EON (4. 
EHZA SERE 1.2, EATE /GO AEn, MEAE 
本 引 理 中 条 件 的 简单 下 数列 f C3 可 以 具体 构造 出 来 … 假如 先 
定义 了 简单 函数 的 积分 ， 借 用 这 个 引 理 就 可 引进 积分 的 定义 ， 当 
研究 积分 的 性 质 时 ， 不 一 定 非 拘泥 于 碌 始 定义 不 癌 ， 我 们 应 根据 
具体 情况 灵活 选择 方法 ， 例如 下 面 的 定理 2.4 与 2.5， 用 基本 引 
驼 洲 讨论 就 显得 方便 些 ， 它 的 主要 想 粥 是 将 有 关 确 界 欧 运算 化 为 
极限 的 运算 .当然 , 这 些 定理 也 可 以 用 积分 的 原始 定义 来 论证 .以 
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pr ES e 0c 


下 我 们 将 突出 基本 引 理 的 作用 , 并 经 常 使 用 它 . 
定理 24 dt f(x)fg E LTR MAEN c, cf(z) 也 可 


3n, [T f(x) dm= f. of GOdm, 


证 Beo 这 时 可 对 S MGE, 负 部 分 别 应用 某 术 引 再 ; 取 
GE TUIUBIS NER UR MOI g.(x) (根据 第 三 党 定理 1.3), 
0p.) pi lim ginem f (x), 


并 用 记号 (cf ERAR cf KIER. DC org 
Jue tmn, Corne lim Syp dm 
=¢ [ fid. 
enam futi D 


n (D dno J, (ef). di- en dm 

| b! f def , feines fmc | m 
s eco, Bii £o f f EREA 
Ji nimo, tim [dn fen ttm] 


-Ja 
JAMI 
* 11. 


(Cpam=—| Cream — C |, fdm =ef fam. 


定理 全 部 得 证 . 

上 画报 述 中 , (CARRA: C= ca). RM, 记号 
f 十 9 ERER (P cg) 0) — f G0 c g( x), 等 等 , 这 些 都 与 平常 习 
项 一 致 . MEM 

定理 2,5 Hed E EESTA W/+tIA H 


f pfam È gdm =È CA)am | 


证 RII) 取 西 个 非 负 北 增 的 简单 西数 列 {f.} 与 
feel lim G0 fG0, im o GO a0, BERTI. 


ioh ER : 


n tete, — 


cheat. 

于 是 对 />0, 920 USE BERGE, | 

对 于 一 般 情形 , BUT 

CF 9). Sft gr 
BUL, fg. (fg). Fh, fep (fg) --h. 其 中 天 是 非 负 
n We Xe. 且 满 足 

m ^o oxhef ed gs. 
注意 到 当 f, g 可 积 时 ,了 4, ge 均 可 积 , 因而 BTR 于 是 根据 上 
面 的 讨论 ,有 


f f- dmt adm 4 (f. g.)dm 


"i117 = 


oh Pepe i e s i Ro em n mA a nn 


[ne hldm 


=| Fto} dm 十 f idm. 
Uu | dm u f. 9- dm= RG +g)- dm [ idm, 
EPIS I ERER, E 

I. jdm f. gdm- |, (- dm. 


定理 2.4 与 2.5 ERRA HRE 
定理 2.6 B, gTEE ESTR, BEOS), Wi 
| fanal, yda O LZ 
证 由 定理 2.4 2. q, Ag(x)-— Oe sr Pn M, m 
f. — oa 人 f dm. 


EPAR LS AURE LEAI So MANATA, 
我 们 指出 , 作为 定理 的 推论 ,有 ， B OARIGOB, Mapa, BÆ 
实数 ， pu u NUS : Di 


A-mE<{ fdin<B mE, 


EE 0o uos 


IM ETE 
S PRECES SEE xvm nj cinco 


BrSEREAR FER. ~O, ZEE a. 
dE 充分 性 . ——"' mov 


J dm [.. LOL dmt MG Ldm 
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= EE x)dm. 
LN p(x) 


BT mE 2-0) 0, E MEENA Bu RE E= 0) ERRA 
o, i| 1G Lame. 
DEHE En 为 自然 数 ， 我 们 有 
d „t 
[HO dn, s, Odma m EUS. 


KERS FG) 1dm=0 得 知 EUF), FREG 0) 
TUER | mE | 


EG) Efl, 


TS — 


7omE(f&0)« Bern > > )=0, 


这 便 证 明了 f~0，- IE" 

Bil EJNAR f(x) 与 0(x) 对 等 ,网 由 dG) S755 
DET g(x) 的 可 积 性 , 所 积分 值 相 局 . 

注 1 以 上 的 一 些 定理 。 例 如 定理 2.3 一 2.8， 在 适当 的 改 述 
下 ; 对 不 可 积 画 数 但 有 积分 ,. 也 可 得 到 相应 的 命题 ,读者 试 参考 基 
本 引 理 后 的 注 加 以 考研 ， 

注 2 ”由 定理 2-7 的 推论 可 知 ， 藻 些 定理 例如 定理 2.6 与 基 
本 引 理 等 ,有 关 条 件 并 不 要 求 处 处 戌 立 而 只 人 须 几乎 处 处 成 立 , MA 
仍然 正确 。 这 个 注 对 后 面 的 讨论 也 适用 . 

注 5 LEGESD.1—2.0, 均 可 以 转 到 元 界 集 情形 .方法 是 ， 
据 无 异 集 上 函数 积分 的 定义 , 先 用 有 噶 集 上 积分 来 各 各 ; 然后 再 对 

di- 


有 办 焦 情 形 利用 已 证 绪 果 ， 册 于 这 种 方法 是 例 行 的 ， 为 避免 级 述 
上 的 重复 ,我 们 都 从 咯 , 只 在 下 面 给 出 一 个 代表 性 的 例子 ， 

BER fx) 在 (一 co, oo) 上 可 积 . 试 证 (4) 的 积分 具有 绝对 
连续 性 . | 

E X Ann) nEN, SATAR, BR limf IfI dm 


存在 为 有 限 ， 故 对 任意 的 60, 存在 自然 数 和 ,使 
{ lamee)s, f. HIdm<eya 
因为 了 在 (一 co, co) 上 可 积 , 7 在 有 限 区 间 ( 一 六, N) 上 也 可 积 ， 据 
已 证 明 的 定理 2.2， 存 在 00, E4 e" CC, N), me 时 有 
Url 
现 设 。 是 (一 so， ) 中 满足 me<<6 的 任 一 集 ， 那 么 ， 由 等 式 


f fdm-[ y, NLLMEN fdm+ y, „fam 


可 以 看 出 ,有 边 每 一 项 的 绝对 位 部 小 于 e/3, 因而 | | fdm]<e， 合 

题 得 证 . | | 
读者 试 考虑 一 下 ,上 面 证 明 中 用 到 无 内 集 上 积分 的 那些 性 质 , 

为 使 丈 辑 上 不 发 生 矛 盾 , 应 怎样 安排 它们 的 次 序 ? 

在 本 节 最 后 ， 我 们 来 考虑 可 积 函 数 用 连 娃 盘 数 的 一 种 平均 去 

82 2.01 iR /(x) RHINBSEE Et SIRUER EAM 
HES e FEE ESSEN oC) 
NOROC 


E HERSEN, If ER 了 ,在 简 单 辜 数 gr, pfe 
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人 da< ei din e/2, 
同样 , 有 简单 函数 wx, Opa f 
[ f- amc] oam ez. 
4 o—9:—9, 则 是 五 上 的 简单 应 数 , 并 卫 


(lf -9am Lot dmt {1f-—galdm | 


=| E. od dme | Ure dame. 


$E 由 引 再 的 证 明 可 见 , HUR fM. ON SSMO E), Bl 
下 理 中 所 取 的 g 也 满足 1p(x)|l<M (€ E). 

引 理 2.2 RE mia b]rpsgep mss, MER £776, 
o, b EEEREN), 使 


f. 51 ORTO, | dm«s a 


证 由 于 xs (x) EBK I= fa, 5] 上 的 有 办 可 测 函 煞 ， 
lxeGO |<1. 据 第 三 章 定 理 3.2， 存 在 实 直线 上 的 连续 函数 ga), 
使 mI (cg) <e/2 HAWE 19(4)1<<1. 显然 , g 在 (a, 6] 上 这 
MET EIE 


[E 


MELLE dum ao Drs — g(x) dm 
PPM 
ctt 


X3 2.8 m/f) 是 [a ENTRER, siiis 
有 fc, 2O8. 1-1 1 g(x) 
. ibi. 


一 一 ——————— PEE 


”证 据 引 理 2.1, 取 简单 函数 gp(x) 一 开 cs Xe, (X), 


f. ài 1/G0— p(x) dm«e/2. | 
再 据 引 理 2.2, XE8EA- km 1,2, sn, Co, DJERRI (2), 
使 ， 

fa 5 lxx, (x)— (x) |dm2/2M. 


其 中 M-cklebbeklel $ =È aoa) NA g 是 7 
连续 的 且 


f, MGO-ocoOlams THCO-eColam 
Las B] . H J 


十 | lo) o(s) ldm 
<e/2+ É, laf xs GO i dm 
<e/2+È |a -e/2M «e, | | | - 
定理 得 证 . mE 
着 重 指出 ， 由 定理 的 证 明 不 难看 出 ， 当 sup] f(x) | - Moo * 


时 ， 定理 结论 中 的 9(z) 也 可 这 样 的 选择 使 supigGo Is M iE. 


所 证 定理 表明 , n T RRAC MGR TEE: 
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55 ”积分 序列 的 极限 


本 节 煞 述 的 上 个 定理 在 应 用 上 是 很 广泛 的 ， 我 们 先 由 一 条 先 
As A. | | | | 
定理 3.1 dE (x). wn € N) H3 E ERATAN, 


B f ua), BI 


| AC dm =Ë | mC) dim, 
证 对 每 个 自然 数 s RERBA (os REN, 满足 
0o, Go, ir) . lim gy x) xy, 
4o) x 9n QU, REA LEN, o) AENDA 


函数 列 , H. 
lim qiix) f(x). 


ER RO CO 的 非 负 明 增 钼 是 明显 的 ， 由 它 的 渴 增 性 
推 知 极限 lim CO fEZE. XE n € RI, puia) S G0, 放 对 n= 


2, ^, & RAIG UT e Be E ~ 
giCx) an Gc) En Y CIE ESES 
从 而 lim px(x)<<f(x); 另 一 方面, XERET- ELEME r5 Rr 时 ,有 
ei) E. o, (x) SERRE r, arn oo d lim gpa) 3S wx) ,再 
A r9» f lim e, GO REC - 因而 等 式 Bm gu(x) — FC) REL. 


于 是 , 据 S2SCESIBORÉRUESHO C c 
| Opa 


| (%)dm= lim psx)dm=lim 位 Lo. Ri x)dm} 


«Ef «cas 
男 二 方面 ,由 定理 2.5 5: 2.0, HEAREN, 
à l s) dm= J, Hula) ra) )dm 


«| f GOdn. 
从 而 
B note rm. 
联合 所 待 网 不 等 式 便 证 明了 定理 的 结论 ， 


我 们 着 重 指出 ， 定 理 中 并 没有 假定 f(x) 的 可 积 性 如 果 级 
aÈ, fim ctt esr oU FG R, EUER. «i007. 


平 处 处 有 限 . 
”作为 练习 , 读 省 可 以 验证 ， 由 定理 s. 1 可 以 得 出 积分 的 0 可 加 
Ms 
EKSIM RULE TIBRE, EEEN 5.1 的 变形 . 
定理 0.2 设 可 测 血 数列 注 足 下 面 的 性 质 ， 
0sz f iC) fa( x) n lim f, (x)= feo. 


M /.(x) BRZERDERCT. /6 的 积分 ， 
v ptam tia]. foods. 


-证 uin deer NMED. & 
ux) GO Fea un ER (x) 0, | 


“Rd. 


JU ALBR 3.1 有 
[fco dn- E f 0.607 fam 


Siimh | GG) f(s) dm 
-ümf, E GO- )dm 
lim | fx)dm, 


在 这 里 我 们 利用 了 积分 的 线性 , 并 需要 假设 一 切 7,00) 均 可 积 , 但 
当 出 现 了 基 个 卢 不 可 积 时 ,可 以 直接 看 出 ， 所 要 证 的 等 式 两 边 都 
撤 为 cc， 定 理 得 证 ， 

注 1 在 上 面 定 理 3.2 中 并 未 假定 f CO HYRE HRR 


lim 人 .六 gm 存在 为 有 限时 , 可 以 断定 了 可 积 (内 若 地 不 可 积 ， 据 


定理 3.2 将 有 lim | faim ee). 
(dEG ”如 果 把 积分 看 成 高 一 维 的 测度 ， 读 者 试 将 其 维 定理 同 
第 二 章 定理 3.6 的 (i) 相 比较 。 
利用 惑 维 定理 易 证 下 列 法 杜 定理 . 
定理 5.5 设 f.(x) MERTEM, M 
[lim f(a) dmlim|. fiam. 
证 b in), fal), nb RENE EN, 
mF), E | 
Om (x) un (x) nns limaa lim f,x). 
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于 是 对 积分 列 { ud。 可 以 应 用 定理 3.2, RNA 


f. lim u(x)dm— limf uC) dm, 


或 | 0 
f lim f dm lim, n. Gm 


- HII s GO. G0. nEN, 和 [mdm fam. 


从 而 
lim [e GO dmeclim| food. 
sic K 
le Fo dmelim[, f.m. 
定理 得 证 . 


我 们 看 到 ， 法 杜 定理 中 对 函数 殉 所 加 的 条 件 比 较 人 入 单 主要 的 
就 是 非 负 列 这 一 条 件 ， 当 然 ， 这 时 函数 列 的 株 限 与 积分 列 的 极 孔 
都 不 一 定 存在 . 假如 两 个 极限 都 存在 ， 定理 中 的 下 极限 自然 应 疏 为 
极限 . 此 外 ， 定理 结论 中 严格 不 等 式 可 能 成 立 . HATH. 

p ux, 1]. ERO PORC f C) l i 
n, xzE (0， ams 
0, x€ (0, dm) 
nC€N, 网 有 f(x)— lim f. (x) 0, 因而 了 的 积分 等 于 0. fB fa 的 


BRAY 1, d E 


vf = 


人 fam e lim fdm, | 


[0, 1] 
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利用 法 杜 定理 不 难 证 明 下 列 勒 贝 阁 控 制 收 笋 定理 ， 它 存 函 歼 
论 . 微分 方程 与 概率 论 中 是 极为 常用 的 工具 - 

定理 3.4 ” 设 可 测 函 数列 {f.(x)} 油 足下 述 条 件 , f) 的 极 
REE. feos f(x), BETREN g(x) 使 


IG) (x€E acm) W 
WA. 可 积 且 有 | 


f. "e 7A - D 


证 ”由 定理 条 件 (1) 易 知 ， fC) go) € E), pm 
g WT, WaR, MRRP gtfn SWR 
{olx} + FOIE Hg s 3.3 


lim È (g()4- f.) anco im. (Cx) f ))dm 


| (0 S 00" FG0Ydm, 
从 而 据 积分 的 线性 , 即 有 
| Him |. f. Gode [ fGndm. (3) 
38, 由 条 件 (1) 得 出 900 — 00270, 应 用 定理 3.3 可 得 
Tmf LG) dam) fdm, 4) 


于 是 由 (3), (4) 看 出 ,极限 inf fim f 存在 且 (2) 成 立 。 


定理 得 证 . 
推论 设 mE<co, E.ES IB BERI CA GO) HARIA) M. 
(x€ E, nC), M SERI f(x) - lini f, G5; 网 f(z) TR; d 
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【2 成 立 . 
这 是 定理 3.4 的 一 个 重要 特例 ， HOD CER. 
s 广 1 定理 3-4 BRAT I EMEBLEISTE GS, MAARE 
Ifaa (EN) - ; 
不 忆 上 几乎 外 外 成立, g 可 积 这 一 条 件 不 变 ， 极限 lim f(x) 也 只 


须 儿 平 处 处 存在 , 则 定理 的 所 有 结论 都 保持 成 立 :此 注 对 定 苷 3. 
一 3.3 WHH. 

注 2 定理 3.4 IERI HE) SHADE E ca CL A 
HR TCR 为 具有 势 A EERE, o 是 它 的 一 个 聚 点 ， 可 测 函 
数 族 aGORa WE fee) (€ E, a€ DI g 可 积 ， 
lim f. (x)— £x), RI f ARERR WEBER UBI REA 


eo 


的 方法 . | 
同时 , 定理 3.4 rp] E 4S SOE AU 4, JEXURSEUECOUE 
理 例 外 . 定理 的 这 种 推广 在 积分 好 下 求 导数 ， 积 分 变换 中 是 很 有 
用 的 . 8 
应 当 注 意 ， 定理 中 庆 列 受 可 积 范 数 控制 这 一 条 作 不 可 作 
则 结论 未 必 成 立 ， 反 例 见 定理 3.3 后 的 傅 ， 
H EDAR t€ Do, PÆL, OETA BURTR ER 


数 ;对 每 个 xE Lo, 的 关于 eder, Ho CC i | r6 0| 
<C, axb, SISA, MEAR 


di dla " f(x, dx f. 3 qs Dax, rp. 

其 中 我 们 用 dx nm dm, PURA ERBUS. 其 实 ， 报 徽 分 学 
中 值 定 理 ， 
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$4 sau f Dda=lim [. PU FG CHO Gs DJdx 


—lim I. arf td 
dme 
ER 


据 条 件 | -总 D|<C, 应 用 有 界 收 做 定理 得 


af anaf 。 li DA Lf. Hn fo, dx 


-f. E- È f(x, t)dx. 


ACRI EOS BU RUMBO DOM e do 
定理 3.5 设 mE<co, ELETDAÉAROUIGO NOE AMI 
Hf (xMo(x) (x&€ E, nc) 
Jo 可 积 ,又 设 六 测度 收 基于 S. BA STR, B. 


f f(x) dm= imf. fx. 


证 “第 一 步 ， 证 册 fO) 的 再 积 性 ， 

Ej 测度 收敛 于 上 据 第 三 章 定 理 2.2， TETS Afa}, 
JL Ab ble CT f. ARERR O Egte E ELPA 
成 立 ， 令 koo 48 KNEE LOUPE REY. 因 g 可 
P, JEE LIIM. 


第 二 步 。 对 任意 的 。>0, R g HAREE 82 gia. 2 
在 40, 使 当 mex (ec ERA 


i 
th- 


f —— 
当 如 确定 后 , 取 正 数 了 使 7 mE efe, 然后 将 互 分 解 为 下 列 


* I28- 


两 个 互 不 相交 的 集 的 并 ， . 
AK) —E(CFf.— fi». 
Big) —E-- A0). . 
BUE f MERAT f, mA) 0(n- 99) .因而 存在 自然 数 UV, 使 
当 nN BjomAQ(n)«06. 从 而 


m gdm«s/4, n N. 
注意 , 这 里 N 依赖 子 Do ARAF e RIE 


|f fein fam | ef ttem ftam 


-| | 一 用 dmt "m Lf. f Hm. | 
MUS Ho, 有 
j Esto Mf ldan: By «mE; 


而 对 第 一 个 积分 ， 注意 到 1AG2— FONK È 上 几乎 处 
AERE CH. 


b o Lf. f| dme; f p p uno u 
Mac Nd, UNT Deme DAE RN M... 
Jf fdm 一 | 。 fan curte 


， 定 理 得 证 。， 
X mE«Coo B, 此 定理 是 定理 3.4 aj. BOR Jus i oic 
EAN. 从 定理 的 证 明 中 可 以 看 测 ， 实际 上 我 们 证 明了 


lim f. IA -dm 
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”党 
它 较 定 理 的 结论 为 强 ， 这 是 所 亩 在 可 积 函 数 类 中 的 一 种 平均 收敛 
VE. s 


$4 ”及 积分 与 积分 的 比较 
为 了 对 数学 分 析 中 某 些 结果 加 深 吾 解 ， 这 里 就 一 维 情形 考 氏 
7 BR EE [8] La, 6 ] EE BS ORR. 对 7 的 黎 虹 积分 (简称 只 积 分 ) 
与 勒 贝 格 积分 《简称 工 积分 ) 进行 车 于 比较 ， 并 限于 下 列 三 个 广 
H. 1 
第 一 , 就 可 积 函数 的 范围 来 看 , 工 积分 缠 中 积分 广泛 ， 
首先 网 记 一 下 民 积 分 的 概念 设 fx) 是 定义 在 [e, 所 上 的 有 
FEA, 用 分 点 
Xoy—0 x x = 
将 区 间 [a, 5153 n REA, E REIN CRI Es ti EER— AS, 
4—0,1,*,n—1, TESI 
c-E f(&)Ona-x). . 
del Ae max(xi— x). 如 果 对 任意 的 分 法 与 $; HEERE, E 


4 一 6 M, c 趋 于 有 限 的 极限 工 则 称 它 为 了 在 to, UERR aA, iE 


(0) 人 fonda. 


为 对 积分 作 进 一 步 讨论 , 考察 所 谓 积 分 大和 5 与 小 和 ss， 用 
M, 与 m 分 别 表示 7( ERM [% 和 ， 为 * 司 上 上 的 上 确 界 与 下 确 界 。 
令 
s-E Mi xax» S 7 


. ISl. 


kae w mor me ari Ma mihe MALIE PE 


.Rl » ` 
: SX max) 


并 分 别称 为 了 的 积分 大 和 与 小 和 ， 我 们 有 

定理 4.1 GUN fEl, bE RR 可 积 的 充 票 条 件 是 ， 滞 
1 一 0 时 ,大 和 S 与 小 和 * SP ISI 7. 
证 “充分 性 ， 由 积分 大 和 与 小 和 的 定义 , 显然 可 见 


s«E f(0Gui 9)«8, 


PAIS s ed ROI Pl d, 对 [E656] HERAA A ERR 
^ i 


JE Aemme | «$009, . 


KE Gaz) I0, E F Ela 6] E RTR 


0C WEÉPES 设 了 在 [a.b] ERAR, JM ERE 0, Lid 
0, 使 当 A«Cd 时 


[E fax) T] «us. 


注意 到 上 述 不 等 式 对 所 HERRER RIT A eh KA 
Lr 2 中 取 这 样 的 $i f p 


e == mb — 
| Mi -EED y i79 ,n—1. 


这 可 以 做 到 ,由 于 M ÆI Xe ERA EHE IER. 
于 是 


人 ut E Mix tE FG) 
«x | Ma FCR | Gn i7 Xp 


1880 - 


Xi Cm 一 入 )=8/2. 


因而 得 到 , 当 4<<6 时 1S 一 T1<e， 这 表明 , 当 4 一 0 时 SO. 同 理 
可 证 , 当 4 一 0 时 sI, . 

利用 定理 4.1,， 立即 可 证 , [a, 5]. EMAAR R TR 
的 .fa, 的 上 的 连续 函数 必然 RR RTBU CR AMIDRCRHEBE N RIR 
函数 存在 ， 此 外 ， 非 尺 可 积 的 函数 的 鲍 是 容易 举 出 的 。 例 如， 在 
[o 1] EXE SEA ICE AS RE AIC Y | 

" 0, $ x WIRK, 
$x)= [D 
1, 若 x 为 有 理 数 ， 0 

就 不 是 OR 可 积 的 ， 事 实 上 ,对 区 间 [0, 1] 的 任意 分 法 ， 一 切 积分 大 
和 等 于 1, 一 切 小 种 等 于 0。 但 是 往 意 到 冰 (*)~0， 就 知道 $9 的 工 
积分 存在 且 等 于 0. 

实际 上 ,我们 有 更 一 般 的 结论 ， 即 

定理 4,2 GEN B ECL ESSI BUE XR TH POEM 
积 , 屿 积分 值 要 等， 。 5. 

和 证“ 设 F(x) 在 ra, bE RIR, CUES Moni. WE 
Kia, JRA a css A be eus e 


D;a=x'9 cuu. e pu =b, 

B D 的 分 点 包含 D 的 分 点 :ie GORPH D) 是 全 序 集 )， 
并 使 
和 一 max( 2 xq eo (100), 

考察 简单 函数 询 ” Goa 


m eP galal (R20, 1,7, 1,771), 
f(x) "Ut n MS " 


ot 483 5, 


Soa TWR TTA ES P em EIN IEEE 


其 中 mi? 表示 了 在 小 区 闻 Dod, aih ] 上 的 下 兢 界 . 显然 ;的 上 
积分 为 


J. LE fx)dm— x mu? mC Lx) 


= bi mi P Gd E )» 


此 式 右 边 正 是 积分 小 和 s， 册 假设 SARTE, S 1roo( 420) 
Bh sF fH RRA. 至于 上 式 左边 的 积分 , 由 于 

— Mf G)«fii x) M, 
BEAR CAXUENS.S 对 序列 MALGORRD, M 


j=} 


MEREHT, Him f<) IBS, BEEREN FC) IE CUI 


im f, 51 Read =f 5] imf ()dm-- GO Fada), 


RIMP 代替 上 述 mi? ,这 里 的 记号 是 不 言 面 喻 的 ) 可 得 

. — E : 2o Fh NEN 

im, N , 12 dm=| ra Hf (x) dm=(R f, fGyx, 7 
TBA). EDEIS AR v 

«od " fini) oja dm Tr | 


从 而 ， 注意 到 被 积 画 数 是 非 负 的 ， gn irme mE 


HEERE f(x), XR SCOE LRA O ; 
H f.. nO da=] DR 到 dm 
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cu io SUAE Sae RUD as s oa ctm 


=È dm Tx)dm 


[as $] im 


=(P) f Fads, 
定理 证 完 . | | 
"TS E 、 
m(x)—sup d, UOR 
Mx) int ite a UO 
用 极限 论 的 知识 就 可 以 证 明 S 


G) f(x) 在 点 x 连续 的 充 要 条 件 是 m(%) 一 M(x》，， 
G) lim 天 一 MD HW) (0) 


办 此 岂 上 面 已 证 的 , (1) 式 可 写成 村 (x)~m(x)， 而 据 (i》, 在 区 坷 
[a, 61 上 的 有 界 函 数 f(x) 为 RR 可 积 的 充 要 条 件 是 f(x) 的 不 连续 
点 集 为 零 测度 集 ， 这 样 ， 尼 可 积 透 赛 的 基本 特征 单 从 忌 积 分 理论 
本 身 是 看 不 清 的 , 而 必须 借助 于 测度 论 . 

注意 , WEAR RE URES) EmA. 2 不 再 成 


3x. Hm, LEE 3C S Hc xD) 一 JL sin - 寺 是 焦 广 义 积分 


意义 卫 可 积 的 ,但 不 是 革 可 积 的 , 这 是 因为 f(x) 非 绝对 可 积 . 如 
票 函 数 保 持 常 号 ， 则 这 时 定理 4.2 仍然 成 立 ， 对 于 无 异 区 同上 的 
广义 积分 , 情况 与 此 类 似 ， 

正面 再 举 几 不 例子 , UERY. 
^91 EIO 在 [a,58] 上 民 可 积 且 处 处 有 f(x)>>0, 那么 有 


(R) F'fGdszoo, 
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加 等 号 能 否 成 立 | 
EREDE., PAREM A. 向 


j 5 fGodm— aot f(x)dxz20, 
如 果 等 号 成 立 , 网 由 定理 2.7 知 f~0, 与 假设 矛盾 . 
H2 WEY Oca: Bf, 积分 | 


—a) 而 当 arl 时 积分 为 oo. 
ES 


x"dm FE, HANG 


im 1) 


x, xzeg e 
Ao m 
WALT LC ENR ERAM SARNE (SAM 14), hs 
积分 存在 为 有 限 ， 容 易 证 明 | 

Ox fio« ho) 

lim f(x) f(x). (5€ (o, D 
故 据 定理 4.2, 当 axi 时 ， 


f. ) f Gne | dn E 


rls? 


SOR) o, : Qs 


Uy ^ 


(i-a y, ec, 
-1{ 


ee, wh o e) . 
WH g= Lh 


fa P f.x)dm— R| edze logn-co(n—ocoo), | 


第 二 , 从 荣 些 前 限 这 程 来 看 , 积分 ERRARE, EA 
-记得 , 对 R 积分 来 说 ， 关于 积分 列 求 极 殷 的 问题 ， Aw EGRE 
列 一 致 收敛 {当然 , 这 是 充分 条 件 ), 极限 才 可 以 通过 积分 配 ， 这 从 
运算 的 角度 看 本 仅 不 方便 , 限制 也 过 强 ， 然 而 关于 工 积分 ， 对 函 教 
列 的 要 求 就 党 得 多 , n ino t DL p gelb e Dc e DEP D A E . 
我 们 还 是 用 狄 里 希 荣 函数 PAMET. Hio, PPA 

KKH A ' 
l Fis Pas t, Fa tts 
AERE ALCO, "E 
IWE-LISEUM n» rnb 
d )— " XAWES 
EOIS cw Ime $(x), 9. G3 ( B. pay, T 
因此 在 工 积 分 意义 下 , 有 


时 一 hi 


E (x) 不 是 证 可 积 的 , 就 谈 不 上 上 述 极 限 等 式 成 立 的 可 能 狂 , 尽 
管 在 六 积分 意 交 下 ， 


li 一 — 
im on $GOdme [| s GOdme, 


qj, p (ode, LN | Ls 


—— —L— 
道 , Polo Age RAM DRUCRALUHIHRBIS. ME LREN 
点 来 讨论 。 假 定 (2) 是 以 2x WMI Lift BAEHR 
立时 展 式 


[G0 + (s cos wx kb, sin ni). * (2) 


其 中 
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me eun He me masc 


a=- f(x)ceosnxdx,  n—0,1,2,*«, 


a=b f(x)sinnxdx, | n—1,2, 


BURBERLCD MAR GURBHNORUL Jb, 可 积 函 数 GO rr 
BRGRAPNDDAREXUBUE. RER, ASR 


Ü fi) d -(* 2 dt-J- b iN (a, cos nt 4-b, sin. ni)dt (3) 


成 立 , 其 中 [a, 8] 是 [一 ,7] 的 任意 于 区间 ， 所 有 积分 均 指 勒 贝 格 
积分 . 

其 实 ， 引 进 区 间 的 特征 函数 p(x) 二 Xtc, m ORNE, 它 仅 在 
[一 x, 四 上 定义 ， 我 们 将 它 延 拓 到 (一 co, ce) 上 使 有 周期 2r, 并 约 
定 保持 函数 记号 不 变 ， 那 么 p(2) 有 仿 立 叶 展 式 


9 (x). de. LFE (A, cos nx-- B, cin na), (4) 


HEHRT Atm a, B 以 外 在 [一 可 上 处 处 成 立 等 号 FER 
系数 的 表示 为 ` 
Av—(B— as, A (sinn —sinne)/nr, 
B.—(coste—cosnf)/nz, n€N, 
4 SR RCCA) EL BS AURUN p(x), 则 几乎 处 处 有 
gx) lint pita): 


DERM, MERERON ER 
f. emmena fapadmr — 2i) 
- HUEBABAURNO! {f 《x) g GOL 前 极限 几乎 站 处 为 


f(x) p (x)， 耐 且 可 以 用 初等 方法 证 明 p. (x) 是 ~- RUBER, 
lox) «S CG € N), 
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Xx, 我 们 有 
sin(s+ ze 2. 


H 


pA) = o(t)— 
«f. n Sin —3— 


-Lf aereo 


a : i-—x 


d 人 sin(2m4- 1)2 a 


ax : siny 


BF saat oe 1 T icosfote ui 2cos289, 不 难得 到 


sinp 


E sin(2n4d-1)v sin(Zn Uv 
e) A [ siantio .sin(2nttyo g, 
9,070 (OI x TE sinu dot- 二 sint 


其 中 z, x HORS xo 房 有 关 的 变量 但 介 于 0 与 #/2 20 WU 
OMAH xn 无 关 的 有 界 量 ， 令 | 
D=} f sin(2n- 1)» yy 


mJ sine 


WMR 2 € [0, n n1), ana oh 
Es s Hoe SE atda 


OERIINEIT AE 1pm isiune  (0eceecu/2). W 7€ 
(2/2 n 1, 1/2) BIS Iri A, 二 EL 


对 第 二 个 税 分 应 用 分 部 积分 公式 ， 便 可 以 证 明 它 也 是 与 x, n UE 
HERR. .于 是 得 到 y.(x)—0(1), 8) aux) 关于 % 5 n 
l ^ 1895 


有 界 . e 
这 样 , EUSOT AL FG). GO e 有 可 积 的 控制 函数 CA(x)1.。 
据 定理 0.4, 有 (5) 成 立 ，. 册 此 可 见 ， 用 勒 贝 格 积 分 解决 情 立 叶 级 
数 逐 项 积分 问题 是 相当 有 效 的 . 

第 三 , 我 们 来 看 看 数学 分 析 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 ， 


i) Fo - [roa 


在 数学 分 析 中 通常 在 f(x) 有 连续 导数 的 假定 下 去 证 明 上 述 公 式 ， 
REKREAS, SAER FE) W REIRI TERLER 
SEE, 可 以 在 产 (x) 为 工 可 积 的 条 件 下 进行 讨论 ， 并 且 册 可 积 
函数 可 引进 一 种 绝对 连续 函数 概念 ， 后 者 几乎 处 处 存在 有 限 导数 
并 与 回 变 函数 相关 进 。 正 基 对 于 约 对 连续 函数 , 我 们 将 证 明 , Pod 
差 一 个 常数 不 计 外 , 它 与 它 的 导 画 数 的 不 证 积 分 入， Xr 86 我 们 
将 详细 地 介绍 这 些 内 容 . soda om 

根据 以 上 初步 比较 ， su L RERA V 使 用 起 来 
ERRI, PREDAN, RRRA,- 也 此 本 更 ; i 


^s 


E R BRAR, LES BIESET — A35. BENZ 


T BRNRSNLDER oss 


”本 节 内 容 需 要 第 二 章 55 的 基 珊 ,政党 时 可 以 暂时 略 去 ， 在 主 
要 内 容 理解 清楚 以 后 ， 才 来 阅读 它们 。 我 们 的 目的 是 建立 关于 重 
FARRERES HETSRRUSN SR RUR EC E 
X, SATRHEUERHEHDI- A. BARRARE o 

& d. ia € 为 非 空 集 的 类 BRRR TAAU, Xar * 


是 f(a)€ Xa€ ANG. -一切 这 禅 的 # BURUS ARD C se 
- 440 l 


集 X.(ac) 前 积 集 ， 记 为 UH X BUR USOS x i), 每 个 


X. 称 为 分 支 空间 集 积 中 的 沧 也 可 下 记 为 x= (x). 这 里 xo 一 
fa). x, , 称 为 元 * MEC a 坐标 i 上 的 投影, M A= 
Nm, TI X. 可 以 看 成 序列 (4 (xs, s, * 89088, 这 里 A €X, 


IER. 34 Xue Xue Xo R h, TI X 可 以 看 成 R" (两 者 同 


HW). TUA EÓDORPLTACXHGY 的 积 集 的 情形 ， 这 时 , 它们 的 积 
PWA X XY, Hop i o RECS UB (x, y):x€ X, »€Y 的 全 
fk, RO. P BIASEON WAS X EERE 坐标 , y 称 为 点 (%， 
x) Y s Y d 4& Ek — 8d. 

3A, DASURX.Y FATH, 那么 4X BH XxXxY 的 子 集 , 称 它 
KEB. 容易 看 出 , 车 两 矩形 集 41X Bi 与 AxB Wg, Noo 
A= An Bí B. 4ABSATHROER SE SERES —ÓÁÁEREXOE SR. R 
HA ^ 2d . ` . 

-定理 5.1- "71 928A X, — 935 
Mie AX B(4€ &, Be 9) ie maia v 不 相 Remus mm 
LM NV : O . 

„E 第 一 步 。 RIMES, Ze BES EmAXBET, 
m" 2, WENE ECJ. 

其 实 , PHR EQ ESO 我 们 有 ii... 

E NE= CAT A) x Gh BE). (1 

这 是 因为 , FER (c, y) € ET) En Ws; y) € Ev, Ge, y) EE:， 从 面 
xE Ar x C Ay lC AN e, T 同 理 , y EBAN £s. it. | l 
EN ECtA ADENA). Uomo 

另 一 方面 , AN Acd, BI) Bic Bum GAS a XAB NN BO 

AA B. AH, Cr A) x BN Bi) X Bs. RE CALO HM) X CB, 

t Hd 


f! B)CE, E. AREARE)  . 

出 于 A, FHAN, 放 A D 45 € 8$. Bin € Z, 因而 册 (1) 
E E ES. 于 是 推出 ， T 关于 有 限 交 也 是 封闭 的 ， 

第 二 步 . itc, Be F E, A,X B, i=l, 2, 则 显然 有 等 
式 ( 参 看 图 15) 


. 图 15 Ei—E.4 MOHRE.| 
E, — E= [ANAX (B,—B2)]ULA —45) X E]. (2) 
HA S3 149438, k (1 245 € 9,8, — B. € 9. ACA AX 
(B,-5B,) €^, (4,— 25) x BL € 97 4B, EUR 8 88 WOEMA 
SUAVT-9, 且 因 它们 不 相交 , 故 它们 的 并 属于 71ER FE 
JO. 308 .中 任意 丽 个 元 上 E, Ü Fe .等 互 不 相交 , Fi 
也 互 不 相交 ， 容 易 验 证 , 等 武 


UE- -rd [UE B) | 


成 立 . 由 上 所 证 ,每 个 Ec FEZ, Memmi 此 一 FP) ES 


忒 据 第 一 步 所 证 )， 但 这 些 集 互 不 相 欧 , ENBART, 
— 据 第 二 步 所 证 与 的 定义 ,: 关于 总 与 有 限 并 是 圭 闲 前 ,四 
H2 


MEE., EHHE. 
WX 是 基本 集 , VU XATAR o 环 ， 并 县 请 足 UA 


=X, WEY, AR K ATA ZM, 这 时 并 未 涉及 测度 问题. 如 
RATEZ, R), XOT o 环 史上 的 一 个 测度 EGS 
(X, 2, 站 或 是 为 测度 空间 、 d m SI I AORGSCKAE X 5Y jr 
子 集 所 成 的 o £f DURS ax 表示 由 一 切 形 如 AxB (AE 
H, BE PIRR ER o I. EZW Ce A), FIR 
测 空间 时 , CX XY, 9 x 儿 ) 也 是 可 测 空间 ， 我 们 称 它 为 可 测 空 间 
CX, R}, fy FLR, Descartes) & £s. 为 了 指明 (Xx 
Y, 4 x PETNE, LOT Ax JE oi. y RAE xf 
一 切 元 的 并 等 于 性 XY Wu, ER (x, y)€XxY, Axe, 
yEY, 由 于 (X, 9), CF, OLLI 3i 4€, BES, 满足 
x € 4, »€B. Mn a, »)€AXBEd x 9. E UD. T= XxY, 


EX X Y, d£ x ^) JERTBESIRI. 

3üxc 313b uf 98A 5inr DU or RC SRL IET. 

E(X, 4) SQ, Papam, CX XY, Ex S9 YA VY 
$16 ROLSefREE) UE EXX Y gj —^4 T5, HRA x€x. 
4 ` : 。 . 

E,-iy: (x, DEER 
KEH Egxd&o. AF, 称 | 
E»—ix:(x, y) C E: 


X EU yn: 应 注意 , RORSEIQESIRCL, Cu E ELEGIT 
类 问题 时 , AREN BORSE IT HR HARRERA Sce MINE 

子 集 ， 例 如 , E. ERY 空间 中 的 子 洒 . m 
XT 3E SES BUS fel X XY PED Cx, y), AT AEL. 


ZI 


ERRE. WxH y 的 函数 f(y) 二 f(x,) 称 为 1 的 x RA 
dh dB Y LEE £859» JRILAGOm fon 3). OR y 18 
ERA XHM. 

截 口 概念 可 以 不 依赖 于 可 测 概 念 而 直接 定义 ， 读者 可 以 从 风 
ARI CS ERO MC S o RR, 

i 定理 5*7 .G RUSSE DAE I CERE NUS, 

6D satis Sa ET MR CURT IN AS. u 

-证 OU fes X XY poA E Bias, E 
itii DS S RORA. ADE, S 

` A-AXBUÉE HI BES) 

为 可 测 矩形. 由 于 这 种 可 测 和 矩形 的 珍品 为 4， 8 或 儿 中 三 着 之 一 ， 
KACE. 4 容易 验证 6 为 o 环 ， 事 实 上 , 当 E,, E,€ dcm, (E 
EJ. j- (02). EF, (局 一 Ey-(E, y- (EV EZ, 故 
EE, Eg: NH E, Ene Egem, (UE).=U(E),, (UE. y— 
UEV, ik VEEE, AR, 4 Rérdp.—HDHDNURUER] a. 由 
于 AxSERAE—ERKAh o 36, BOX CE. 这 表明 
AX XY 的 每 一 可 测 集 属于 E 从 而 这 种 可 测 集 的 裁 与 是 可 测 的 ， 

Gi) 设 F(x, y) RELE X xY. LETNAR 1021 223 
Ha, (Qn 3):f 05 3) aHE X xY 中 的 可 测 集 )， 任 取 xEX， 
RIE . 

GfoYSa)- tf, y) >a} = Al, DIEF IDa} 
出 于 (1), 此 式 最 后 一 个 集 是 可 测 m. ik FÉ, y) oc EL aT Bl; 
闻 理 , f(x, y) 的 y ROAM. UU 

UEBER e Z, HE Ar) o AR i. 
《参看 第 二 章 定义 6.4), EEXLYPRHIAFR. 令 … 

F= EEX oy = ME HYE YY, . 
[EN 分 别 明 并 于 2 y Lr I ML E 


MIL 


MIC 


- Lose »ej du=f (f net yd kr. (y 


证 第 一 步 , W E= AxB ERRER, AER, BES, CW 
裁 口 具 有 有 限 测 度 .4.4<co, >B<ee.， INEO) XE ERX, 从 
而 当 已 是 可 列 个 这 种 可 测 矩形 的 互 不 相交 的 并 时 (1) 也 成 立 . 

当 E= AXB B, 据 定理 5.2, Ea E* 均 可 测 , 而 且 有 

| f(x) e»( EJ) -BX4(), g(9)  u(E*) "uA sala). 
[i 


f. Jodi B, FO! duas B. bua f, g Mv. 
O R E= ü E, Jp E, "— 每 个 E, SASAR 
ERA WEE. Ec E. +Ü bus RUE, cH. »E, 一 


(EDs 因而 据 83 定理 3 3, 1 GEED SMA EEUE, 
车 引用 记号 T) EY, d OY CE, REC 


Jure dn E roa= 8E syn, a Goo», 


这 时 我 们 又 得 到 (1 

第 二 步 ， 设 必 沪 使 (1) 成 立 的 一 切 集 E 组 戌 的 类 ， 我 们 证 明 
.4 为 单调 环 ， 由 第 一 步 证 明 可 见 , .对 于 不 相交 可 列 并 运算 是 封 
闭 的 ， 现 证 A 是 单调 类 . Pid. UE DME, E= 


Ü 已 ， 仍 用 第 一 步 中 记号 ,所 | feoda | o 0», nem ot 
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ARENAS f.(%) 递增 收 伍 于 了 (9 一 ?Ca) 5i a. Cy) 3h 
HRAT a (ET), 应 用 83 定理 3.2 恒 给 出 


| F) da= 人 (>)a。 


对 于 渐 缩 序列 , 情形 是 类 似 的 . Hi Ax anas AL RIRH Lia 
FIT ES 

第 三 步 . 证 明 每 个 可 测 集 属于 4 因而 引 理 得 证 . 

据 互 是 o 有 限 的 , 存在 可 列 个 互 不 相 灾 的 可 测 矩 形 〈 均 有 有 
ENE, REOS 马 ， 因 而 如 果 能 证 明 , 对 任意 的 其 有 限 测度 的 
THEE A， 它 的 每 个 可 测 子 集 都 属于 A 则 任何 疝 测 集 EUR 
于 . 么 可 是 , TREPERE ARARE AR 
U, BEFRIER o 环 即 为 可 测 集 的 全 体 ， 第 一 步 忆 证 明 , .从 为 
包含 U 的 类 , MERCE, . 必 为 单调 环 , 故 必 为 包含 UU So 
FSAP E $5 定理 5,2)， 这 样 , 全 体 可 测 集 前 类 含 于 AP. 

引 理 证 完 . 

.容易 验 明 , 如 果 用 4 已 表示 训 理 中 (1 的 积分 值 , 则 集 务 数 4 是 
一 个 c 有 限 漳 度 ,我 们 称 它 为 上 与 » 的 来 积 AG, 并 用 An x» 3 
m. WÜEGMWOUX Y. gx y, ux) P BE er IR CX, A, 四 与 
(Y, F, ») B Fovkbr IR, ERVMHPIRPUSISISPUS AE 
空间 上 的 积分 的 联系 TRARRE MEWE y 
拉 上 的 测度 的 联系 是 一 样 的 . 

CE, 2, 由 与 (了 9 838 o 有 限 测度 空间 ， A-uX» HR 
XF LUSEBURDE. Wbh(x, EXX Y 上 定义 并 且 它 的 积分 有 
意义 ,我 们 来 考察 三 种 积分 


faca, y)dà; $ yd, den, 


ARFA 
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Ire wda= (fts, yda } dv- fats, Md» 
RESAN VOPAERUS A ROO RULES NS, c 
XORIDGERAEWPMAIKIUMIBA,. PIDUESHDLCTOHUR 4 RJDHPBS 
48 p RE (G .Fubini) E M, 

定理 5.5  dih(v, y) 天 XY EKIRAR, MA, y) 的 
T7 DRE, 县 有 
NEC »da- [. (f, «nc. »»d»du-- f {| Gc. m" 
2 | | (2) 
其 中 里 层 积分 分 别 几乎 处 处 对 x. 与 对 有 意义 ， 

证 “由于 对 称 性 , 显然 只 须 还 明 第 一 个 等 式 ， 

先 设 hla, y= Xs(x, y), 其 中 EE XxY PETATA. jJ 
由 引 理 5.1 ges raus v. Bina stu n. ARRERA 
AE SUAE AREAS, WDE EBORE, C 

UR, Bk BOX, v) AJERAN ELI 据 第 三 LE 定理 1.3， TE 
EMNER hkg, » lim h, (x, »- i. » Br 


$5, di mE 
ls. s, »di- ffs. (x, y) dp i [fs (x yd dy, °) 
其 中 为 往 便 起 见 ， 我 们 略 去 了 积分 RES. JR 83 定理 3.2 


1 


limfa, 044 [8G 042. (4) 
f [hrs Yn ENSO B. f. G0) 为 递增 序列 ， 有 极 
限 f(x) lim f), "83e fon REC: W 83 定理 3.2, 得 到 
icy [his od». XA £O 的 积分 再 一 次 应 用 3 定理 


H7- 


3.2, 8918 m 
lim (f.G0da— | GOda. 
或 
ia 人 ace ard) Ks y) daa. 
注意 到 关系 式 (3)(4), 由 此 得 出 
[nt oaa H8 Gs ao)as: 

最 后 , 为 了 完成 定理 的 证 明 , 对 一 般 的 可 积 函 数 态 只 须 令 i= 
hh, FABIA ka h 应 用 已 证 结果 , 然后 相 减 即 可 ， 由 此 还 可 
m. [aCe ?dy 关于 是 可 积 的 , 内面 几乎 处 处 有 限 ， 对 于 


使 它 为 有 限 的 点 % Bs, RT x 的 截 口 自然 对 ?是 可 积 的 ， 关于 
y 的 截 口 完全 与 此 类 似 . 

定理 得 证 . 

这 个 定理 称 为 情 比 尼 定 理 . 我 们 看 到 , 它 应 用 起 来 特别 方便 。 
对 于 (2) 中 三 个 积分 , 只 要 重 积分 是 存在 为 有 限 的 ， 即 可 推出 其 它 
两 个 也 存在 并 且 三 者 披 此 相等 ， 

例 oU E-(Q1)x(Q,1).4z-»RHOMEbGAGmH, EEL 
RETTA f(x, y) - (一 (x 十 YY 可 以 计算 出 


fa, D fi. T fd» jda- f, ET. dx= > 


1 一 1 
MUN pt dujas - 14-» dy==- 
JA RXCUORGHd. MARLEE WARES ETRNN 
E dxdy 是 不 可 积 的 ， | 
TE2S [8 EE SELBE — roS LIRE FH, EDS AREE AAA 
"Er E . 


式 的 证 明 . 
Bal = [ob EO TREM. co-f oldu, 


asx«b, 而 g(x) 在 半 闲 区 条 [a *) 上 的 积分 应 为 Gs 0) G(a) 
二 G(x 一 0), 在 这 里 约定 Gla—0)= G(a)= 0. 这 样 , oE AE 
的 积分 可 能 不 等 于 0. 我 们 有 下 列 结 果 . 
设 上 是 只 上 有 限 测度 ， 使 一 切 有 限 区 间 有 有 限 测 度 ， 区 间 
I —[a, 扫 可 以 是 有 限 或 无 限 区 闻 - Gh 9E 1 pw, 则 有 分 部 
积分 公式 成 立 ， l 


(FC) oC) da F6 C0) — [, G0GG — 0045, 
Aoc MEME | 
F=f ya， GO= is 
JUAERHEWHT FE À SERRE axm Ee, y): (a 
DEIXI, yx), BÀ E BRTN, 从 而 Xs(%, y) 28 A TREE 
县 把 G0 与 f(y) 看 成 x, y) Brilon i dp A REBUGS. DICA 
EU Ps, y) eo GO f Cr» 3) 为 4 可 测 ， 易 见 


f IPC, slda|, slo) C3) 1dh 
=f {Ada jdu=] atoldu f rona. 
故 P(x ?) 是 4 可 积 的 、 应 用 传 比 尼 定理 ， 
f reoscoda- (aC | fan )an 
=| P, ai Fo) 和 
=| fG)60)—66G —0)ds 


g(x)p ]dn | 


i» bl 


EROGO) | fGX6Gs—0)4a. 
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RE, 公 部 积分 公式 得 证 

作为 本 节 的 结尾 我 们 来 讨论 一 下 科 积 测度 的 完备 化 问题 . 

定义 5.1 HX EREE. AE X eTR R i o 
而 上 是 多 上 的 测度 -如果 对 多 中 每 个 零 测 度 乐 , 它 的 一 切 子 集 均 民 
FPA, WAWR a 是 史上 的 定 务 测度 ， RX, R, BAREA 
RUE. 

容易 知道 ， 如 果 用 m SASER EIL UBI SD UU 
可 测 集 类 , 而 m. 与 -cs 一 一 二 维 勘 黄 格 测度 与 可 测 集 类 ， 出 m 与 
m, 均 是 相应 o 环 上 的 完备 测度 ， 可 是 , 由 完备 测度 严 所 产生 的 乘 
BU HE mx m AUR Je sz dtt. 其实, 假定 取 攻 的 一 个 不 可 测 子 集 E 
(参看 第 一 章 34), 并 设 入 是 非 空 的 零 测度 集 , 则 有 XNE. 斧 ， 这 
是 因为 ， 假 设 相反 ， XN. 恒 有 可 浏 的 .y MUI (参看 定理 5.2), 但 
对 yEN, 截 口 (EXN) 一 忆 是 不 可 测 的 . 田 一 方面 ,由 于 ExNC 
Rx 和 而 只 Xx NN 明 然 是 RXR 中 的 零 测度 集 ， 有 既然 它 有 子 集 不 局 于 
RxR， 说 明 mxm 不 是 RRxR 上 的 完备 测度 . 下 面 的 完备 化 方法 
可 以 解决 这 种 不 足 之 处 . 

RE, 4,1) ERES, A RARI X RRITA E 
所 成 的 类 , 存在 4, BC RE 

ACECB, H n(B~—A)=0. 

这 时 在 丸 上 作 集 函数 岂 由 等 式 RE 一 wd4(EEB) 给 定  . 

我 们 指出 ,站 是 唯一 确定 的 ， 其 实 ， 若 又 有 A, BERIE 
ACECB,, AaB. —A)=0 Rih ^ - 
. nA pd — A) t pA CI) ruA 
TUAKA PARES “ASHA, 因此 4 一 Ad Ami. 
我 们 还 可 以 证 明 

定理 5.4 设 (X, 2, 5) EN EESS [B), 则 上 面 作出 的 天 是 纪 上 
的 完备 测度 , 这 时 ( 工 , 多 ,人 成 为 完 音 测度 空间 . 


- i0. 


证 第 一 步 . 先 证 明细 为 o Fp.. 
HER E, E, € 22, 据 我 们 的 作法 , 存在 A, B: csi ACE 
B, H 4(B,—44)20,1—1,2. REV 
BE EIIBi- 7h, 
D. 4B Bv Cu 
H Sonun 
&CCB,— 4) — (A BA Bi 7 4) Ha B.A) 20, 
TH 五 + 一 EER, 再 取 PITT (dieu. MEHE UE: 属于 
B, TABE E, 等 于 不 相交 ， 于 是 存在 名 中 集 列 {4), UL), ME 
ACECB, u(B,—4)—0,4€N, $ A= | A, B= U B, IRE 
im 4, BEZ, ACUECR, A 
ACH — A) Zn (B x A) 0. 
Wit UE, 2. XR 与 可 列 并 是 封闭 的 ， RENAS ox. 
第 二 步 . BIS LEN. 
E RIAH A= 是 显然 的 :引用 第 一 步 中 的 记号 ， LT. 
中 的 集 列 {Bihow, E, 等 了 不 相交 ,以 及 那里 的 A, Bi; 4, B, 1€, 


有 
BU Ep=pA= uA = ERE, 


这 里 应 注意 到 A 等 互 不 相交 (BE 等 互 不 相交 )。 XtESPRItÓRE 
A o 可 加 性 . | 

BEP, 站 是 腕 上 的 完备 测度 ， 

BN EFLA, IN=0, NER Ti ECN, 那么 存在 ALB 
ER fii ACNGB B u(B—4)-0, AN —u4-—0 dis, gc ECB 
上 县 

By BA kno, ~ ; 
因此 EER BHaE-ug-0, RRRUEACN BATAM 
- 151 


cati ie mee T RA RR IH e o 


于 多 (上 且 有 零 测度 ), 故 上 是 统 上 的 先 备 滑 度 ， 

注 定理 5.4 直 明 ， 寿 何 测度 空 阅 都 栈 以 完备 化 ， PRT 
称 为 测度 空间 的 完备 化 方法 ， 这 样 , MARAEA, 2, 
iD 33 (Y, 多») 的 冬 积 测度 空间 的 完备 化 便 是 (XXY, (Ax A, 
(xry), R, 凡是 提 到 乘积 调度 空间 , 我 们 痢 可 以 按照 它 区 
完备 化 来 理解 ， 

将 完备 化 思想 用 到 勘 员 略 测 庆 上 , 可 得 

定理 5.5 iB RU m) 5 RU, k, 28 — MS 
D IODI-r I Ld WE DPA Am HEBR CR. AX A, 
mx m) Bj Se di ic. 

证 x 4x Cu, B m; Bue ub xur EE msm. A 
Jib. X ARRAK Ceo, BA ud EAR, A= 
Mr, CE ME) Ca, AA ER E € a, 存在 波 雷 尔 集 A, 
B, 满足 ACECB Hm (B —44) —0,. ACE ax ERE RCROE EDT 
dRHJ c ERRED o, t A, BC X, H 
mxm(B—4)-0, AT EG(Ax AYT. IE MOMKA, 

这 样 , (AXAT =k, WLAN A S m 在 每 个 E € LER 

FRR. 

读者 可 以 验证 ， 根据 定理 5.， 3, GEHAUUOEREI RD TR 

积 测度 誉 间 完 备 化 的 情形 ; ee 
86. 微分 与 积分 

本 节 主 要 目的 在 于 ， 从 测度 论 观 点 研究 一 堆 情 形 微 从 与 积 邹 
的 联系 , 结果 是 , 绝对 连续 函数 是 它 的 导 函 数 的 不 定 积分 ， 直 于 绝 
对 连续 函数 是 轿 变 的 ， ATE TOR A RUR EZE, 因此 先 讨 
论 单调 函数 的 分 析 性 岳 . 
1524 
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EGI foo, 的 上 定义 的 有 限 增 函数 , 则 它 的 不 连 
5x gm 3E 宇多 为 可 列 集 (参看 第 二 章 习题 15), ) 用 (5, 表示 F ERE 
(a, 8) 内 的 不 连续 点 集 。 令 

fato) — fayt Z (G0 Tjo 

e-| MfG) 一 /(x 一 0), 对 于 a<x<6， c (1) 

0， 对 于 x 二 a, : ' 

我 们 称 s(x) 为 f(x) maea. 称 f( 名 十 0) — fv 0 f) 
E 4 HJ sk A. GRE a,b BEREE ZS HELA f(a--0) —fCa) 与 1(8) 
一 f(b 一 0))， 显 然 ，s(x) 在 [a, b] EAbAbip fa, UR fO 处 处 连 
续 , I s (a) 20 DRE f(x) 只 有 尝 限 个 不 连 继 点, 则 s(x) 为 简单 丁 
数 。 在 一 般 情 形 下 ,s(x) 是 一 个 增 函 数 ， 以 所 有 点 为 它 的 不 连续 
点 且 在 这 些 点 的 路 度 与 f(x) 相同 ， 在 区 间 况 点 处 情 癌 亦 类 似 。 令 

gx) — fo —5s(x), 
则 可 证 明 , p(x) 是 连续 载 函 数 ， 我 们 叙述 下 列 定理 . 

定理 6.1 定义 于 [a, b] 上 的 增 函 数 1(x) 可 分 解 为 一 个 连续 
Wig f(x) HEKRA. 

证 设 f(%) 二 stx) 二 p(X?)， 这 里 sl%) 是 站 (%) BU BER AR. 
我 们 证 明 g(x) AE EE SES n v 

其 实 ,为 证 p(x) BRAR W s xs C Ca, 5] E s GO 
的 定义 (了 ) 得 . 

8(x3) ss s fon) — fox. (2) 
BB g(x) p(x2). ` | 
再 证 w(x) 的 连续 性 ， 在 (2) 中 令 x 国定 , xa 一 x 得 
slato) —s(xi) f(r — Fx), 
E pleso O0. 5—Jmm, CODE 
fF Ga 9) Fr) sx) —s(x). 
令 XNi—HXQ 得 
453 。 
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FG 4-0) — fm) Ga 0) —s(x1), 
ED platool). 因此 得 到 g(x 十 0) 二 g(x4)。 类 做 地 可 证 
Bj e(x, —9) — ou) W o (20 XE o XE. BELT x; 是 任意 的 , 9 (x) 
便 在 [oa, 58] 七 处 处 连续 (在 证 明 %(2%) 在 区 间 端 点 的 连续 竹 时 , 只 须 
SRAT ESHE, 这 已 包括 在 上 面 证 明 中 )， 
在 讨论 单调 函数 可 微 性 之 前 ， 我 们 先 建 立 一 个 基本 引 理 一 一 
维 它 利 (G. Vitali) 引 理 ， 借 用 维 它 利 引 理 来 研究 单调 函数 的 可 微 
性 是 具有 独特 风格 的 ， 可 以 看 到 ， 这 种 处理 方 沁 比较 单纯 ,有 明确 
HER, ETAU- EHAR. 
- 定义 6.2 B fo) 是 定义 在 区 间 Co, 中 上 的 有 限 函 数 ， Xo 
fo,8]， 若 存在 数列 h. 一 0(h 志 0), 使 极限 . 
limbi! f f (xo +h) — f(x0)]=4 (1) 
存在 (有 限 , 一 co 或 co), WU 4 为 f(x) Teo 的 一 个 列 导 数 ， 记 成 
4 二 DDf(xo)， 列 导数 的 值 是 与 数列 h 相关 的 。 如 果 P) 在 % 的 
二 初 (可 能 存在 的 ) 列 导数 相等 , 则 称 G0) 在 e O7 3 RII. O 
POL: TO EE DES E qu Ap CE E EL 
导数 方法 本 质 上 是 极限 的 叙 列 说 法 . 
- 例 1 考察 西数 


sint, X560, 
^ f(x)= * 
0, x-—0. 

我 们 来 看 看 它 在 imi STERI. 


P h,— 1n, 有 EALE h) — —f()1-0, Wh =(2n+ iy 有 


因而 得 知 在 x 二 0, f(x) 有 两 个 列 导 数 , 0 与 oo. 人 慌 助 于 几何 图 形 
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不 难看 出 , (x) 在 x 一 0 可 以 有 取 值 于 [一 co, se] 之 中 任何 值 的 列 
EI 

设 f(x) FER IB. (1 中 的 一 个 列 鼻 数 为 正 实 孝 4, .相应 的 
d, 是 正 数 列 。 令 二 加 十 后 , n IN, ME EE Lx x thi En 
且 它 的 长 度 可 以 任意 小 ， 瑟 数 了 (x) 的 象 区 间 LG, G8] 
与 原 谊 的 长 度 之 间 有 近似 关系 式 ， 

| fcot hn) —f(x0) Aha. 

RE, AKEL (xo), f (xo 5.) MERC 88 On) 且 长 度 记 可 以 
随意 小 ( 因 如 一 0)。， 设 4 是 [a, 的 中 使 f(x) 有 一 列 导数 1 的 点 “ 
所 成 的 集 , 网 4 为 闭 区 间 集 M — (Ds x 十 所] :XE 4} 所 覆盖 ,而 象 
RFD DIMER M=), Fath] :xE.4} 所 覆盖 , RES 
区 间 的 长 度 可 以 随意 小 , 这 种 得 话 是 依 维 它 利 意义 下 的 覆盖 ， 

定义 6.5 W E RAHALE M TM A= 过 } 坚 长 订 为 正 
前 闭 区 间 所 成 的 集 , 如 果 对 任 一 点 x € E, EAA RRR d, EL, 
1€ d. (a€ N), lim md,-—0, 本 |o (2) 
Ws uci fiie AE, | 

X386.2 GREASE) 设 JERR, EMO 
E, MTA. HON GREAT BECK] d), E 

m(E— Ud))eo, d,fldy — Geh), (3) 


证 取 包 含 E 的 一 个 开 区 间 A (o, 5) 作为 基本 区 间 、 由 于 
ARREBEK E, d 必 中 陈 去 一 切 不 含 于 (a, b) 内 的 那些 
所 得 的 集 Ma DREH E, RNIMR -ho 将 证 明 分 为 现 步 . 

”第 一 步 ， 用 归纳 法 确定 出 新 适 的 闭 区 间 列 (d sen. 
& hem sup md， 则 如 为 右 负 实数 ， 捐 上 涨 界 的 定义 ,可 让 
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pp re i mT TT en 


es Cds HE mdi Rs, 4e Gi d dio (a, 5) —di, lj sup má 
(dEl FR). HIR &—0, OIER Mo 中 没有 完全 含 于 G1 的 区 
间 ), 则 一 个 区 间 di 已 符合 定理 要 求 , 作法 便 终止 。 如 果 a>, 便 
B Is ORE di 己 G1, 使 md,> 雪 有 ,显然 有 di 站 d 二 ZB， 一 般 地 如 
J di, di, … d, Eli A 中 选 出 ,但 不 符合 定理 要 求 (3), 则 令 
F, =Ü du, G.—*F. 0c © (4 
k=supmd 
BA, il Heda cG, E | m : 
i mdha C. (5) 
于 是 得 到 互 不 相交 的 闭 区 闻 列 di di,… GRAFIA EUN RA 
区 间 , 定理 的 结论 已 不 须 证 明 ). | 

第 二 步 。 我 们 证 实 序列 {ds}scn WEO). 

以 di 的 中 心 为 心 扩 大 每 个 di 而 得 闭 区 间 Da, WE m D,» 5md,, 
hENN， 由 于 mdi<<mA 一 6 一, 级 数 ZmD, 收敛， 我 们 证 骨 , 对 
MERI t, 有 | | 

e-jacğb — 加 
从 而 (3) 成 立 . 
AU, ER xE E— Ü d, 对 任意 的 # 有 x€ G. E G HER, 


Hh HET dG, 使 x*Eq， 对 于 这 个 d, 关 系 式 

dcG, eos 《7》 
不 可 能 对 一 切 站 成 立 ， 这 是 丙 为 ,不然 将 有 misk Imd IE 
意 到 mdi 一 0(n 一 0)， 有 md 二 0， 这样 4 将 不 是 正 长 度 的 区 间 。 
- 186 。 


SEBE 于 是 确 有 + 使 (7》 不 成 立 。 即 有 9E 列 使 dF 三 
D, VOR EIER INTR AGI ICON n, UP d ÜUFi m E not, 
- 指 # 的 定义 知 | 
d Fame. d Fee 

于 是 有 下 列 二 事实 ; 

G) 因 Z*dNF.=(dNd) UU (dUYd), 8404, xø; 

GD BdC, € md Ekaa 2md, C 
Bib. d5 d EARR H d NERIENE d, 长度 的 丙 伪 ， 


WIE d 的 位 置 如 何 , A dcD. Bb nt, 更 有 dc bn. 从 而 
xt UD. 于 是 (6) 得 证 . 


定理 的 意义 在 于 , 虽 八 选 出 的 序列 di ds,… 不 一 定 覆 座 住 E, 
但 就 测度 而 言 , 盖 不 住 的 点 集 为 一 零 测 度 集 。 在 应 用 上 , 有 时 将 定 
理 写 成 下 述 方式 为 便 ， | 

推论 。 设 五 为 有 界 集 , ARHCEHB SORTE 5s wot 
220, 可 由 .人 《中选 出 有 限 个 瑟 不 相交 的 闭 区 间 dd deg 

| "m "(EU a «e, 


EE 


.证 Wd Lr ERO P CIR (E (9) Xt ELA n Ce) 
fX .mde<e， 则 di, da …, d. E deb RR, 


w(E- d eje (E= Di) m QU. ac) 


InPUREEEDRAECHAHEOUMGE DOS SE HER, MATRAH 
RÉRE xen bpu ECRIRE (lU tA E DR iE ho M dn 
分 。 这 个 结果 在 调和 分 析 中 十 分 有 用 ， 由 于 它 的 证 昌 方 法 与 定理 
$. 1 {ENRE 我 们 把 它 列 在 下 面 . 
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定理 6.5 UE AEN FG Ud) JARAN, ENKE 
* E.SRH sup md«ceo, T A md rp p 3A HEAD RORUST EI AR 


Midt, E . 
ZmdzeImtE, dd — C (kx), (13 


证 “ 象 定理 6.2 的 证 明 一 样 , 先 取 d, C 4, md Lsup ma. 
当选 下 一 个 区 间 d 时 , 要 求 它 与 中 不 相交 , 县 长 度 足 够 的 大 ， 训 
是 说 ,diE .6 满足 本 

md» lup: "d, d fi 4-5. 


一 般 地 ， X di e, d, EB, d.a 的 选择 要 满足 ， 


mda Sup rin md, d. lit!di Ud 5, Ltt 
Ed- dj’ dy} 


-. 记 种 选择 或 者 到 有 限 步 终 北 , 或 者 得 到 无 限 序列 ddihun. 我 
们 可 以 假定 Zmd,«eo, 因为 不 然 葛 话 ， OMEREPST. | 
RE 0.2 的 证 明 一 样 ， 考虑 每 个 d. 的 同心 五 售 长 的 扩大 区 
AD. 我 们 米 证 明 
£X x € E, H d' € dita Cd', EPEY De WARE 
d' 与 性 一 个 d; 都 不 相同 。 由 {di} 的 作法 , 有 EN 使 
md, md! ; (3) 


Flat md;—r0(h-«co), 从 某 个 足 码 开始 一切 md, 将 小 于 或 等 


Pand’, 因此 满足 (3) 的 那些 有 中 有 最 大 数 ， 我们 就 假定 名 是 
如 此 的 。 既然 选取 的 第 局 十 1 个 区 间 是 dsr 而 不 是 中 ,而 且 
-5 有 8 ， 


Gm mener mcn WR eame AD Eas chen nisl nam ds nm ee 


mdu. < lmd', TJI d' idi do, s d 中 革 一 个 必 相 交 。 设 
r€ (1,2, EB d? fd e IS HERR md 3 ma 
ETRE dODO. 这样, (2) 得 证 ， 从 而 

mESE mD-5 E mdu 


出 此 立即 得 到 (1). | 

注 在 定理 6,2 与 8.3 中 ,如 果 是 无 界 集 , mE «eo, WH 
余 条 件 不 变 , 则 易 证 结论 仍然 正确 ， 又 对 于 定理 6.3, MAAKE 
入 这 个 条 件 中 “ 闭 区 间 PE REM 已 不 重要 ， 例 如 换 成 并 区 间 时 定理 
仍然 成 立 . 


下 面 讨论 单调 瑟 数 的 5 增 函数 讲 起 ， 先 建 立 两 个 引 


EE 8.1 ———— F Epis, 二 中 这 
HHA x 所 成 的 集 , 存 宇 一 个 列 导数 DISA, 二 为 一 个 非 抽 党 
s. oW 2 
n*f(E) «pni*E, 00 W 
FI WICOEL LIN HRR): A EL. | 

证 ERAR 187 p. 设 meE E, Rio SCR CRIT. di 
于 0 的 数 询 ha xe B 

o imk CF) dT Df Gps. EMO 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 .a>0, FF C, ERE CO: 70 08 
ECG, mG«m" Es, (3) 

于 | 进 记号 l 

50 dGu)m D xb el, Ala) = man fh), 
它们 都 基 闭 KERRE A00, 24 hco 时 , 例如 dx), EE 
为 [xe 二 如, x]. fA ECT REST TT ZUR, 具 同 一 符号 ,使 (2) 
- 159 。 


成 立 , UP Ini — 9) 5.70 而 论 . 

由 于 f(x) ANA, Fd e] EAC). BEAR md. (9) —0 
(n—eco), 且 侣 为 开 集 ,总 对 一 切 充 分 大 的 #, 有 

dD EG, ha LE aot had —f on) < po ' 
必要 时 可 以 从 Un) 中 去 指 有 和 限 项 不 论 ， 外 而 不 妨 急 定 上 述 两 个 关 
RAH + 同时 成 立 ， 于 是 有 
mA (xs) « po md, (x). 
l TIT mA, (xo) 00792). RH, ARKEA {A.(x) :x€ E} 
依 维 它 它 利 意义 覆盖 (E). WEM G., 可 取 互 不 相交 的 区 间 列 
Au) HE 
mLACE) — Y A.,(:)1-0. 


从 而 有 
m*f( E) z m, Cx;) «oZ md, Cui) = pymt U d. Ga). 


由 于 Ud. G5) G, BEC) 
m* f (E) X pam « py(n* E +e), 

4 a0, to p EAS CI), — 

di GESDHISIENDPTDEURBL JO 的 严 增 性 是 为 了 保证 
d, (ho), A. Gu) SESUTOS O, EOR IESDIEMEAR DERI ES XC 
只 要 在 [oa, 5] 的 一 个 子 集 上 定义 即 可 讨论 ， 而 建立 同样 定理 . 

2]:8 6:2 i / GO 33 Co, ET ER PCM, FEARR 
点 = BORSA, 存在 一 个 列 导 数 DIYS, 920389, M 

mf (Eyam"B. 

证 因 y=f(x) 为 [a,6] 上 的 严 增 函数 道 映射 =f (9) E 
ELF (a), FOJIR 9-58 / (Ea, 53) 到 o 63 上 的 严 增 函数 ， 不 坊 候 
$g0(o—0 Bie SERRE) MA fa) 在 加 E 避 有 -一列 导数 ， 
Dir ERE TO 在 yv f(x 三 一 列 导 数 . DPI Guo « 
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rr rc nm 


a/a 事实 上 , ERE hao, Hi 


0 par £a i u (xot fa) — xs 
limk [Ft yotR,) 一 广 "EM TF 


T 
— GST 
Abk =f Gh) — fix) 7). 于 是 据 引 理 6. 1 1 (并 参看 
3] 8852), 有 | ME 
me PU) saint iE) 

N . En 
m*f(E)zqm* E, 
引 理 得 证 . 

”现在 叙述 并 证 明永 节 的 一 个 主要 结果 . 

定理 6.4 设 f(x) 为 [6, 轨 上 定义 的 单调 酉 数 ， TEREN 
上 凡 平 处 处 有 有 限 导 数 . | . 

证 ”只 须 就 增 函 数 来 证 就 够 了 . v 

5E—32b. (ORE Bex GSP SE NOU SP AERE FE. 

E17 T/65]211£2717 21:9 WREN) = 
fO x, 则 g(x) 为 严 增 函 数 ， 且 g 与 了 的 可 微 性 相同 ， 实际 上 
在 有 列 导 数 的 点 有。 2 ，. 

DgGO-— Df G0 +. 

Wk OEC SK f^ (0) TEER d fs NONE HEAR x 有 
RALEA Dif Ge) 与 Daf (o). dos Dif (9) «&Dif(zs), 38 
么 有 两 个 有 理 数 p,q, 适合 

Df Ga pq hf (x9), l 
令 Bus 表示 满足 上 述 关 系 式 的 一切 点 RAE. 不 难看 出 ， 
E= U Ej, 这 里 求 和 记号 表示 对 一 切 有 还 数 偶 ( 妨 9) 而 言 ， 其 中 
p<g。 如 能 证 明 每 个 En 为 零 测度 集 , 则 因 {Ew} 可 列 , . 它 的 并 也 


-Iĝis 


manra er monhe mE araro n rt ue denm mr -= 


naime e ee tm a 8 


是 零 测度 集 , 即 mE 二 0、 应 用 引 理 6.1 55 6.2, 立 得 
l qm* En f (E) pm* E po 
由 于 025, YE m" E,,—0, 因而 mE=0 得 证 . 

第 二 步 ， 我 们 证 明 Eo 一 EE(f' 一 oo) 的 测度 为 0， 就 是 说 ,使 / 
_ 有 无 穷 大 导数 的 点 集 是 零 测度 集 ， 与 第 一 步 一 样 ， 只 须 就 严 增 函 
数 fj(x) 来 证 。 对 每 个 自然 数 m 有 Df(x)>n(xE E), RESA 
6.2, 有 m* f(E) zen m* E, 但 m* (E) f (0) — f Co), 因而 

m* Ey [f (9) — 1 (2)1, 

4» n—oo d mE,—0. 

这 样 ， 由 第 一 步 证 明 ， 知 J'GO 几乎 处 处 存在 为 有 限 或 无 穷 
X. 再 由 第 二 pin. 知 f(x) JASPAEAETEREDER WR. EREE, 


于 ， CBSSEHUET. 这 是 因为 ， 在 讨论 丽 数 的 积分 等 网 是 
中 , 活 数 在 一 个 零 测度 代 上 的 值 哥 以 完全 不 管 —0— | 
下 面 再 证 明 , 单调 函数 的 导 函 数 是 可 积 的 . | 
XR 6.5 dx/GO REB fe, bl IRXAARN.. NFC 
FR aR . | 


Ja Ff dn) - r9). 


证 不 失 一 般 性 ,下 可 扩大 定义 区 加 fw 5VX La, tih 共用 ÎR 


$ f sero, 这 里 " oog 
~ f(x) a«x«b, 
(2) | i 


TIE} bescb+i. 
这 是 因为 , fo f p UM RIPHEARII, 且 当 可 积 时 ， 积 分 信也 
HE. | 7 | 
据 定理 6.4， 知 了 几乎 处 处 存在 有 限 导 数 , LARARE 
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WN. 据 第 三 章 定理 1.2, 知 
PG) lim efe) -fO 

也 可 测 。 序列 { n(x 二 二) 一 F(x)] ETT T ERES 

[Hat L) 460 ]an. 


[ay b] 


f. " PGodn« liz. "o 
BUT AER BECHER AP RIA, EAD UETA, 上 式 右边 积分 
LARENA. MEA BUE EE SERUAR Uh 

f(t ta) feras 

因而 | | 

fs [Gre jeme (Fett) fees 

= Feda [Ë Fenda= Lro- [* foods 

«-UQG)—f (1. 
回 到 前 而 不 等 式 便 得 

f Podnar). 


注 定理 中 严格 不 等 式 可 能 城 立 ， 下 面 举 一 个 沁 续 增 函 数 的 
PUTET EM CO EX ASIE. 
$52 设 P 是 区 闻 [L0,1j 中 的 康 脱 完 全 集 ,Go 是 P 关于 区 间 
[0,1] 的 补 集 。 把 Ge 中 构成 区 间 依 下 法 按 长 度 大 小 进行 分 类 。 HE 
一 类 出 长 度 为 1/3 MER (0/5, 2/3) 构成 ， 第 二 类 会 有 两 个 
BE. (1/9, 2/9), (7/9, 8/9), 长 度 为 1/98。 第 三 燃 有 四 个 区 阿 
+163» 
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(1/21, 2/21), (7/21, 8/21), (19/21,20/21), (25/27, 28/27). 发 
BO 1/27, 一 般 地 ， 第 ?类 (a€ M)rtofg 27 HEBES 1/3 的 区 


Irt 
s F) G ' SIG o * , Os T7). 
作 定 义 在 [0, 1 上 的 函数 Oo) 如 下 。 


172, x€ (1/3,2/3), 
1/4, x€ (1/9,2/9), 
O=] sj4, xc (1/0; 879), 


[III 


在 第 三 类 的 四 个 区 问 上 , 令 8(x) 依次 取 值 1/8, 3/8, 5/8, 1/8, 一 
把 地 ， 在 第 类 的 2: 个 区 间 上 ， 令 000) 依次 取 值 1/2*，3/2", 
B/D, e, (2 一 1)/2"， 等 等 . 这样 ,8(x) 在 Gs 上 有 定义 , 它 在 Go 的 
每 个 构 兢 区 间 上 为 常数 ， 且 所 制 在 G。 上 为 增 栈 数 。 将 00 连续 
扩充 定义 到 整个 区 间 [o, 1] 上 ,方式 如 下 | 

o Ox) - sup 6), 0(0)—0, 6(1) 21! 
由 作法 看 出 ,9(x) 是 [0, 11 上 的 增 函 数 。 它 的 连续 性 是 明显 的 ， 因 

为 ,如果 Oc) 3E — xo TIER, B DC IRL (9 3-0), 889 4-0)) rp — 
切 数 除 6G) 外 将 不 是 4(x) 的 函数 值 ,这 与 0(x) 的 函数 值 在 [0, 1] 
HARER AJE C xo 是 端点 0 或 1 时 ,应 当 有 [9(0), 8(0+)) 
SECY; PEJURA ERRER A Gr 9), + 0233. BL 8 x) 
^, BUB E 

pi roda oci- 00D= ze). 


EX 6.4 设 f(x) JE ICs Lo, 5) EB RISE ABRE Io, 
biis tt —£484) 5. ZEN > 


' lü4- 


q—— X9 X. XO re nem b, 
当 分 点 变动 时 考察 上 确 界 . 


sup PET. (x =f Gl. 


C, x1, ** 28)" ui 
并 称 它 为 f(x) 在 [a, JEB EA ie VU. a VOD «coo t 
M 
Fatela bJ EA ERO 
ER AJO Bla 61 EMI BD ORG. RUEEHE— FECI [a 
站 (a<t<5) 上 也 是 图 变 的 ， 我 们 令 


n(x)=YD, acreb, slo)==0. ; 


Jil zx) Ea, bJ EFENA RAZ. 
LE EIEEEC EART m 


Y= YU Y0. a<e<b, 0) 


证 考察 区 间 [o o] 与 [c, 6] 的 任意 分 点 组 ， 
G— xy on xm x ome, . 
e— ye yv x yu b, 


显然 有 0l | 
XMGO FG MO0-fOs00I& YO 


EER HES o, 等 变动 , 再 令 y 等 变动 ， 依次 取 上 确 办 gu 
Mt ) 十 MOS) 《2 


RAH, 对 于 任意 的 8270, 存在 分 点 组 
gez melDee£oub5, 


È EDIEDI e. 
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T-———— PM 


MFA RREA A 6, 我 们 将 0 PADAR Ln 中 去 。 便 
dini, é 介 于 z, 与 ETSI 之 间 ， SUC eds rEg-—i, 那么 由 


{Elf fe) TEI — £621) 
HM Gs fT+ E 1G) —fGu)) 
SORENSON 0c 


"Dm | 
Vat Y(G»Y0-. 
Teo 是 任意 的 , 得 (7 
VO YORYG. 
福 意 到 已 证 结果 (2), 可 见 (1) 式 成 立 00000000 
转变 函 教 在 应 用 上 是 十 分 重要 的 一 类 函数 容易 证 明 ， 图 变 
枉 数 关于 线性 运算 是 封闭 的 ， 即 对 于 任何 两 个 园 变 函数 fg 与 任 
WEK a, B, af+Bg 仍 是 图 变 函数 (在 同一 区 加 [a, 妇 上 )。 此 
外 ， 一 个 加 变 函数 的 绝对 值 函 数 也 是 转变 的 单调 函数 显然 是 园 
变 的 , 转变 函数 与 单调 承 数 的 密切 关系 可 从 下 列 定理 看 出 . 
定理 8.6 [ob] EXE XN / CO EE ERE E. E 


"TEUER FRE T ANE Ki 2. 
证 充分 性 是 显然 的 , KRIER, Ufa) JH, 


引进 上 面 定义 的 (x) 二 (Ff)。 我 们 证 明 x(x) EARNE, 当 
< 时, a(a)«n(B). MENA 6.3, 


vae Ye -YQ, 


= 166 * 


ETRA VU), KIVIO), Mala) (D), 


现在 令 v(x) -n(x) —f GO, 则 可 证 r(x) 也 是 增 函数 。 其 实 ， 当 
a< BIA 
»(£) —(a)-- (B) —n(a) —Lf t: —f(a)) 


- ta - UU f). 
右边 第 一 项 是 了 在 [x, PERUR, Bt 
1/00 -/G)1« fco. 


于 是 (B) —»(2)220, 即 证 明了 >(x) ARER. 这 样 ， 我 们 得 到 
了 定理 中 所 需 的 分 解 , f(x (x) — 00, n, » EMER, 

所 证 的 分 解 定理 能 使 我 们 慌 用 单调 函数 来 了 解 固 变 函数 ， 创 
如 , 回 变 函数 的 不 连续 点 集 至 多 可 列 (参看 第 二 章 习 题 13)， 图 变 
函数 几乎 处 处 存在 有 限 导数 (定理 6. 筷 ， 并 且 它 的 导 范 数 是 可 和 
的 (定理 6.5). 

下 面 举 两 个 简单 例 于 ， 

例 1 设 f(x) 是 [a, 如 上 处 处 可 微 的 函数 ， 而 且 导 数 一 致 有 
t. | 了 Cx) | M, M 为 常数 ， 试 证 fx) EEE, 

证 据 定义 6.4, 对 于 区 间 [o, 6] 的 企 一 组 分 点 ， 

a G7 xo x on «e en b, 
我 们 来 考察 和 
o X MG) 一 As 

应 用 微分 学 中 值 定理 , WEA RC 4,2, b, ES Gs, 
x, 使 
FG —f Gua) =S G0 Ga xci). | 


o= 3 Ga. 3) f^ Gl M2), 
右边 的 量 与 分 点 组 无 关 ， 因 而 当 分 点 组 变动 时 ，o 的 土 确 界 不 超 
过 Mtb 一 9)。 这 表明 f Ælle, JEEE R. 
A2 在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 


xcos--, Odal, 
fGoo-— * 


0, x=0, oc 

它 是 连续 的 , 我 们 证 明 它 不 是 园 变 的 ， 为 此 考察 [0， OBRA 
-组 | . 

| 1 - 1 2-1 
0—i 3-39 7*3 xL . 
我 们 有 

(4 )-i qoos Am (—1) ; k-1,2, 9 一 1。 

从 而 对 这 一 分 点 组 | 


=E 


Der) DRM 
PES 1 
EG Mn —:EàE 

dr leen) SER Y nen, B f 在 [0, 1] 不 是 转变 
函数 ， m 

如 果 注意 到 例 2 中 函数 的 导数 为 0 

f) sin Z +eosŽ, 0 

它 不 是 区 间 (0, 1) 工 的 可 积 函数 , 立即 知道 了 本身 不 是 曾 变 的 . 

现在 我 们 对 加 变 函 数 了 (x) (a<<x<<6) 进行 男 一 种 分 解 ， 这 种 
- 188 > 


分 解 依据 定理 6.1 与 6.6， 设 Hx) 二 x(x) 一 v(x)， 这 里 alx), 
?x) 均 为 增 画 数 ,它们 的 不 连续 点 金 体 至 多 为 一 可 列 僻 , Ln ae 
RE. SARAH, Ss) HAT r(x) 作 出 的 跳跃 函数 ,只 是 要 
注意 , 这 里 的 {各} 不 具 是 r(x) 的 不 连续 点 集 , 而 是 (x) 5 v GTI 
者 的 不 连续 点 集 的 并 ， 这 样 ， 
J^ alat E irito) a " 
s,(x) 一 


二 一 0), a xb, 
iQ, . Lis E 


OEREN, 

. sG0 — s G0 — 8 or) m | : 
f(a-0)—f(a)* 23: (f 40)— KG coy f(x) 

—f(x—0),a« xs 5, 

0, Cot xd, 
并 称 它 为 f(x) fskse dE, ARJ, AVAE DUM fo) 的 不 连 
线 虚 所 组 成 , 因为 在 f(x) 的 连续 点 处 , XE EK BEY A. 

由 于 z(x)-—s.(x), wx) 一 8otw) 沟 为 连续 增 画 煞 , 故 

Px) 9n) Go — vo —sG)1-f60osQGda c 

A- EAZA XXE, RASARE GERD E EE BEER 2-17. 
fx) 二 p(x) 十 s(x), 其 中 p(x) DAAE, 而 s(x) 为 f(x》 
HO REEK ER SCIRE R92. 将 记得 铺 果 叙 汪 为 

定理 6.7 在 闭 区 间 上 定义 的 膨 变 函数 恒 可 事 示 为 它 的 路 中 
函数 与 一 个 连续 园 次 证 数 的 和 。 

为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 还 要 引进 f(x) 的 一 种 标准 分 解 uM 
分 解 是 将 f(x) 表示 为 它 购 正 变 分 与 负 变 分 之 差 ， 

定义 .5 Wf) J&[o, b) EIE SE PRA, 考察 [0:5] 的 任 
意 分 点 组 ， 


s(x)-— 


G— Xo. Ma ter ar D, 
* 1698 - 


P-—fG)-fGa)], N= —XVLfGO Ou). 

其中 /表示 对 所 有 满足 FG — f 6s) 220 的 那些 1 求 和 ,1€ (1,2, 

Vn), Vi " XECRXERCAGU RA. eR a, bART N [a， 

2 时 , 相应 的 P, N AnA P), NG). 当 分 点 组 变动 时 ， 取 

上 确 界 便 定义 出 , 

^ ^.  p(a,b)-—supP, n(a, 5) -—supN, 

BEROA R}, PI (a, x) 与 n(a,x)， 简 记 为 p(x) 与 

n(x), 并 分 别称 为 (x) 的 正 变 分 与 AR DIR), bx) 5 n(x) 

ATE MEYI MEERE, 这 同 了 f IAS [yeu GR 6.3). 
显然 ， 


pO Hn) a r= VC). a) 


3-A jet, A e ER, v. 
p(x)—n(x)- Ka) —f(a). (2) 


其 实 , 对 任意 的 2790, 可 取 [a, x1 RB E, Ea n, Eh, EA 
WBP(xrI»»G-—s EAT N(x)sn(x) 有 
Ffa PLN aSpa enia), 
enoi 
f(x) — f Ca) 2p(x) —n(x). l (3) 
对 函数 一 (了 (x) 一 f(0)) 应 用 已 得 结果 (3), 得 到 
— (f(x) - F(a)) stx) — p(x), 
3 
FG) — FDEP —n(x). 
mRAESRdS (3) BEBE T 2) 3E. i, BISAT AEEA 
了 (xz) 的 标准 分 解 E 
f(x) 9 px) —n(GO 4 f a). (4) 
TGE 


Cr 


下 列 定理 在 入 将 要 用 到 . 
定理 8.8 id fGO[o, 5).E eS BERE T A TAM CORE, 
其 中 Dfx],a(x) 分 别 是 了 的 正 变 分 与 负 变 分 函数 . 假定 o=o, 
f 叉 有 分 解 
F= pi) th Ca), 
其 中 pn 219 HERREBL p) =p a= pl p(s) 5 
m(x) -nGO h 9E dE PH i I8. 
证 设 fta)=0, 由 假设 得 
fG)-—2(x)—n5(x) AQ —níx). - 
[7 
| FAES p) n) —n(x). | 
因而 只 须 证 明 r(x)-— t G0 一 了 (x) PLI E ac, a, 
BELa, bli p(x) 的 定义 ,对 任意 的 6-0, 存在 会 予 [a, AIER 
可 全 ( 指 无 公共 内 点 ) 的 区 问 组 [xi, x], 107 1, 2, e, k, {E 
BGB) pia) —e«L f) —f(x)j. 


据 假设 AGO p. GO —m GO. pu m WRA 有 
EUG) —f(xJ) ] -X[»G')-25()] — din Gi) m GT 


oC 


pea 
| pA — pla) —é n8) — pla), 
4 e 0, Ep 18 , 
Pa — BC (8) — pA), a B, 
这 就 证 明了 rGO — 300 — p0x) AAE 
定理 证 完 ， 
蚀 扬 证 定理 推出 , 当 f(-0Bm, IT GO 的 任何 单 漳 GB 
= 了 7 工 < 


n"-—-—— en i oaa. 


13)4H f GO p (x) —m Qo), (0) 0, DEERE rC), W 
是 l 
pix) m p(x) Er, m) nr), r(a)—0, 

下 面 讨论 原 函 数 问题 . 这 是 微 积分 基本 问题 之 一 . 证 f(x) 是 
定义 在 [a, 妇 上 的 函数 ， 它 在 区 间 上 几乎 处 处 有 导数 P^. (因而 
认为 导 函 数 被 确定 了 ), 问 公 息 多 
| Yam=rco - FG), (at) 

is.Ez] Too - D 
是 否 成 立 。 这 里 , 我 们 把 f(x) 看 成 g(x) 二 (x) 的 一 个 原 函 数 。 
就 是 说 , TT SOR 能 否 由 它 的 导数 的 不 定 积分 得 到 ? 

前 面 已 经 讲 过 , 当 o 为 连续 的 增 函 数 / 的 导 函 数 时 ,上 式 可 能 
不 成 立 ， 这 可 参看 定理 6,5 后 的 例 2， 我 们 机 研究 上 述 筹 式 成 立 
的 条 件 。 下 面 将 看 到 , 应 用 勒 贝 格 积 分 概念 , 可 以 完满 地 解决 这 个 
BE. 

设 给 定 了 可 积 函 数 g, 我 们 令 

1(O=C+ | gdm, axb. 
[a,x] 
那么 ,了 (x) 成 为 一 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 ， 由 于 C 是 常数 ,f(x) 
的 性 质 将 由 第 二 项 决定 ，F(x] 显 然 连 续 , 量 进 而 还 有 更 好 的 性 质 . 

XX 6.6 Plab] [ab], Ca, 5, ] ERR o, 1 EE RETE BRE 

ACER RUBBS DCIRLBG Ro A MRH m CU Las, 6,1) 0 时 ,有 


. DEF (b) —f (a,)]—0. 


Wis f(x) 在 [a, bl EA 3 8k i Ac. u 
不 难看 出 ,在 定义 中 ， RELS (6s) —-f(2)1-0(25 mCU Las, 


一 0) 可 用 较 强 的 条 件 
: 122* 


EIO — F Caio Qm (U [as 5,10) 


RE EHI, 容易 证 明 , AOTER BREEAM, 35. 积 , 商 ( 除 
BETRE TESMER. 

引 理 6.4 [eb] 4.12 11 (1) 1.01 

WE REL, Hte-i, FEAD 使 当 瑟 不 相 矢 的 区 间 [ov 
4.1, [es br, M" [as, b.l B e me Bombe ài 时 省 

È AOK 

用 分 点 组 | 
' nE Xp X S a n m 


分 划 区 间 fa， ,和 使 X, 3X1 Oi, RE it, 2, "t Nib 那么 ， dH 
出 ,对 于 每 个 hE 0,2, NY | 
A OKL Km y OSN, 
JAREZ. 
W1 连续 团 变 函数 不 一 定 是 绝对 连续 的 . 
AREFE S.S FEARR? 就 可 知道 ， 仙 <) 是 定义 在 [0， 
二 上 的 连续 增 函 数 , 因而 是 连续 园 变 移 . 上 映 C. FR, A 
mg(Gi) 一 0， 显然 , mO(LO,1I)= 1, t mÉ CP) m1, (B m Poeno, 
pas gg Er SR HS EO, 二 的 分 点 组 ， 
sos aco Laim, AEN, REPER, 
xiP), 1—1, e 下 是 Co 的 构成 区 间 的 子 集 ， Lo» (x8), iP ) VT 


Atho o). W, RINER E L/ G2.) — f GP) e E 6G | 
不 是 绝对 连续 的 。 | 
下 列 例子 表明 , JA 6. A 中 的 区 间 [e, RAER, 
论 不 再 成 立 . mM | 
" J73 


Ca 


BO Ef -cosx, —eoxx«2o9, ， 
这 函数 是 绝对 连续 的 ， 这 是 也 于 , 对 (一 co, ce) 中 任意 有 限 个 
EARRAK EJ [os bil, [a;, b], t, [Law b,]. 有 


三 IAC) 一 Fas 三 Gia), 


thi (5,—a) ET 0 而 趋 于 0, 但 流 函数 不 是 加 变 的 . X am 
kx, h-0,1,*,n, 我 们 有 


b PREN — f (x) | 2n, 


Kit V (f) meo. 


e La, b) F6 48 XE VE DE ECCE EEEH, 它 就 具有 园 变 函数 
的 所 有 性 质 ， 特 别 ， 它 的 导数 几乎 处 处 存在 为 有 限 并 且 导 函数 是 
可 积 的 ， 在 引进 关于 原 函 数 的 定 独 之 前 ; 先 建立 两 条 引 理 . 

引 理 6.5 设 在 [0,6] 上 的 绝对 连续 画 数 SONSAN PÒ 
几乎 处 处 为 零 , OET: 

证 ReDo HFF 为 绝对 连续 , 存在 070, 使 对 La, 
b] 中 任意 有 限 个 互 不 相合 的 区 闻 Las b1], n ln 6], RE 


m( Ù, Lts, 51)«8, 
就 有 
E If (5) —f (a) | «e. Q) 


4 E 38 (a, b) rbi f^ (x) 50 HEE, MARR, mE=b—o, 
对 互 中 每 一 点 x 只 人 须 有 >0 充分 小 ,就 有 | 
laUGH)0-fGld«e. Q9 
PRECII Ae, x 十 1:xE EE} 依 维 它 利 意义 覆盖 E, 据 维 它 利 定 更 
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的 推论 , 对 上 述 070, 有 有 限 个 也 不 相交 的 区 间 
dixi oxi di xs, xh], uid da= [xn Xa tAr, 


使 m*(E— Ù d) «3, AREA È mde>p 一 0 一 8， 由 此 顺便 得 


到 , th Ca, b] os, Ù d 所 得 差 集 (有限 个 区 闻 的 着 ) 的 测度 小 于 6. 


为 确定 起 见 ， 不 护 假 定 xx. (必要 时 可 重新 编 序 而 使 
此 不 等 式 成 立 )， 于 是 由 (1) 得 


o= FG) fT E HU Qu) — mtb} 
MG) TER). 
另 一 方面, Bn S6 Art E h, Qe 
Go) F Ca) ] «ela, k1, 2, sn, 
从 而 


= | {th 7 < eso). 


于 是 l D. 
|f (6) —/ (a) joi toel ba). | 

由 于 。 可 随意 小 , 必然 有 (5) f (a). 将 所得 结果 应 用 于 区 
间 [e, x1. I 48:48 f(x) — f(a) (e<x 实 多 这样, f(x) 为 常数 . 引 理 
fub. - 
S[E8 6.6 ix gx) A isl [o, 5 ] EEG OT RR E, MER 

FOECH | gdm, CHES 
(2.x] 

S68 M JL REARZRÍE, 且 有 P0 200. 

WE 第 一 步 。 先 证 f(x) 为 绝对 连续 的 . 对 任意 的 60, dE 
积分 的 绝对 连续 性 ， 存 在 dO {假定 Se), 使 当 me «4 (ec 
La, 的 ?时 有 
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he eun mes Rm s 
oou s nad a KTA n a e nt n n 


BIO W 


设 o, 61], [an 62, … 是 [s 拉 中 任意 互 不 相合 的 区 间 集 ， 据 
积分 的 可 加 性 , 可 得 


EID- D [ Olda. 
U Cas, b.) 


因而 当 mt U (a, b,)) «à 时 有 5 HOR -f(a) | <e, 即 Y 是 绝对 


连续 的 .和 由 于 绝对 连续 函数 是 略 变 的 , 知 f (0) 的 导数 几乎 处 处 存 
在 且 有 限 ， | 

第 二 步 . 我 们 证 明 F~), x€ o, b]. 首先 证 明 ， 在 
[a, b) EJLER E 

f'GO«a(., 

4 Ej (a, b) ii f(x) FERRE f Gy» pan 
的 点 焦 , 我 们 证 明 mE, 0. 、 

对 上 面 取 定 的 6 RFR G iE ; 

EC: Gcz[a, b], Mi mG mE, à, (2 


据 Ea HEX, 对 每 个 x€ E, 当 AO 充分 小 时 , 有 
PUGEO-fG0IDBS E, 


HIE G AFR, TR LRA ARNE [x, x 十 加 王 G， 这样， 六 区 
间 集 
Loc, an € En} 

依 维 它 利 意义 覆盖 En 撕 维 它 利 引 再， 存在 互 不 相交 的 区 间 的 
并 集 S= U Dx, xc ul, E mCOE 5) 0, 这 时 据 (3)， 对 每 个 k 

i ADI. " 

p" PN dd rd 
126- 


从 而 
| gdm>amS ， . (4 


分 两 情况 讨论 ,如 果 q>0, 注 意 到 mE eon [ o (dmm am Ev. 
AUR q«co, 注意 到 | 
SCC -—E,) U Ec (GE p) U E» 


有 
mS«Ó- mE xe mE pa 
JE (4), 
f o(0dm mao E, p. 
因此 , 716 a 的 符号 如 何 ,有 
| gam>amEs ~ late, (5) 
另 一 方面 , 由 于 | 


m(S —E,)s«m(G ~— Ey) <å, 
应 用 (1) 得 | 。 s(Ddm«e Jum 


| opam<|。oGDdm+e<pmEn+e (6) 
联合 (5), (6) 即 得 
—laleT am Es pmE tse, 
由 于 e 可 以 随意 小 , 必然 有 qmE e bm Es, f qp, M mEn. 
Wt E (a, 6) d f x) ETE BLUR. P GOD GO 的 点 集 , 令 
《p, 9) 天 示 任意 的 有 理 数 候 , H pg. XA E- Y EL PE 


证 事实 , 每 个 En DENER, 因而 作为 可 列 个 零 测度 集 的 六， 有 
mE =0。 这 就 证 明了 在 La, b] EJULSEAEREN J^ gx). 
为 得 到 相反 的 不 等 式 , 令 p(x) = 一 f(x)， 并 应 用 已 证 结果 于 
ITTA 


ee an 
a ronis amri OH ra ASH i E e Um 


o (x), Bp (x) — g(x) xk f GOZgGO 几乎 处 处 成 立 。 联 合 所 ， 
得 两 结果 恒 推 出 , f'(x) 二 g(x) 几乎 处 处 成 立 。 引 理 得 证 . 
据 引 再 6.6 与 6.7 立即 可 建立 本 节 又 一 重要 结果 ， 
定理 6.9 在 [a,6] 上 定义 的 酉 数 /(x) 为 绝对 连续 的 完 要 条 
FE, 存在 可 积 函 数 g(x), i. 
F=f a+ | gdm 


En, x] 


m. 

证 完 分 性 已 在 引 理 6.6 的 证 明 中 讨论 过 .下面 证 明 必要 性 . 

设 f(x) 为 绝对 连续 , 因而 图 变 ， 于 是 f(x》 几乎 处 处 存在 县 
了 (x) 在 fo, 6] 上 可 积 . 令 

eG)mf(G)- | f'Odn. 
De, £1 
据 引 理 6.6, o'GOovf/ GO, ENERE o CO — F x) 的 导数 
对 等 于 0， 从 而 据 引 理 6.5, g(x) GO C, C 为 常数 .但 g(a) 
二 f(o), ü fC) 与 g(x) 处 处 相等 ， 即 
fG)-eG) m | Fadma, 
. [2,5] 

这 样 ,只 须 取 g(x) 为 P GO 就 行 了 . 

出所 证 定理 可 以 看 到 积分 与 微分 的 联系 ， 我 们 就 原 簿 数 为 绝 
对 连续 情形 (注意 被 积 函 数 只 是 可 积 !) 建 立 了 后 贺 - 菜 布 尼 效 公式 

| Fedme EEO. 
Ceb] 

前 面 曾 提 到 的 西数 0(x), Fk ERR ER, 而且 不 等 于 常数 , 又 
它 的 导数 对 等 于 零 ， 应 用 定理 6.9, 立即 知道 0(*) 不 是 绝对 连续 
函数 ， 这 样 的 函数 在 转变 函 教 的 分 解 中 起 闭 重 要 作用 . 

定义 6.7 设 r(z) 为 Ta 拉 上 的 连续 加 变 函数 , 不 等 于 常数 ， 
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本 


. Hro, Wiss roD HFR dee. 


S1 EU ZLBILZE PR IC) E M39 TE DR ER. VE fax) 
pog t dc pp PES RE LUEAESE e Ca, 可 以 作 函 数 
pla) =f] ftam, 
[sw] 
$O) 与 Jls) TR EENAA ri) = fole) —9 x) 的 导 
数 却 是 对 等 于 零 的 ,这 个 状 显 然 是 连续 回 变 的 , SEAR 
AF. TERGA fo(2) 的 一 种 分 解 ， 
fe) o GO trx), r(a) 0, 
Hhh pl) 为 绝对 连续 ，r(x) 为 奇异 务 数 或 零 。 这 种 分 和 解 基 肉 一 
的 ， 这 是 因为 , DH] —3Em. 
fi(x) pi -ri(x), ri(a) —0, 
oa 为 绝对 连续 ， ri(x) 8$ RE ER CERE, 则 得 
gx) —giGO m ri G0 rx). 
由 此 可 知 , ARNEE e(x) ei (x) 的 导数 对 等 于 0, i oo 
一 Da 为 常数 ， 但 (a) —oi(a), Bt oO mno. Om x dei 
rix) r(x). 
JR E EEHEHE AMEA E 0.7, 即 得 
定理 6.10 ”定义 在 区 间 [o 5] 上 的 固 变 函数 f(x) 可 以 分 解 
为 
f(x)9g(x) o r(G0 Tx, 
其 中 pfx) 为 绝对 连续 , roo AARAA, 而 s(x) 为 f(x) 的 
Bib EK 25 3i, 
EE EPICURUS MEICOECE ES f(x) 绝对 连续 时 ， r(x) 
5 s(x) BHR. 
ik 本 节 所 讨论 的 概念 与 定理 ， 都 十 限于 有 限 区 间 情 形 . 当 


^ BJ RIA ORI, 某 些 结论 仍然 正确 , 而 另 一 些 结果 要 加 上 补充 限 
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Meam 
ne 


TU. Dum, 对 于 定义 在 (一 co, co} 上 的 单调 函数 j(x), 定理 6.4 的 
结论 成 立 , 定理 5.5 的 结论 当 (oo), f(- 9) ARR, 并 
上 且 此 时 ,转变 函数 也 得 以 定义 Mmm f) 有 限 但 f (oo) 不作 
特别 要 求 ， 定 再 6.9 仍 是 成 立 的 。 所 有 这 些 ， RFUSERERURE DS [RES 
“任意 接近 "元 限 区 间 的 方法 就 容易 着 出 . 


87. 勒 贝 格 -斯 蒂 杰 积分 概念 


鉴于 勒 贝 格 -斯 蒂 杰 积分 {简称 上 S 积分 ) 在 应 用 中 于 分 重要 ， 
. 这 里 将 作 一 个 扼要 介绍 ， 我 们 著 重 工 5 积分 概念 的 建立 ， 尊 时 由 
于 基本 想法 与 第 四 章 中 勤 贝 格 积分 的 建立 相 尖 似 ， 这 里 将 着 重 讨 
论 不 同 之 处 , 为 了 便于 比较 ， 我 们 对 歼 明 -斯 蒂 杰 积分 也 作 一 些 初 
步 讨论 . 

YE fi PLI [ia 63, nx) 为 Do, 的 上 给 定 的 增 函 数 。 区 
Hila, 用 的 5 测度 定义 为 

ul(a, =u — 0) —pn(B84-0), 
一 点 a 的 4 测度 定义 为 
uta) —n(a-0) —u(a—0), 
ZpxmBeEu(a—0) -—24(0, u(br0) —2(0. TXEXJSEGG 
36g. G= (2, B). Co, 有 等 互 不 相交 , 则 它 的 测度 定义 为 
uG--Yun(a,, BO}. 


完全 与 第 二 章 82 3RDI, S8 E 的 外 测度 定义 为 
p* Ex inf LG, G 为 开 集 。 
MEWE, E E 的 内 测度 n. E 也 与 以 前 一 样 定义 。 I ntE- 
HE, Ws E H a "ril, 这 时 已 的 测度 定义 为 uE- ut E, 
HUEN, 五 为 4 可 测 的 充 要 条 件 是 , 对 任意 前 第 ALa, 5], 
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a* A-u* ANE) +e LANFE), 

y n NR incl. EER, A, E — c0 GB. 
特别 是 关于 上 完全 可 如 性 成 立 ， 和 由 于 这 些 内 容 包 平 是 以 前 所 讲 的 
逐 名 重复， 这 里 就 不 旗 了 。 下面 介 绍 几 条 为 以 后 所 需要 的 引 理 ， 

引 理 7.1 a, a SARAR, 且 对 任何 区 间 [a, 81, A 

uE) —uo)sunG)-—u). (1) 


BN uc. 


证 ”首先 证 明 , TERTE COR nC uuG. 
EK, EO) SHE EIC IBI Ca, 8), 有 
in (8-0) —in (a F0) & p (B —0) —u,(a4d-0), 
因而 据 开 集 测度 的 定义 , 即 得 请 G<paG. | 
其 次 , RHEEN, ECA 的 充 要 条 件 是 , 对 任意 的 o7 0, 存 
在 开 集 GE 与 闭 集 FCE， 使 u(G—PF) <e (SRS REM 
3.1 REWER) "PARURE ECL, WAR, 对 任意 的 e 
0， 存 在 开 集 GDE pif FCCE G6 mGF). dH G—F- 
G [1€ F 为 开 集 , BEBERE, 
i (GG PF) (GF) «e, 
EAE EH m HS, dS aa Ca 
引 理 ?了 .2 S uiu AAAH, M EC uuu, B9 JERE AE PEE 
LEA NA,. l 
证 DEH, $ u=m ter WARNER Ha, 的 ,有 
u( B) —u(a)«u(B) nula), 1—1,2, 
SESIPR 7.1, 有 E Cad, $91, 2, W LC N s. 
充分 性 ， 对 任何 开 集 G, BRS 
aG —unG-FuG, 
这 里 uuu. VEE CAL Ou, MAERAH 620, FEHR 
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G SA% F, F,—EC-G, 使 
pG — F) e2, t—1,2. 
令 
G=G NG, F=F UF, 
那么 FCECG, 且 G 一 F 为 开 集 ， 长 
u(G —F)-u(G—F)Tuc-—F) 
sp (G FO) Hun Fe) xe, 
SH, RINEBT E 为 上 可 测 集 ， 即 a4 N La Dla 引 理 得 证 . 
下 面 将 引进 LS 积分 概念 . | 
dtu ck, NEA uf BE ERCRCDL REL LS 积分 与 以 前 一 
样 定义 ， 非 负 & 可 油画 数 了 ， 进 而 一 般 4 可 测 函 数 了 的 LS 积分 
以 及 LS 可 积 概 念 也 与 以 前 一 样 定义 ， 并 且 ， 在 记号 上 也 毋须 从 
多 大 的 改变 :但 要 注意 , f 的 可 积 性 与 & 密切 相关 面 不 仅 间 f 
X, fXracLScpmapsfcLaua X LS TRARNE 
EHR, STA PECIA IR ISI — 6 OE UY s ER. EASIER PE E 15 
者 可 自行 党 成 它们 ， XDPBRHDUSGSE I ATEAN a 的 LS 
积分 , 情 搞 有 所 不 同 ， 为 了 引进 它 , 还 要 作 一 点 准备 . 
引 理 7.5 设 山 ,ts 为 有 界 增 醒 数 , 且 对 任意 区 间 (a,F), 有 
i (B) — C (9) — s Ca), o) 
WU fF ALS 可 积 时 ，/ AF 为 LS 可 积 . | 
WE 当 了 为 如 可 测 时 ,对 任何 实数 c, EC 0228 pn 可 测 , i 
(1) 并 据 引 理 7.1, ESAR m WW, 故 了 为 nm 可 测 . 
AFAI 了 分 为 正 部 . 负 部 考虑 ， 腑 下 不 妨 对 />0 情形 来 证 
阴 引 理 , 设 € La. 对 任意 的 e>0 与 任意 满足 oco cf 的 后 简 
| HEN p. 我 们 浙 言 , EFE us APAR o, 满足 oxp f, E 


| eidtu ce, gud us, (2) 
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cn rp 


其 实 , 设 | odu= EcanE, ES iG) ay), EL 
互 不 相交 的 && 可 调集 ， 取 闭 集 FCE, tE p Esau Ft e/nM, 


AM-maxe, 4 


qax) =Ec xr), 


则 l 
fo. dyu-— b ta Fu DE a FE (m E 
>f o dp, —e2, 
这 就 证 明了 {2)。 从 而 
fo. du, —e<| fan. | . 


4 eo, 48 [ oi dic, Hus, Er os ZAMRLA, MA 


[fas | fdn ic fe La. 


引 理 7.4 SUMTECPLEEI I E SEL, Na, M 
FE Lara Rf 


| fd ntad = |, fan HT fam. a) 


证 Rj HEMT., Marl Nla 故 当 
EL AL BE, FA atu 可 测 函 数 。 取 满足 Oslo m Gu 
HARAKA ot, p 也 是 1 与 ps 简单 函数 ， 由 关系 式 


sup [ oa (Qu uz) sap {f oda, +f odu} 


Ds T«r 


zm 
< sup f odia + sup fød 
183e 


umum drcum icti EE eh ane Tum rin ri eia i eaa mma 


{fat ey) fai T, fius. 2) 
另 一 方面 , 对 任意 的 970, FERRAR A, Bi, 451, 
m, j=1, =, n, [E 


人 aa +È ftis Gi £u AM bri Bite. 


但 上 式 右边 首 两 项 的 和 等 于 
POPPUOUEDEESDPSPTRE 


<E aulam) CAD B), fau ta), 


其 中 a= supla, 55, && 
f fao. +f fani fa Gu uite, 


4 c0, 得 | 
f fdamt| fan [ factus. (3) 

合并 所 得 两 个 不 等 式 (2), (3), 便 得 (1). ， m 

定义 1.1 设 4 为 [a, 有 站 上 的 圈 变 函数 ，4 在 [a, x] 上 的 总 变 
分 , 正 变 分 与 负 变 分 分 别 为 0(%), p(x),n(%)， 再 设 fEL。。 那 么 ， 
WIRT A LS 可 各 ,并 定义 它 的 积分 信 为 

f fdu- (fap— f fan. a) 
关于 这 个 定义 , 有 必要 作 下 列 儿 点 说 明 ， 
第 一 , (1) 式 右边 两 项 是 否 有 意义 ”答案 是 表 定 的 。 因 为 对 任 


xx Mla, 8), 

DA —b(a)«v(b) —o(a), nl) —n(a)sv(b) —v(a), 
BOIEBTSGGENLGSICLOM,HÍICLO SfC€La — 

第 二 , (1) 右 边 的 差 是 否 唯 一 。 详 细 地 说 , 我 们 已 有 了 表示 ， 
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ux) = pi) —in(x) ala) ), 
BD u(x) 表 为 两 个 增 函 数 的 莽 ， 如 果 o 又 有 男 寻 的 表示 ， 
ux) m6 —mCO Fato, . " 
其 中 m QO,n (x) 为 任意 瑞 务 数 且 (0) 9m (0) 0, WAETH 
f. fdp— n fdn= f fdp 一 |. fdn? (Q2) 
管 案 也 是 青 定 的 ， 因为 ， 据 本 章 定 理 6.8, FAHA r(x). tE 
aED Sp tri), m(x)—n(Q)-rrG), 
ARET. 3, 508 f € Lao ARSE T.4,78 


f fa», zin fdpd { far, f. fdn, =f, fdn 十 ZZ 


由 此 立即 得 到 (2)， 放 (1) 的 右边 唯一 确定 了 积分 | fda, 


XH, f 关于 国 变 西数 4 的 LS 积分 , 我 们 供 助 于 了 关于 增 本 
数 的 工 S 积分 来 定义 ， 因 而 关于 这 种 积分 的 一 系列 性 质 药 建立 都 
可 以 借助 前 面 关于 增 函 数 的 积分 的 性 质 得 出 来 ， 还 可 以 证 明 有 界 
波 岩 尔 可 测 画 数 关 王 任何 工 9 测度 是 可 积 的 . 
ET RS 积分 在 应 用 工 的 重要 人性， 并 为 了 将 它 与 LS 积分 作 
若干 比较 , 我 们 在 下 百 对 它 的 定义 与 性 质 作 一 些 介绍 . 
.定义 7.2 Wa) 为 区 闻 Lo, 6] ERMER, GO W Ta bl 
上 的 月 界 实 函 数 ， 对 [a, 如 的 任 一 分 点 组 
G7 xy «oy e e Cx, b, 
XE 8 A^ EE [S] Loc, t "P EERURR £s 120, 1, 5, n—1, EA 
" gu bl FED Teln) —uD 1. 
WRN A hz (sss — 8) 90, a 有 有限 极 限 了 WE f 3er uh 
RS 可 积 的 , 且 它 的 积分 值 记 为 


ref A Odeo 


* 18. 


er 


或 侧记 为 
f fdu, 

O ER 84 一 样 , 引进 积分 大 和 与 小 和 如 下 ， - 

S— Y Mali) 869), 


(00 s=Ē m (a(n) -uG29). 
其 中 M, m 分 别 为 f(x) EKE a ER E, FAR. W4, 


可 以 证 明 , AA O 关于 a 00 为 RS 可 积 的 充 要 条 件 是 , 当 4 一 
0 时 ,对 同一 分 点 组 作出 的 大 和 S 与 小 和 s 都 趋 于 同一 REI ie 


看 定理 4.1). 
定理 1.1 设 4 为 [a,5] 上 增 得 数 ， 若 了 寂 fo, 5] 上 连续， 则 


了 关于 站 的 RS 积分 存在 ， 
证 设 任 取 se>0， 出 于 上 广 在 [a, 6] 上 一 致 连续 ， 存在 6>0， f 


34 x, y € [a, b], |x— 一 1<6 时 有 
[f(x) 一 -Fo «eG — —-u(a) 1), 


假定 分 点 组 
qox x mx. — b 


BIXDERI 4 二 max Qo, —2) <, T En m € Dn, 2] ARRIUS 
` fG0—M,, Fa 一 mi 一 0 1 一 1。 闭 么 对 此 分 点 组 有 


S-s- 三 LFE) —f Oai) —8 (201 


Seful) ~alo) + DUE x TION —H(X) se, . 


Bin, f ET ut RS 可 积 性 得 证 
TAHTE, 对 于 不 连续 函数 , RS 积分 可 能 不 存在 . 
例 BIG) 与 n(x) 在 [一 1, 1] 上 的 定义 分 别 是 
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0, xC€E—1,0), 


f» x€E—1,0], 
f(x)=: co-| 
(a x€ (0,17, x4-1, x € [0, 1], 


”我 们 来 考察 f 关于 4 的 RS 积分 ， RARI Uns 10,1, m 
假定 0E {xi}. 于 是 在 含 0 的 小 区 间 中 分 别 取 F0 —0 5f) 二 
1 Rf, 则 相应 的 积分 和 分 别 是 


or 一 0 十 È, 1e Dale) mea) 1-4 (1) 0I, 
c,—04- È 1 [n(8) ulm) ul) ulo) =2, 


TREO f SET a By RS 积分 不 存在 (图 16), 


mij- m m 


-i 0 
Fœ ata) 


em 


Bl i5 

可 是 ,容易 求 出 了 关于 的 工 S 积分 为 1， 实际 上 , £e ER 
数 , 据 定义 有 

| fdaeo-i(E—1,0D treo, 10 20) —4() =1. 

[21,11 

定理 7.2 PECCATI METYST 

O W fu FLOS nde Lo 6] ES RS 可 积 , c1, cs AMR, 

Wl c ficco f; 关于 4 也 为 RS 可 积 , EUN 


f (efi ref duce; T pas+refyrau (D 
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Gi) f RF otla, 6] ES RS 可 积 , 旦 ao<c< 56， 到 上 关 
F atla el. E Se, 6]. LHA RS TA, E 


[fau (fau fan. (2) 
Gi) 设 f 关 于 4 在 [a,5] 上 为 RS 可 积 , 且 了 >0, 则 
[fauzo. 
证 VEN BGDu SE XGLBEÓME. 下面 证 明 性 质 i). 
设 任 给 2770, La, 站 中 分 点 组 


a= xXx x mr x, b, 


WC ` | 
» MiaGa a) 72a(x0] - mina) al] (3 


假定 cE ix, x4], 那么 , 令 ms, m". AER f XE C61, Le, 2] 
上 的 下 确 界 , 而 M'n 2, 表示 相应 的 上 确 界 . 则 有 
mp) ua 1-9 mu) —a 1 4 mu G4) ule] 
em'a(e) —u(x,)14- m" (x) —nu(c)] 
« Mute) —u(x2]4- M" [un —u(e)] 
NM Lal) —ux)]. 
因此 不 妨 假 定 c BUREAU GS) 中 ,例如 说 , c 一 %， 同 时 (3) 
成 立 , FE, 由 于 (3) 可 以 罕 成 


{Ë Miluan) -ae € miiGu) —26:01) 
{Ë MinC) 786017 E mlela) ~p Ce) <e, 


并 且 每 个 花轿 号 中 的 项 都 是 非 灸 的 , 就 知道 它们 都 小 于 <， 这 表明 
f 关 于 4 在 [a,c] 以 及 在 Ee, 站 上 的 RS 积分 都 存在 , 并 且 容 易 看 出 
ODRE. | 
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同 总 积 分 与 工 积分 的 关系 类 似 , 我 们 有 

定理 7.5 du [o b].E eg RES, f 是 [a, 5] EKARA 
S. N f fE[o, b] EXC 6 28 RS 可 积 时 , dA LS 可 积 ， 且 积分 值 
LEA 

证 WEEL, 5109 —^- A 8D 7 

D, aai «ax e exui) =b 
使 Dii 的 分 点 包含 D 的 分 点 , 并 使 
和 4 一 max(x 各 一 xf 一 0 (0 一 oo) 
Id EE 


OS [ne PLL (R0, 1, 4, m—1), 
p f(b), x=b, ' 


其 中 mP 3878 f(x) ERKE C, x49] 上 的 下 确 界 , 显然 天 的 
LS 积分 为 l 


fian Adum E mP el, HOO) u00], 


不 难 明了 ， 上 式 右 边 当 A—OBHÉ f 关于 4 的 RS 积分 。， 由 于 
VAAREY, 故 据 关于 立 S 积分 的 勒 维 定理 , 即 得 ， 


ej og PO da SUE. e du-— fy (x) di... 
并 是 还 有 lim f,G) «f GO. "R88, Ab SORA] AO 时 (对 应 于 
取 上 确 界 情形 ), 可 得 . 

f 4 lim JG)du- i (x)dgu. 


PEEN GO slim 天 (x)， 这 样 ,得 到 
fan im A60 clim G2 }dp=0, 
因此 有 MM us 
: 189 9. 


I" 本 fG)du— " " lim f.i) da= (Edu. 


这 和 便 直接 证 明了 了 关于 只 的 工 S 积分 存在 且 等 于 了 关于 4&4 的 RS 
积分 . 

以 上 我 们 讨论 了 关于 单调 增 沙 数 uy RS 积分 .一 般 地 , 当 
如 是 [a, 旭 上 前 略 变 函数 时 ， 我 们 可 以 定义 了 关于 的 RS 积分 ， 
方法 与 5 积分 情 形 相同 (参看 定义 7.1) ,就 是 说 , 利用 4 的 标准 
分 解 , u(x) = p) —n GO 十 HC0) .这 里 px), nC) 493 a CO RIS 
正 变 分 与 负 变 分 , WAE F AT u HELa, D E RS 积分 为 


j / GOdu- [1 (x)dp -人 GO dn, 


游 且 积分 值 是 唯一 确定 的 , 它 不 依赖 于 n(x) dg EROS GT 
这 种 分 解 方式 ， 于 是 , 据 此 定义 , 这 种 一 般 RS 积分 的 一 系列 性 质 
可 以 由 相应 于 为 增 函 数 情 形 的 RS 积分 药性 质 得 出 来 ， 
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1. BSE) 都 是 E. KTWAN. ga) eL, BE 巨 上 几乎 处 处 成 
xf «gGn. Fl f() 是 否 可 积 ， 
2. Rf 于 已 上 可 积 , 令 EEan), 则 Hm mE.—0, 
8， 设 在 康 脱 闭 集 Po 上 (参看 第 一 章 MEMENEK f(z) D TRE 
Po 的 补 集中 长 为 /3* 的 构成 区 闻 上 定义 JC) 为 s(neR), MES €L, 并 
求 积分 值 。 
4. YE Fo) m0 为 可 油印 数 , 令 
UG) [o 车 TORA 
出 当 (a) 几乎 处 处 有 限时 ,有 
limf G0) «dmm f FG dm, 
5. BALG 13H EX n IEEE En Eo, LES, BL 1 中 任 一 点 至 
* j> 


少 属于 这 + 个 集中 的 个, 试 证 必 有 一 集 , 它 的 测度 不 小 于 p/n. 
ER: AP En Enee, E. 上 的 特征 函数 ， 六 将 测度 化 为 积分 米 考 塌 . 
e. 惑 维 定 理 中 去 掉 函 青 列 的 非 负 生 假定 , 结论 是 否 成 立 ? 
T. (mE 0, XGE E. LITRES fhao) 满足 FG) caeh TAE 


f foda], gíz)dm, 
8. 设 f(z) OE EXTR AREER zd eG) 18 
[fi eG dme, 
M fo. 
4. 证 明 下 列 等 式 ， 


n NS .9* tog 二 dm 一 $i ED (p»—1). 


10. ik f(x) 是 区 河 [0, 1 ] 上 的 可 积 函数 ， 若 对 任何 e€ (0, 1) EA 
NITE A f~o. 


11. RAR lim(R) [AE sint peds. 
12. 设 fi) ZAREN Ca, 人 上 可 积 ， WHE, Xj&- ne, (nf(z)] WI 
测 且 有 等 式 
lim- fa » Enf tw) ]dm— " B fw dn 


其 中 [2 表示 实数 y 的 整 部 . 
B. AFELMA Ü fdmeo e 是 一 确定 的 实数 ， 令 


1 atm 
Fa) = 二 | f(DdmscR, 


j;uEPFEL(, 

14. 设 FG) 是 以 25 为 局 期 的 实 可 测 函 数 ， 若 f(x) 又 有 局 斯 1， 试 证 
fGDJLS ARAROMEER. 这 样 的 函数 是 否 必 为 常数 ? 

dim Ju 了 为 连续 进行 考虑 并 注意 熬 集 (2bm4-k, 16 2) ERRA 
E, 

15， 设 对 每 个 RE 名 所 Cw) iz E ETR, pE) 几乎 处 处 收 令 于 E), 
且 一 致 有 
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[ifs dm K, Kon 
WOTA. 


16. i f(z), faa) (nc E) J9j& E EWEURHG fe(u) JV bp hM CF 
fH 


lim Je dm=f,} FG) dr, 
试 证 , 在任 息 可 测 子 集 ec E 上 ,有 
lmj 1560) dm f. Idm, 


提示 ， 对 序列 户 分 别 在 e 1 E-e 上 应 用 法 杜 定理 . 
iT. Wb fOhEl a, %) 上 可 积 , 期 


tim [ft FO dmt. 
hen d 一 om 


18. if AR Lew. uf e LOO ORRA, FERA 
数列 $n; Sn € LR), necH, HE: Sa WERF f H 


EAM [5e 7 5«| dm 20. 
Ho HUE DUBIUM XL dX 
f ef dm=limf pdm 
49， 设 SG) ER EATR MRE 
f Of eef ln de 
UENIT TIME 


TOR 275 fe da. 
提示 ， MEME, 
f limf NO 


提示 ， 先 对 特殊 的 (zx) 证 明 结论 , 再 利用 极限 过 程 ， 这 个 结 累 称 为 歼 
32—B DURS. ， 


*- .132 E 


21. db mE« o. M Fey 在 且 上 可 各 的 充 要 条 特 是 级 数 Ez mE >n) 


KA 4 mE= m ij, ERER? 
22. RFO ge) DEELER 省, 地 上 的 所 2 可 积 函 数 。 则 
FICOEDL PICOF LES 
RIGEN XXY Lanp, BE 


f... hd Gi m (faul oa. 


22. ib CX, R 10 — (Y. 9) ARAT Deum Br 86 S Sr DX 33 EE 
测度 空间 , E ROXOXY 中 适合 下 述 条 从 的 集 ; 对 得 个 z 与 每 个 加 五 。 X- 
Er 都 是 可 列 集 ， 那 么 ,五 是 不 可 测 的 。 

提示 ， 应 用 情绪 尼 定 理 , 

23. WXEHINESEIRICAX, E) 上 认定 两 个 测度 jw pa, $ uan aaa, 这 
里 et 0 是 实数 ， 试 证 存在 X B) X-—AuB. AN Baĝ, E A uE 
d Bhn DAR., GEER ATA: APERTURE. En sHMB. 
n(En)zo. fiSEMIEBSDI) 

24. Uo 2795 PERERA, RE 

FED = BHigG)l-1 (Gc. y €R). 
试 证 , 存在 和 ER. E e(x)—e'* (cH), 


25. RER G) 一 UTA 的 可 微 性 , 其 中 记号 (y) 家 示 数 y 与 它 


-最近 整数 间 的 配 离 ， 例 如 ,13 .中 一 0 1, (3.5) 0.5, 
26. iE ah hie 53 ERIZEGRRORI, hO RATAREA Fx). 
b 
BAY (EK (n EF, Mre AEEEPRISE p), 
27. 车 函数 f( 在 [a.b] 上 为 绝对 连续 , 旦 几乎 处 处 存在 非 负 导数 ,由 
f E ERR 
28. Tjit EG f) =aðsin a (Drs 1; a, 7-0) 的 转变 性 与 绝对 过 续 
vk. 
29. VA E Ri E ns BUE BITS VEHI AERERI GT. 
30. 设 fiz) dà & ERDRTG S (a) mifi» a). iX 


f ifidme [ulda 


1935 


soni r deae 


31. XE (ap ER 是 Fe. 1] HEC EECS, (obp GE TEBCALH UR En« 


e. $f)- E aze[0 1], E 是 L0, 1] 的 严格 增 函 数 ， 在 
[o 1] 中 每 个 无 理 点 连续 , 而 在 每 个 有 理 点 不 连续 。 


32， 试 作 [0，1j 上 的 严格 增 函 数 ， 使 它 处 处 连续 且 导 数 几 乎 处 处 交 
E s 
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第 五 章 AAE DL 


_H p SERDIRES HUBS] L— TEAK, 称 为 L? 空间 Co. 
本 章 着 重 讨论 这 种 函数 空间 的 完备 性 , 可 分 性 与 L^ 室 间 傅立叶 变 
式 等 问题 ， 它 们 在 微分 方程 、 概 率 论 与 范 数 论 中 都 起 敬重 要 的 作 
用 ， 这 种 空间 是 后 面 儿 章 所 讲 赋 范 线性 空间 与 内 积 空 间 的 最 典型 
TLF. 因 丽 为 今后 学 习 打 下 一 定 的 基础 . 


$1. LER- 完备 性 

设 已 是 只 中 给 定 的 可 测 集 ， 了 (是 定义 在 巨 上 的 可 测 函 
数 ， 我 们 将 引进 一 个 函数 类 并 研究 它 的 一 些 重要 特性 ， . 

定义 1.1 WPD EOAR 8k f d& p eri. — 
VI p ERTBUM ROSOHLR TA Jt LERA Ls, Rs L^ 
zB. m | 

Le=§f:( atram. 

今后 除 特 别 声明 外 , 恒 假 设 p>, m 

例 1 mE, d LCL BUS E SERWERY, Leg 
Lg. MEN 

ATER AJEL, 4 A-E([/ 20), B-E— A, RAE 
意 到 p> | 7 

farla [ram [LL rlame [frm idm 

«|, 1 IdmdmE« o, 


= 1854 


"m" ———— n 


因此 , fEZ， 这 喜 证 明了 , 当 p>, LCL, 

例 2 WmE— co, 例如 已 一 (0, oo), BIA] 工 中 的 绪论 不 再 正 
确 ， 例 如 取 fGO-0- 3). PE Z^ sb B FEL, BRL, 也 
有 函数 局 于 工 而 不 属于 某 个 L", p> PUER 

. x Mi x € (0, 1), 
f= -to 34 x€(i, oo), 

则 容易 验 明 EL IB SEL, p>. 

可 以 证 明 ，Z* 中 的 元 关于 线性 运算 是 封闭 的 ， 即 L? 是 一 个 
fS. 

定理 1.1 LETRES. 

还 我 们 只 须 验 明 人 中 的 元 关于 线性 运算 是 封 半 的 . . 设 6, b 
为 复数 , fg EL, Bl 


| lafl'dm= lab 人 Lam<ee 
同时 , 由 不 等 式 Leg oscar oT 
f, etitm (Hf ramen [ Lotta o. 


因此 ,of €L^,J--g€ L'. 由 此 可 知 af bo€ D», 即 ` 忆 是 线性 空 
间 ( 线 性 空间 的 其 他 公理 对 5" 显然 满足 ). 

为 了 进一步 讨论 Lt 空间 的 性 质 ， RIREWAMEIA—— 
BRO. Hülder)/R Ask SUI REAOEIE(H. Mirkowski) p 
x. 

43 a 满足 等 式 1/pc1/a— 1, 六 约定 的 二 1 Hf g=; pco 
时 q 一 1， 称 六 9 互 为 相伴 教 ， 显然 , 当 pa A ERA 
里 我 们 直到 这 样 的 不 等 式 

(Eabh (1a [P4 bl}, pot, 


3X (ai, a, n) ns, 01) 分 别 为 使 上 式 右 边 商 个 因子 收 化 的 
。196 ， l 


数 户 ， 将 这 个 不 等 式 移植 到 连续 变量 的 情形 就 是 惟 尔 得 不 等 式 ， 
定理 1.2 设 fp,9 息 为 相 尾 数 , r1sq1. NMXIfERI/ CL*, 
g€L 有 79E 工 具有 不 等 式 : 


I roam] (f trinam Y (tom Y". 


证 “ 令 c==1/ B-1—a--1/2, RAS ys" (0a, 


x20). RARE EEG x0Bby'—e(a—l1)x«0), 因而 — 


它 在 点 (1 1) 的 切线 y 一 ax 十 8 位 于 曲线 的 上 方 , 故 有 不 等 式 
x" ax-d-H(xz20). 
把 x qM u/v 得 到 uv "s;auv 十 月 或 
ufaut Po (u, u20), 
Sumis: [ldm o 1915 1glrdm, 代入 上 式 得 
—— MGO1-Lo(321. 


(Lunam) (terim) 


«i OP 1. la) 
^j, HD An [g] dra 


两 边 进 行 积分 给 出 
人 Malin 210 m 1g ldm )^. 


AT pfo, Hodie folam, KRENT non 
E. 


注 1 HRA ge E mhewPr gos [IA dm, 1gledrm s 


不 为 0。 但 在 相反 情形 下 , UII AESTUS ERE. 
PED 当 .p,q 中 有 一 个 为 上 而 另 一 为 co 时 , RARAS Ln. 
EE L QI) SAU BORNE, BeOS ec es deg d. dm 


"Apr - 


FAE inf sup | 7)1 代 装 霍 尔 得 不 等 式 右边 第 一 个 因子 , 那么 
3 poco, 9 一 1 时 , 所 述 不 等 式 仍 然 正确 ， 并 且 可 以 直接 得 出 而 基 
带 旬 上面 那 样 证 明 . 
对 于 空间 Le ooo f, e alta 
t la 
Hb Ifin}, 
称 为 了 的 范 数 ,那么 霍 尔 得 不 等 式 可 写成 
dele aeui, 
| fram toas Lei 
特别 ， 当 9 一 2，q= 一 2 时， 上述 不 等 式 化 为 施 反 甘 〔【H， A. 
Sehwarz) 不 等 式 
|f foda rts dals. fae. 
利用 狠 尔 得 不 等 式 可 以 证 明 关于 空间 L^ 的 范 数 的 三 角 不 等 
R, 它 又 称 为 明 可 夫 斯 基 不 等 式 . | 
定理 1.3 设 /,9€2?,p 之 1 WWE 
AL 
证 d p=!1 时 显然 有 
[ratam f lfldmt (lolam, 
即 所 证 不 等 式 成 立 ， 设 了 >!, 据 Aat, 知 f+gEL?， 因 此 ， 
L/-Fgl^*€ D'O/p 1/97). FERM INE 33 +o 
下 置 尔 得 不 等 式 ,得 
(A F+ dni FAT, Atada y", 
同 理 ， mE 
Í lel IF+a dacot [15 dm Y^, y. 
联合 所 得 两 个 不 等 式 , HEERA p — 1m p/o; M 
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Cr 


f, lf+ebdme ME oim | Tal Lead rtdm 
«ttl f IF+oldm}" 


HEP 
不 护 设 f-+g 不 对 等 于 零 (否则 要 证 的 不 等 式 显然 正确 )、 将 上 面 
不 等 式 两 边 同 除 以 (1f+ol?dm ) “并 注意 到 1— 1/07 1/5, BR 


f8 LP gb tial. 

上 面 已 经 提 到 , L^ 中 元 了 的 范 数 用 

1=1f1s={) ,lf Lam } 
定义 ， 容 易 验 明 , 这 种 范 数 满足 下 列 范 数 公理 ， 

(i) ML» 等 号 成 立 的 充 训 条 件 是 £00, 

(ii) laff;—lallM FE, a 是 复数 ， 

G) [f+ gll fl Lal». 

据 定 型 1.1，L? 又 是 线性 空间 , 因 和 而， 于 是 赋 范 线性 空间 (关于 一 
般 赋 范 线性 空间 , 详 见 第 七 章 )， 在 L? 中 , 可 以 借用 范 数 来 引进 两 
DARISI ZAKER Ioi. 这 时 I 又 成 为 距离 空间 (关于 
一 般 距 离 空间 , 详 见 第 六 章 )，、 有 了 距离 , 便 可 定义 L? 中 元 列 的 收 
gu. 

XX 1.2 Wf,/.6L^, n€Q, WRH noo 时 ,六 与 的 
EBI LAFO, WES f, EKET f ORI fa EMI 
Ff. ANU S E DRAR, DS oS. BAE AD 
最 基本 的 一 个 收敛 概念 ， 

据 三 角 不 等 式 可 知 

A EA 


Ama ARRAT i iE E A l AT F o 
l . 189. 


en pe cie 


-co)、 这 是 范 数 的 过 续 性 . 
例 1 考察 上 [0, 1] 中 的 函数 列 
_ pm, xE (O, 1/8), 
EM x€ [1/n, 1], x—0, 
"CR, 容易 看 出 , 当 no co 时 , fL) m0 (€ C0, 1])， 可 是 ,元 列 
所 在 L250,1] 中 并 不 强 收 合 于 f=0， 这 是 因为 ， 
ITO 
t0, 11 (0,1 /n) 


WARA Jug Re die S CHE SE BERE IIC AO AD cns C A. x 
- 俏 只 强调 困难 的 一 面 ， 正 如 通常 所 做 的 那样 ， 要 起 举 一 个 几乎 处 
处 站 证 导 时 又 强 收 化 的 序列 是 极其 容易 的 . 
例 2 在 工 [0, 1 中 考察 函数 列 
f.x)—x [i,t] (x), n=, Osea, 


' 例如 ， 太一 Yo 13^ fic mium fe—3uma» ey Fir Aguas sm 
- EE fF 0, x€ [0,1]. WA, HF n—2* Fi, 0i 2^ 有 
MIZOLZOP NEC 
Eo, E) izt, Cir 1) /25 
而 当 noo SER Eco Bb lim |. 1f G0 —fG)1dme 0. 这 
就 是 说 f so Uk LLO, 1 中 的 范 ), 但 不 难 证 明 {f.(x)} 处 处 不 政 
敏 于 0.，” 这 从 函数 询 的 图 形 立 可 看 出 。 现 用 二 进 小 数 法 说 明 加 
王 ， 我 们 约定 二 进 在 理 数 采用 有 尽 囊 示 ， 对 二 进 制 数 恒 亲 括 弧 标 
HB. DE. xt, (101)25,(0.101)-5/8, 等 等 .假定 x 二 
(0.212528), 3€ (0,1) 考虑 {了 .} 的 子 列 
fa, fuss faa , tf oam uu 
BUT CL xs n2) — 2597 (xa xix) BC sues EEE L (ix) 27, 
(Gi) 2-1)27*] EXUft 1, 3E HEATER x, WF ose mo E E 
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^oc omma Eae som es calm um ER o e T 


F 


BEREN TPHA PRATES xR o SERE, 序列 

LITRA 

定义 1.5 4f. nC RE LIBER, 如 果 当 m, n— oo 时 ， 
7 1.4.50, RI f, E L^ 中 的 基态 列 . 

ABRE. 当 ARAF 了 时 ,了 是 基本 列 ， 其 实 ， 利用 不 等 
式 

HT Ho As Po f 

便 可 知道 了 ， 反 过 来 也 正确 ， | 

定理 1.4 db fonCN E LIS D(E) thd*&ok 3l, BH mn 一 


eo Bj [/,— f, 0, 则 存在 一 个 元 /€ L^ dit [o f 
”证 BAAREN BLANC k TE R B 
lfa fn ot /2 REN, 
AERRREKSE, HEW -具有 有 限 测度 的 于 集 e, 


f. | 万, 一 六， lame f, fuot 1 1 l= (me)!^27*, 


Ruta | 16 fuu dm cl REREN 3.1 推 知 级 数 


IROLI AO fa + ROAGE 
在 子 集 e(me<eo) 上 几乎 处 处 收 合 (和 函数 可 积 , 因而 几乎 处 处 有 
限 )， 由 的 任意 性 , 上述 级 数 在 E bap db Hle DIC, 于 是 级 数 
faGO + {fo Q0 — fa GO HE Ua Q0) — Pa GO EE 

E E EJVSEARECECACTAEA RE EENE J6). LEAM, 序列 
f(x) 在 世上 几乎 处 处 收 化 于 GO. 

现在 证 明 , f C L^ AX fL RARI £s f 

PAH f, WERENT, 对 任意 的 670, 存在 自然 数 N, 使 当 
s, nc» N 时 , 有 Hf 一 fs<<se， 利 用 第 四 章 定理 3.3 (对 每 一 图 定 
n>N, G koc), RA 


l ifte QN). 
iR /[— LCD FO 12) M EL, ORB Essen, fs 
IET 3b 1.4 说明， 空间 己 的 任何 基本 列 必 有 强 极限 ， 且 
极限 元 属于 L^, 这 正 表 明 空间 L EZA ENARE, RM 
知道 ， 任 何 基本 列 或 哥 西 (A. L. Cauchy) 数 列 必 有 极限 (为 一 实 
数 ), 这 是 实数 集 的 完备 性 ， 读 者 试 将 两 者 加 以 比较 . 
注 2 关于 极限 元 了 的 唯一 性 同 题 , 可 以 说 , 在 彼此 对 等 的 元 
当 作 同 一 个 元 , 这 样 理解 下 , 管 案 是 肯定 的 实际. 上, EA 
f. og, Wo BR As 
IF-o- i+ 1. gl. 
4 n—oo 得 到 IF —91,—0, di fo-9.. ^5 EE — EE [SLE B cx 
个 注 来 理解 ， | 
注 5 以 上 全 是 讨论 当 BIA 时 空间 LARGE. Cp 0p 
革 , 情况 就 很 不 相同 ， 例 如 ， 对 于 非 负 前 可 测 函 数 f,g， 可 以 证 明 
反 向 的 明 可 夫 斯 基 不 等 式 成 立 . 


V gbz4 taho. 0) 
EZH LERE bH, RIETER 
LP coll It Tal, f, gÈ, (2) 


后 者 的 作用 是 可 以 用 以 讨论 空间 L 当 0<p<1 RS E de 
性 等 问题 ， 下 面 举 一 个 数值 例子 以 验 明 这 种 情况 . 
例 考虑 空间 地 ?一 zs(0. D)， 取 两 个 非 负 画 数 如 下 ，， 
f(x)—x, g(x)—1-c2x, O«x«, 
容易 求 出 ， dMsha-([ O94] =9/4, tha 


sa yeu gius (14—3 3 ), 不 等 式 (1)， (C2) 分 别 


一 于 
对 应 于 
2 202^ 


9 1 2 E - E 

PES í0$ 04734 3) 或 5<3Sw 3 

与 

i IC-Q043-0 或 4c, 
他 们 显然 都 正确 ， 


4 ， 靖 空间 的 可 分 性 


空间 严 除 了 完备 性 以 外 , 还 具有 可 分 性 。 就 是 说 ， 它 有 可 列 
的 稍 密 子 空 间 ， 于 是 空间 L^ 的 结构 就 比较 简单 , 很 多 问题 可 以 先 
从 它 的 这 各 和 密 子 空间 开始 进行 研究 . 

定义 2.1 设 4 是 Lr 的 一 个 子 类 ， 若 对 任 一 个 EL?, 恒 有 
元 列 E 4 使 0. 一 >f, 则 称 4 在 22 中 稠密 ， 如 果 存 在 可 列子 关 
A, E ATE L^ RR RUE L^ 是 可 分 前 、 

可 分 性 可 以 对 一 般 的 距离 空间 定义 , 不 限于 对 LA 空间， 容易 
明了 ， 银 中 有 理 点 集 在 民 中 秽 窗 ， 而 有 理 点 集 是 可 列 的 , WORT 
述 概念 , 民 是 可 分 的 。L? 空间 也 具有 可 分 人 性， 它 的 证 法 很 多 ， 通 
常 的 方法 是 利用 外 和 尔 斯 陪 拉 斯 逼近 定理 ,我们 把 它 放 在 定理 2 .2 的 
推论 2 之 后 ， 这 里 引进 的 一 个 方法 是 限于 已 学 过 前 知识 的 ， 我 们 
把 证 明 分 成 几 个 步骤 并 写成 下 理 的 形式 

引 理 2.1 213/28 WAERN >00, 1 CLE [1 o, 
i 1/— glo. 

证 “对 任意 前 e00, 根据 职务 的 绝对 连续 性 , 存在 070, 使 对 
一切 ecc E, med 时 有 


|, IFrame, 
令 AT ECTS) , REN, Be-ECIf I2) Wi FEL 本 
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E 


5p, XF E Bt fg —T- 88 e, me <eo, HJEL) BUT RUBURSÉUL 
3E Ab Abt FR, 上 放 mCB Ne) 0, HE e^ 的 任意 性 , 知 mB-—-0. RAR, 
TA P REBEL, 因而 

lin mm (Ñ A) - Bo, 
子 是 存在 KREN modu, MEEA og GO LT, 

( )={ 3 xE Ea, 
gue 0, Zh YE io, 

那么 , aD E ERE, EL 19 C LR, BB g EAFA. 由 于 
mE(Cf cg) mu, 有 


TETTE 1f —gi'dm- n | f dme? 

PH- b«c. 

8382.2 设 已 是 有 界 可 测 集 ，9 是 ELERTE, N 
对 任 总 的 >0, FERLAN pla), E lg—pl «e. 

证 4 M=suplgls)| <20, ERRE M >0. XXI g Æ EE 
可 积 函 数 ， 据 第 四 章 引 理 2.1, 在 在 E Ef GERE o), 6 

n 1g(3) —9 CO Idm«ze?/(2M)7, 

HSAH suppl «M, XXE, 

INTOLLOI "dme MS 19(x) —9 (x) 1dm«Ce?, 
Mm fo—el«e, 

3)82.5 RoE ELBEK, MUERE e>>0， 存 在 
有限 个 互 不 相交 的 开 集 G1,…, G, 它们 的 构成 区 间 端 点 全 是 有 理 


数 , 以 及 在 在 于 Ge, G 上 分 别 肥 有 理 数 ,fr 的 这 样 的 简单 
AXE sl), BE E CHRR sQOSS& Ios. 


证 Boack), E=) E, 且 书 ,等 为 互 不 相交 的 
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可 测 集 ， 那 么 , FERR PC 已 ,使 
mE FP)<e?/ (nMIN, 1—1,2,-,1, 
显然 ， 闭 集 F 等 也 互 不 相交 ， 这 时 ,可 以 证 崩 ( 第 一 章 习题 13)， 
存在 互 不 相交 的 开 集 GDF, 且 可 使 这 些 开 集 的 构成 区 间 端点 全 
为 有 理 数 ,一 1, 2,…,n， 吏 在 令 s(x) 在 每 个 Gi LRM IC ro 使 
Iial &s/GmE)"? S 1n]«lal, 

TÆ U G 之 外 取 值 5。 这 样 的 s(*) 在 E EDU REI sle) EAF 
定理 要 求 ， 其 实 ， 


—s. Hed m EMI 
IN 8o | dim ML s|^dm 


=f pemer] lg —sl*dm 


UE; -F0 


有 了 上 述 三 条 引 理 , 便 容 易 证 明 空间 L? 的 可 分 性 ， 我 们 正 是 
异 用 引 理 2.3 中 所 指 的 简单 函数 = 形成 的 类 S 来 达到 目的 ， 易 见 
S ETA, 

定理 2.1 设 瑟 是 有 界 可 测 集 , PA LE) pri, ATS 
Bj. 

和 证 KRRICI'—L(E)LRSF€L(E) 85188 2.1, 对 任意 
的 62-0, FEA ATNA o, HS Df —90l,«e/3. 再 握 引 理 2.2, 
对 这 样 的 g， 存 在 简单 西数 g， 使 19 一 gls<e/3， 最 后 在 据 引 再 
2.3, 存在 那里 所 指 的 简单 函数 ES, iE Ip 一 sl<e/3, 于 蚌 据 三 角 
不 等 式 有 

Mf —slm t -olb--1o—ob- Toss. 


但 3 是 可 列 的 ， 它 们 在 E ER REEE. 这 样 便 容易 知 
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道 , 可 列子 类 Sod L'CE) pu e LEERT AR 


iE S “定理 只 对 有 界 可 测 集 三 证 明了 ZE) 的 可 分 性 ， 对 于 


E ARIRE PEARY. 这 可 以 接 下 列 有 路 来 证 B 
利用 已 证明 的 铺 果 , 对 每 个 有 界 可 测 集 E. (72 E, LCE) 
是 可 分 的 , nC MUS REDE IRR LACE hea 是 可 列 的 , 并且 
ZN LEJRE S ARR LE) PA, RERE f EE, 
IENE. 

下 面 我 们 来 介绍 关于 逐 续 函数 借用 多 项 式 的 逼近 定理 ， 它 二 
逼近 论 , 近似 方法 的 理论 基础 ， 对 分 析 学 有 重大 的 影响 。 也 空间 
的 可 分 性 可 作为 它 的 一 个 推论 而 得 出 , 

定义 2.2 用 C=C[a， 冲 表示 区 间 [a, 6 上 一 切 连 续 函 数 的 
类 ， 称 映射 上 :C 一 C 为 C 中 线性 算 子 ,如 果 工 映 C 到 自身 旦 满嘴 

L(of Bg) aLG) 4-PLG). 
其 中 了 gEC,0,8 为 实数 ， 若 对 C 中 每 个 >0 8 LSO, PEL 
WERT PHRA SCC, LOORCS AR, WE LOS BRA 
子 。 线 性 算 子 概念 将 在 第 七 章 中 详细 讨论 . 
81 设 C=C[L0,1], 则 线性 算 子 


a4. o- E (roce 


为 已 中 正 算 子 且 是 多 项 式 算 子 《和 中 每 一 项 均 是 # 次 多 项 式 ), 这 
算 子 称 为 了 的 伯 思 斯坦 (C.H. Beprnrreitz) 多 项 式 ， 
例 2 设 C=CL 一 rr 本, 旦 其 中 每 个 元 具有 周期 2, 会 


1 
*- i tx f 
s «50-1 [ perp Cta, 
ni 2sin-- 
MSG 0) 为 C 中 (三 角 ) 多 项 式 线性 算 子 , HOEAMEGEN-OT. 实 
际 上 , 这 算 子 是 了 的 和 傅立叶 级 数 部 分 和 , 它 对 更 广 的 类 一 一 周期 为 
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2z 的 可 积 函 数 关 有 定义 . 

定理 2.2 iL x),5€MH, A Clo, 0] 中 的 正 线 性 算 子 列 ， 
且 满 足下 列 条 件 , 对 每 个 ax) ma, La: Æla, 01 E— Ecl 
Fala), i—0,1,2, WA, Lf x) f €CLo, b1fe[o, b] 上 
一 致 收 敏 于 / 0) (999). 

证 0X 67-0, 据 了 的 连续 性 , 存在 070, fi [7 x1 <ë Cx, 
1€ Lo, b)) nf, 28 | 
-e <f (D)e, (1) 


因而 令 对 一 max 1/0)1, p) =G), 就 有 不 等 式 
eo AO) <et od. (9) 


其 实 , 当 li-a <mt, ii oO, CORO) RUE, 当 173] 
26 BI. WE (0 23*, E e 32 90)22M, O-O 
2M, WC) UE, JEOEUL t, x€ La, b), CHER. 

UT. L, BUEH SALE, 由 (2) 可 得 ( 视 + 为 西数 变 元 ,x 为 任 
mbi. 


—eL. 5 2) — ALL (p X) Lf. x) - LG Gs x) 


«o L3) H E Lis a). (3)- 


据 定 型 条 件 , L(tl; AAAF 1, EAA 
Lg: x) — L,(* —2tx x^ x) 
Ly; x) —2x L5 x) x LC]; x) 
ERAF x 2x xb x* 0, EE N =N e), BUS n N 时， 
EKI [a, 们 上 一 致 有 
[Lg] ed, dL(sx)-] M5 (4) 
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由 后 一 不 等 式 还 推出 | 
LZ. x) | thee, 24 n>N. (5) 
注意 到 
Lf; x) - £2) 
— Ls) - LG): 2) HEOL: 2) — 1, 
RO), C) C BEER, 34 n>N 时 , 在 [a, 5] E — SCR 


Hx) — FIKH AR ed" EM, 


由 于 8 是 任意 的 ， 线 性 算 子 列 LI 3) 在 [a,b] tE HTF 
fo). 

定理 得 证 . 

定理 的 意义 在 于 , 为 了 浏 别 线性 算 子 列 对 整个 类 《和 La 5369 — 
HATE, 现在 只 需要 对 三 个 函数 1, x x^ 去 检验 就 行 了 了， 此 物理 
ETHS 3: 4aOILIIKoposguz), 

18 Di ERRA TIHA EE HE GE FR. 

推论 1 GXEHER/CCOi] BARES ASI 


BG x)= zi ER 1—xY^, n€N 


ELO, 1], E — BB S. f(x) (09 99). 

E BJERE 正 算 予 列 ， 应 用 定理 2.2， 要 证 明 这 个 
推论 , 只 须 验 明 ， 对 于 a(x)==x 1—0,1,2, Bala x) — SOR SCT- 
(x) 妈 可， 我 们 右 


Btl; x) =È ( T ea —x)- CE —xy-u 
B.C 2-Li( Á yao 


-E (k= Ux 1—x)*—x(c 1—2x)"! = xr 
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EI 
- 


UO O-T- 


B. i H 7 yo-s2 


Geaa 


n à i 
n EN" 
LAG pen x) 
———— l x 十 1 一 Xx) 十 = (x+ 1—x)*' 


t ups . 
因而 在 9 过 x 所 1 上 , Ble; x)— SOC OCY. ala), 190, 1,2, 

雅 论 2 设 f(x) ECra, b], 则 对 在 何 e> 0， HESAP), 

EE i 700— 
17(x) — PD Le. 

证 对 于 [a, 外 二 [0, 可 情形 , 注意 到 BAR 为 4 次 多 项 式 ， 
应 用 推论 1 即 得 记 需 结论 ， 对 于 一 般 情 形 , * 可 利用 线性 变换 x= 
a-t (bra) 将 区 间 ax b 629 EE [B] Ost 1 EOM EE, … 

推论 2 REAMER (K. Weierstrass) EITEM 
(1885 年 )， 利 用 这 一 站 近 定理 ， 很 容易 给 出 空间 L^Da, 的 的 可 分 
性 的 一 个 证 明 如 下 ， 

4 S[a, 0] 表示 [a,b] EHARA, RU STa, b] 在 
L'(a,b] TAE (参看 引 理 2.1). 所 第 三 章 定 理 3.2 以 及 它 的 说 
BH, aig Cla, 613i S [a. b] dS. PRU E L^ [a b] 的 可 分 性 ， 
RANE Cle 站 是 可 分 的 ， 于 是 ， 令 .# 表 孙 以 有 理 数 为 系数 的 一 

切 多 项 式 的 全 体 , .4 BRETAR. geo, HIER 2, 看 在 凶 项 
式 P), 使 
|f (x) — PCx) | «e (2(6—2)"), asb, 


aa "n . meme memi 0 demo e o He e ram E . 


设 P= Eod REAR RO= Eres, t 


[es—rsl e Gi 1) 4 (b—0)™), k=0, 1, 5n 
其 中 A=max(1, lal, 151)。 那 么 ,在 [o; 杂 I 上 上 一致 有 


| PG) - RGO TEE land tl 


xze(2(n4- 1) 4^ (b—a)!/707)7! (n4- 1) 4 
—e/(2(b—a)?, | 
Wi 
L/ G9 —RGO HH f G9) —PGOD] PC) — RC) 
«e/(b—a)'", asxsb, 
RR, 对 于 所 到 的 多 项 式 R(x) € 9, A 
lf—RlsSmax 1G) — RGOH G2)" «e, 


这 就 证 明了 , 可 列子 集 S 在 C[o, bib RES, TELL, 5) REA) 
竹 得 到 了 又 一 证 明 . 

在 本 节 末尾 我 们 作 儿 点 评注 . 第 一 ,在 空间 L^, paeo 中 
除了 强 收 仑 以 外 还 可 以 引进 弱 收 伍 概 念 。 设 .EZ 车 存在 f€ 
?使 对 每 个 95 LY 这 里 9 是 p 的 相伴 数 , 1/5 1/2—1)8 


lim f. f.gdm-| dm， 


98k f.de L' pac AT fo 记 成 万 至 >f。 ADAN BRANA 


Wii, RX BEL p, fo fL 那么 据 替 尔 得 不 等 式 ， 对 每 
个 gE 


| roam - f faim]. — 1 dot. 
B f>f， 可 以 举 出 这 样 的 序列 ; TERARI. 
例 1 dx L0, s) BR f. (x) msin nz, ncE 刘 ， 则 据 傅 立时 级 
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数 中 的 葡 曼 - 勒 贝 格 引 理 〔 第 珂 章 习 昨 20)， 知 对 任何 可 积 甸 数 
g(x) 有 
lim f. » g(x)sin nxdx-0, 

从 而 注意 到 LO, a)c- L(0, 区 ), 知 对 任何 gEL*0, x)， 上 述 关系 
WRX. ZAH />0， 但 f BEREK REA 
为 ,对 任何 m nEN, RE mèn, RA lfa fh. 

候 定 基本 集 的 测度 为 无 穷 ， 则 由 一 致 收敛 未 必得 出 弹 收 全 试 
EFIAP. 

. BI2 设 p>1, 考察 空间 17(R). 令 fo — a, man GOD, 
这 里 xs ARE MUMBMERREER. WAEL, n€N, MER 
I= xà, a), HIEL), t/p1/ai, WE g RAR 
HUE. 容易 看 出 ， 序列 志 在 民 上 一致 收 敦 于 0。 但 不 弱 收 敏 于 


0, 


f feodm= Ip dX 2, xp. 5 ac, 


x 

第 二 , 空间 L? 当 9 一 2 时 有 很 多 有 趣 的 性 质 ， 例 如 , 当 mE 

oe 时 ,可 以 在 L(B) 中 引进 元 f 与 g WAR, 
(F, 9) —| fad, 
其 中 多 表示 o JR, THE L'CE) HOS eos Re LOS 
可 以 考察 标准 直 交 系 {0,},nE 时， 即 满足 条 件 
【ou 名门 一 以 当 k% 5), (a5, Qm, 

k JEN, 并 研究 L'E) on f BORA ETBSE GEAR, REA 
MRAR PRERA. KERIA HR LAETI RR BAD 


交 系 的 例子 . 
例 1 SRAN L (n o), "RE, NOR | 
ll] + 


e mosse ce ERN comen eem n o8 


1 , Cos x sin x COS mE : sin ux m 


Am ms x Zu "25 p 
ZL-—s yp mi. 其 实 ,我 们 有 


€ coskx cosix s 
-一 光一 全 


a vn om 
一 区 | icos(B- P) x--cos(& ix dx 
={ kæj, 
(OU. hy, 


* coskx sinjx gy 
Bi - omo xvn | 
- -. {sin(k+ ja — sinh j)5x dan 0, 


"(" sinkx: Osinix, 


om o xn 


= 一 二 人 deos a con (km Duda | 


C» h3ej, 
BUNT - 
JEN, &€p—RUt0. X i/JRe PREME. XTARA 
EA. 它 是 理论 应 下 中 借入 重要 的 一 人 走 实 系 
”与 三 角 系 类 似 , 可 以 证 明 指数 函数 系 [77-6], «cR 是 

L—s zw) 中 的 标准 直 交 系 . 

EL 考察 空间 L*(0,0),-9 

1 og.(x)—sgnisin(2"7!mx)), ne 
在 o, 的 不 连续 点 ， 规 定 冰 数值 为 它 的 右 极 了 根 。 AAAA g, 可 以 
ROUX e FEGL LL Walb) ik & w G0, hE 如 下 ， 将 自然 数 & 


~ 22> 


TR HEBES Dg k= (k Rss ko), OP kE rt eg 
关 , HEATER am OO 

L M4 k=0 if, k= (kt TT 
-(9. fiié-(ni ', " 
0, 3—(,1. His . 
I(k)—(:k,— 1, 对 于 
.&€ [0, 1,9, S 


wole) = 1, M wi) : 
wax) II p2), E pr 
iEIQUÓ 
k€N, 


那么 , 称 {ws(x)}, REP — 
为 区 间 [o, 1) ERRR o — ae LL 
HERE CERERE 一 
交 系 ， 首 八 个 函数 的 图 一 一 一 一 
形 如 图 17 记 示 . 这 个 一 一 ”一 一 
系 在 信号 分 析 与 计算 机 一 一 一 ey》 


中 有 重要 药 应 用 ， 在 理 — — 一 
论 上 也 有 很 光 有 趣 的 性 ”~ 一 — c 
质 . -一 5 
上 面 两 个 例子 中 给 一 一 ”一 
出 的 标准 直 交 系 都 是 完 。 ”一 一 eo 
整 的 ， 即 不 可 能 找到 一 m — 
TEFKHER, SRA | . 
中 一 切 函 数 相 直 交 . ik 0 Usi4 Ta 


一 论断 可 借用 逼近 论 的 。 “图 17 wE, moli T 
知识 来 证 明 ， 这 里 不 去 诽 了 . Du 
了 了 全。 


$5. 傅立叶 变 式 概要 


由 于 情 立 叶 变 式 无 论 在 理论 上 或 是 应 用 上 都 是 极端 重 要 的 ， 
我 们 在 这 里 必 个 概要 性 介绍 . - 本 节 我 们 总 是 考察 基本 和 集 为 R= 


(一 =, oo) 的 情形 ; 因而 为 书写 方便 起 见 , 将 积分 记号 gfdm 一 概 
DE| fda 空间 记号 (一 oo, ER L, E, 
PODR, a) ERARA, EEEH 
FO)~ E Coa cos loch, sin bx), 
其 中 系 妆 册 等 下 
E aL - f (cos hxds, &€p, | 


[i= fT Cosia hxdx, REN 
确定 : MH (L. Euer AA 
osx 一 可 (er 二 er， siax—- (ere), , 
可 将 上 述 级 数 改 写成 复 级 数 形 式 
KORR oe, 
其 中 - 
Go=a0/2, c, (a, —15,)/2, c8 REM, 

34 f (0) 28 8 8 t KETAR) 时 ， 条 件 cu — B. IRE BUE. 


这 时 系数 由 公式 
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ami, foe dx, sez 


给 出 ， 如 果 把 级 数 看 为 离散 情 党 , 则 转 到 连续 情形 时 , 级 数 化 为 积 
分 ， 设 (0 是 (一 oo, os) LOARER, 我 们 引进 积分 
(A = zb (x)e "dx, 


t+ 是 实 参 数 , 它 称 为 了 依 工 意 义 的 傅立叶 次 式 , MATAR S 
博 立 叶 变 式 . HT t % 莉 是 实数 ，e™* 有 界 , WefGOe 7 可 积 从 
Wi f eur 的 传 立 叶 变 式 了 对 每 个 fE (一 co, so) 有 定义 。 


9h RAT, eg RR ÅG. 
# RHA 
?0 egi [erdam Eal ote 


A2 EAO ce HOME SE PETER F0) (Qn) e, 
BTR RITENA eU 与 它 的 全 立时 变 式 取 同 一 形 
3 

其 实 , 有 


jo = 二 全 gig tmd uen. zz ED272 ye 


由 于 人 e Idxo- In 因此 如 能 证 明 右 边 积分 与 上 + 无关， 那么 


便 得 到 所 需 铺 论 ， 令 > 一 :十 坊 Hid e**? 在 复 平面 上 处 处 解 术 ， 
因而 据 哥 西 定理 , 它 沿 顶 点 为 2= +R, z— ORG HEART 
的 积分 为 0。 令 R>, MEXCELISRORASJA T 两 级 过 的 积分 均 趋 
TOTEE T. BERE BEUNEBUSIS CT Q)77, 即 与 1 无关， 
对 于 fEL, 不 仅 它 的 博 立 时 变 式 有 定义 ， 而 且 此 变 式 还 是 有 
界 连续 函数 ， 其 实 , 对 每 个 1E (— oo, co), 
l .2ł5. 


Le. Des GR anarhie seerti cur m Hm hs eE s 


fO Ls Oda m tie, 


- 国 而 NOLEN 为 证 fcx. p £20, 38 fF Ryu RUE 有 正 数 
N, fi 
OL 
RHA, XxUEGSCR, ` 
W fedx— S" Fe da 


EEL 


=f Foe Ee e ) ^ * dx, 
因而 | 
|f reoehas- D feeds | 
«4 I| —2 iat x |dx 


«LENIC € If Go dx «S NY oH. 


IERI XL, UH t 充分 接近 , 以 至 ON 16/91 ME oco BEL RUN 
f. fe du D Jde" dx 


这 样 ， IQ TAA t€ (—eo, cott. WRH C JCRSCHILE. 
HOPES VoU IL, F HERE ÉL fo EAS s 6 L 
8) C 的 线性 有 界 映 射 或 线性 有 男 算 子 : 

EXIES AG £X SODES ER | 

TEE SO] PEL NE I x oo f, fUo, 

WE dE f 的 可 积 性 , 对 任意 前 e>0, 存在 IN 0, M 


LC 
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MON 确定 后 , 我 们 有 EL( 一 N,N)， 于 是 气 第 四 章 定理 2.8, 存 
在 连续 函数 g(x)(|x| 志 入 ), 使 


人 1 一 Colax<e/4 
对 [一 NN, N] 上 的 连续 函数 9， 显然 可 求 出 这 祥 的 阶 宰 函 数 
ex) -X Zip OO. xem —N nem N, 
4 | 
V lato — o GO Mdx«e/A. 
从 而 
WORO 
«f. 1£Go ~o) lda [^ lg(2)— oC) ldx<e/2. | 
4 M —nax|el, 则 出 
人 ceda] =] RCM Mull | 


žil —it 
«iM k 


M-, =1,2, r 


26, 
«|-22- ENTE 


n 


n o(9e a "oeda 
HES hi RHA T2 T TD o 
| odatda] ce. 
综合 所 得 结果 , 注意 到 等 式 001. aut 
[ememf meme 
+H EO peda 
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+” perda 

即 得 , 24 [1] 7 时， . 
NEC |<e/4+8/2+6/4=e. 
定理 得 证 . | 

ik 定理 包含 关于 情 立 时 系 数 的 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 ， 设 了 E 世 
(—2, x), 则 当 n> t oo 时 ， 

F f (aje "dx-0, 

其 实 ， 只 须 将 了 扩充 定义 到 (一 so, oo) 上 使 在 [一 zx, 之 外 函数 的 


ENP. WA, 这 个 引 理 便 成 为 定理 3.1 的 特例 . 
下 面 考虑 情 立 叶 变 式 的 微分 性 质 . 将 变 式 了 FOOTER EM ER 


导数 一 次 , 得 D . | 
dL fo-- " KG Cte . 

AUR 好 (和 在 (一 co，ce) 可 积 ， 则 易 见 上 式 右 过 积分 关于 + 一 -至 
Wa REED |xf(x) [dx 为 优 积分 。 PRIME ER 2 


公式 确实 成 立 。 借 用 归纳 法 便 可 证 得 下 列 定理 . 
定理 3.2 BSEC, c) 上 可 积 , 则 f(t) 为 + 阶 可 


微 ， ERSS . 
-£ 一 AD= 二 | f(x)(—ix) "ed, (e €p. 

注意 ， 定理 中 条 件 只 是 充分 的 而 非 必要 的 . fiim, 5 f(x) = 
dx? sin? 二 2 , 则 可 求 出 "EM 


^ - Asin 5 o4 pO SI y 
了 (全 一 PA x eda 一 一 cos ixdx 
一 ] 
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= 人 MIS, 
| 0, Hia. 
BRT f ki 以外， 不 六 是 处 处 可 微 的 , 但 xf(x) 不 可 积 . 
在 传 立 叶 级 数 人 情形， 我们 有 著名 的 巴塞 弟 公式 。 转 到 傅立叶 
EARE, 对 于 f € L*, 有 类 似 的 公式 成 立 ， 


SIF) dama | 1A var. | 
可 是 , 由 于 jEL: RRUA ELMER AN =r sine), 
f 的 傅立叶 变 式 就 未 能 象 上 面 那样 定义 了 ， 即 使 变 式 被 定义 出 来 ， 
它 是 否 平方 可 积 呢 ? 这 都 需要 作 进 一 步 的 讨论 ， 
BEL, 我 们 将 证 明 , 当 N-o 时 ， 
s MO 

依 意义 强 收敛 于 一 个 画 数 , 称 为 了 依 忆 2 ELGER, 并 
记 为 f 

^ . 7 1 H 

fi m. fded, 0) 
这 里 入 不 限定 为 自然 数 , 符号 1.i.m. 意 为 平均 收 仑 下 的 极限 ， 先 
建立 下 列 引 理 . 


UE E PESE 1-416928... 0:1 1 EE ACN 
做 立时 变 式 ( 依 二 意义) 则 几乎 处 处 有 


N . 
üef'foeu-x. 0 
证 容易 求 出 | 
z= H x (x)e dx 一 i e "dx 


g 8 gute 
—2xit 


TERUM 
“219 ， 


本 


di 


f. 2 (Cemdt = 


b. g' 070 — ml 


一 于 H 


-1 (sin ai-sin Bt a, 
t 
-He 0 


Subs ar SEY qu ee Cic, 便 得 


x . E x € (a, B), 
imf 2ed — lo 0, . xeta, B], 
172, z—a, P 


于 是 除了 xa, £ 以 外 ， 
lin [5 Zoe dre x (a). 
Segun, 由 (3) 可 见 ,在 这 个 收敛 式 子 中 ; 积分 ^ ZORE 
5 E So ss (S, 327 do 是 x BOREAM SARR 
到 积分 (2 的 处 理 ). 


,定理 5. 5 RIGEL, f(t) RERL 富 义 的 傅 空 叶 变 式 ， 
nj fen, ESESESZXB, 


Fo O dx= 1 Koran ^ (A 
证 第 一 步 ， 引 进 阶梯 函数 类 S, 证 明 对 每 个 FE S, JUFA 
处 有 下 式 成 立 ， | 
lim f" feta f. (5) 
这 里 所 指 的 FC S 有 下 述 结构 , 存在 点 组 xi one nni 
000 x xt n x, Loo, 
使 FOER TEH x, Xr1) 上 取 复 常数 c, 1,2, r—1, Tf 
" 220 * 


在 (一 ,si) 与 [xm，co) 上 f ERAR, T BUPMIEATUER, 
S 中 每 个 函数 可 表 为 有 限 个 区 间 的 特征 函数 的 线性 组 合 ， 因 而 所 
引 浊 知 (5) 成 立 ， 并 且 , 报 引 理 证 明 末 的 注解, (5) 中 左边 积分 关于 
PE 是 一 致 有 界 的 . 

P 

其 实 , 对 于 SES 有 关 的 积分 实际 上 是 有 限 区 间 上 的 积分 ,将 
积分 | IPO l'ar -进行 变形 , 得. 


Core aho p. fonds 0. i 
=i Tods? E ge] ed 


= 二 6045 | 7 foem, 


RAEE Noomi CRAH BUB BUS JESEA EAT 
FOL JEHIUPHBSET N 与 x QE SUR SRS, DU, dO PUE 
制 收 敏 定理 (第 四 章 定 鲁 3. 少 得 到 


P Opa = RDNWdy 


或 - 
[ure Pazen f FO Ia. 
这 天 明 ( 人 对 每 个 FE S RE. | 

ub. BEREE. RIEL, GubrAX (D zB 
然 要 说 清 f(D) 古 如 何 定义 的 ， 仿 


f(x), |x[xN, 
fica ev, 


(8) 
则 有 
- 221» 


PD = faciendo JL feda, 


Er: 
对 每 一 固定 的 自然 数 N, 可 取 在 (一 N, W) 之 外 恒 为 零 的 阶梯 函数 
345,—s, 4» €. S, v € N, tE 
Ifrah 90-99). : 
EREE ERT ERME LOSA) O>), MSO 
AGI (一 ce)， 因 而 再 据 法 杜 定理 GRUESAS. 与 第 二 
步 所 证 , 得 到 


lÂb<lin Il ——lmlshu mM (7) 


FEEL, 并 且 , 对 任何 pEN, 有 
fo Pool Ea — f^ bh 之 -一 一- 一 zT 了 
(N co), 放 {wjwen 是 工 : 中 的 基本 列 , 从 而 存在 一 个 元 1E LL? 
适合 
的 
这 样 , 我 们 得 到 了 .za 中 的 一 个 元 所 并 且 从 证 明 中 可 以 看 出 , 上 面 
前 讨论 可 以 不 限定 六 为 自然 数 ， 因 用 所 得 的 了 是 出 了 而 叭 一 确 . 
定 的 ， 它 正 是 我 们 想 在 (1) 中 所 指 的 意义 ， 顺 便 指出 , 当 上 还 是 忆 
中 前 元 时 , (!) 中 定义 的 了 与 本 节 开头 所 定义 的 变 式 相 一 致 ， 
当 f AORE, 在 (中 全 Noc 4d 
Lh M. (8) 
为 完成 巴塞 弗 公式 的 证 明 , 我 们 再 取 S db E BERGE ms, ta, ns W 
足 ln—fh 00e), WEN ilah hO). pu 
lu, fh! (u, —f)^ lids, 
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B ulmi o). BRZE, Fü le Jh. 


8 Inl fao), BIEN, ful d fI o2), P 
是 1 和 一 2 入:， 即 对 于 一 般 的 CIL SEPT EUG 
式 (4)， 

推论 d clum 


p Adaa ODd, 


证 Hf sELRHIEL. WEZRAR, If+oi= 
-2al (£r =s MP) E, 展开 得 

Q.D TG 0 + +, 9) 
en (PN TY, DHEDHE DY, 

^ Ref, g) ez Re(], 9). 
”将 所 得 结果 中 的 了 换 为 if, REAGON i, 即 得 
Im (f, 9) 一 3z Im Ges 

因此 Gg) 2a (六 9、 这 就 是 所 要 证 的 等 式 . 
O BEIA RIEL, P WEIR D BXL, mfe 
L' BEEN SER É: | ; 


fo -4- Gro e dines (Q9 
fco. o "dt hase. o (10D 


证 由 定理 3. 3 知 fep. ET ENRE ATEL 0, 
x) 4 


p (t) -af fe 


则 frE L, 从 而 fr EL(0,x)， 引 进 六 与 扣 的 不 定 积分 | 
" 2235 


eG) f feas exco T. Pied. 


[toy NEW 

1900— Qu) [EP f aal, : 
HF fh f(N e»), 故 对 每 个 实数 4 有 Pr) PG) (N= 
oo), BAERE - 


Qux) = f uc 了 [的 edu )dt 
- x [ro eas 


玖 几乎 处 处 有 | 
i-o) S [umo 


rz). O gda}, 
8I (10) kr, | 

ENDLESS IT EE SCETILT:S Ear. 
3 3.3 的 推论 也 能 很 决 地 给 出 证 明 . Rs, aio. x) 的 特征 阔 数 
xs (那么 它 的 傅立叶 亚 式 是 -< III. 
L 因而 对 两 个 重 数 ICH a zao 0) (分 别 看 成 推论 
中 的 £g, 它们 均 属于 5) 应 用 记述 推论 ; ma 


[xu o Odie fod tomas, 


或 


frod f Rotae 
忠于 右边 是 x 的 绝对 连续 醉 数 ， 故 几乎 处 处 可 微 而 有 公式 (1) 成 


x. 
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定理 3.3 与 3.4 一 超 , EACH AE (M. Plancherel) Æ 
理 . 

定理 5.5 RIONTISL vHiNEXA fO), a 
为 常数 , 则 (x 十 0) BB ERE SERER ef. 

证 GA fGOCLTIN, fata WA. EELER EA 


al^ fores =t | for ordy 


= fO. 
M fG)€L'm, fG-ra)i. E L*3& Son sr np 3E 
:为 


Lim. i f(x-ta)e**dx 


Ncc 
1 Na 


NE We ody 


Noa 2y 


um. fG)yeenis 


Hn 


i fF 


+r . 
cT fODejte"dy } 


Zm JN 


一 esf (5) +e" i.i imh Foley, 


-上 式 右边 第 一 项 为 ge 5. FO mor Nl C) 的 博 立 叶 变 式 E, 
滞后 者 恢 L 16 d 3c (3 EL Ab IO 


mL gro patio NS), 7 


BHWSO CL» fea BM AEN FD. 
B foo 同属 于 工 或 同属 于 LI 定义 它们 的 堆积 为 
PNET Oade 


s jph. 


定理 3.6 E CLRBUN 4 
(fag)^(D —2 nf OA 
ab fo gcL'ab»* l 


sa) o 22 Fedu, 
证 当 f,gE 工 时 , 捐 伟 比 尼 定 理 (第 四 章 定理 6.4), 有 
二 人 (re (emds 
= 二 | etd 全 fog (x —u)du 
2m 


- zb f) duf g(x—u)e" "dx 


=Ò" foeda 223 (050. 


25 f, g JEF L* Bes, ERE G0 5 9(4 一 *) 度 用 定理 3.3 的 
推论 Ey DICEN 一 幻 的 傅立叶 变 式 为 


l.i.m.—— l -. or "dx 


=l į 1 um H (a2) -ita "ifu 
DI g(u g(u—3)e e "d xse $D, 


得 到 
fies 94x FZO d 


例 5 EUR /G0 27 e Lt, 可 以 求 出 它 的 传 立 叶 变 式 


fo. i.m. zl EH etd 


2r x . 
lim i. sin(I-:Dscpsin Dx dx 
N-u ATE 
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4/2, Mea, 
-| "nu 
1/4, M1, 

BUS E B ZR RH 


i (Se) dx=ax r fo pdt 
s (^ (Yarma, 
例 4 IORGEGDE VOD EE MORE BUIET 
| Lo dime FOK Gr Gc) du, 00, 
Ep KCLJ [WB BAEBIEUUAPES dn fer, 那么 据 定 理 3.6, 
可 以 将 算 子 上 (Ff; x) 83. 
Lfim |. foerat, 
AR o(x) X Kx) —" 22:p() e 2n (D. 实际 
E, 这 时 eK (ox) MES n EX 
Lim -二 | aK (ov) edo 


N-- 2C 
elim Lf SIC 
hiogy fa OE as 
= R (t/o). 


从 这 个 角度 我 们 看 到 ， 卷 积 型 算 于 不 过 是 情 立 叶 积 分 中 添上 了 一 
个 因子 eG/o) iu. 


第 五 童 3 


1 paR L PFR, fr ugSorf Bifeh«K. Km 
‘ 227 。 


ee 


jl £e e fuo e), 
2， 问 在 L RRRAF f BIRSURTEWISEUU E 


s. Rue Lib fo efi f a I fg. 
t RfaeLtipmD. A Xd 
INIT 
划 对 任何 可 测 子 集 ec E, 
NIS iim), Led 


5. ffe Lr po D fs f iri p Ber git 
tfi M, DN 

6. WIRT HOERUN I KOEGERO fo RAES epe H 
都 有 fa e (nce), NElERGAEEEHESE po oo WE? E 

T. Wl«p«q«o, FAXAR Le(R) c ENS LOSER E. 
否 必 有 一 上 成立? 

8. i PG LH(p»- 中 其 个 元 的 丰富 积分 MER 


Fst —F(z) OR xy (0). 

Rx. RO 87 EN a 
9. i f(2)J& El 22 为 局 丧 的 平方 可 积 函 数 ， 且 存 夺 a>0 REINE 
1) — f (3) l2: O(h1*9), h 0, UE f (2) JUT REAE TCR. 

10. ife L*(3),p»0, WIXHEBD pu p> 0 ppap 全 有 分 解 S= 
fitis 其 中 fie Ena). fae LIR), HRA E NERO —HRERS. 

11. fg E= 0, OLEATE, E Sg) ae i. 
证 

fie dmocd moss 


“并 间 式 中 等 号 可 看 成 立 。 

iz RSELC) UE pls WUEBDÉON ,ne N， 满 足下 列 条 件 : 
Ilmni E nt H Him | FG) f«G)dzm ee, 

13. par 为 满足 1/p+ Ia 二 Mr 一 :前 三 个 正 数 ， 册 对 任何 可 测 S 
TTE 
~ 228. 


[Maki dms Nfl ooh aihir 
14. EIE LI) e J E WNT M 


lj inire «lf, If lsdm y" Hf... idn Y”, 
15. dU feLt(a, b), p>0, 试 证 
limf f If) Fen ledm F^ =0 (0«28«;b—a). 
16. i Fe LIR) g € LAR), 1/p a1, p>, wE 
FD =| re+pDe(dm 
DEREK. Bi 
dI RAE LTIS, — à Kad(dm 对 任何 
gc L'GE)BIRBEOVBIR. WEEDE ^ 
18. ji, 当 p«r«pBL:cL, BERR E HARDA. mE 
m E = œ tiet 
Bi i p>l, fae Lr, 并 假定 基本 集 总 nag 为 有 限 . mu IL? 中 
fep, fe Lo, 别 当 Tsr < 六 时 ,在 三 Bh, p 
20， 试 证 L3(0, 1) 中 标准 直 交 RH ECT ER Eo, MEE 
， 试 证 ; 车 一 TRER ASEME E LAA n 
tna AMETE, 
22. WE fe L(9, 22) gc PEELTEPITG 2m, M * 


lif Fogad- fG)dmp. gíz)dm, 


25. 4 f PEL), E m GE LG) 中 ), RUE R.E—ECH 
lim Pe) -fo. 问 在 L CR) rgo PERS d BURCH T ve 


24. RfOLG), B. fuo HE fo. 
55. FELD, f) m [7 fO dt. WELE 


fm [ fa) ensar, 
2. RIOR ENGUERUUE 令 
* 228 - 


nt - 


Lf DH) Her Z) R ar, 
试 证 , 在 性 何 闭 区 间 [x, £1. E, Lo CF 一 致 收 仑 于 f). 
27. iE E CST IAS, mE «c es, 1 E Lal EENS 0 ese ( Undo 
"€N, hun! um lim cnr/en, i 
28. ipsw, f ELCO, en), HS Feah fü)dm 0<r< o. 
WE Aj fF Lt(o, œ) 到 Lro o) Wyi Nf, 是 Fhe 
pp— fy. 又 等 式 刚 立 的 完 训 条件 是 什么 ? 
提示 ， 人 先 对 连续 并 具 紧 支 集 的 函数 耻 海 虑 并 且 限 定 了 zz0 然后 对 FG) 
:的 上 次 矫 用 分 部 积分 公式 , HERES ERES ARR, 
29， 设 mm 瑟 二 如, 试 证 . 
lim tft cexplf, log |f (z) Idm}, 
提示 ， 对 fl[0cHE RH DRAR RAF log fO p0, 再 
设法 应 用 控制 时 禾 定理 , 
30， 研 究 改 尔 和 性 不 等 式 与 月 可 夫 斯 基 不 等 式 于 等 号 成 立 的 充 贺 条 件 . 
51. 设 了 为 实 轴 上 的 一 区 闻 ,p 为 了 上 的 实 函数 。 称 p pant, 
CHURSSHEfRI m, y € Z,16€ (0, 1), HH p(tz-F (0-0) y) «ig(2) O-—Do(y), 
jRW S. 
(i) o 在 了 的 每 个 内 点 处 连续 ; 


NOE 设 (X, ;由 为 有 限 测 度 空间 ,着 了 为 基 上 实 可 积 函 数 生 了 的 信 域 
含 于 了 则 有 考生 (B,Jensen) 椒 等 式 


oU] fan ]« zx o Da. 

32. WEE JL— HERE DU STRIS, FERIER, 令 Ae (25) 1m 
(En (e—h,z--h)), h 0, WELF —U sc E H lim As (x) 1, 而 几 平 
x rg EA lim AG) 0, 试 作 一 集 E, 使 极限 lim A4(0) 不 存在 。 又 
FE 已 是 不 可 测 集 时 ， 结论 如 各 
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a 和 


^0 0 8$ d 
本 语 后 数字 指 章节 ， 如 1, 1, 836—381. 


- E 
一 一 映射 ”6Gne-one mapPlingee i L2, 


1 


-一 一 对 应 ` one-one correspondence». UT(————— ÉP: 


二 J 
CREME dyadic decimales nete rnt ete], 


二 进 有 理 数 dyadic rational number eem d 
JUEXME almost every where(a.e. «seen nennen nnne 3.1. 


ün 


= dn 


Eco 
三 进 小 数 triadic rr —Ó———— 
三 角 级 数 trigonometrical "PEPPER 
El ei ee 

.上 限 集 limit superior of a sequence of st ts 
上 极限 limit SUperiOrssee sem oo 
上 办 spper bound.. eee meme 


EURIE supremum. e emen nennen ene nenne nennen eren nnne rre 
下 限 集 limit inferior of a sequence of sets 
FORE  dimitiaferioresseee emm emn emen nennen 
CE lower bounde eem 1.6, 
F mE signed EASUTB reneeeeememaee ase eene D DLL LT. 


w — c a UU — m oe 
or E - 


H 
i 
H 
H 

D 

- 


b elemen meinem enr een ehe nene na ien ne een nna i.l. 


ARE infinjte Set irae remm m maa iiem meo n nas |], 
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T meremme mmea pe e A r mam emra com em nem 一 


无 界 可 测 集 unbounded measurable seteseeeemnmm meme ELS 
FE Ofen Screens nnn nhi terio aan erai ii ee eie cete d anne aM 1.3. 
开 和 集 的 测度 measure of open seteeeeeeee enema 2 D, 
FEE open intervale- seinen esee eni enn nhi inna numen n ten nn 1.1. 
不 可 列 集 .nogn-countable se 
不 可 涧 集  non-measurable set TEE TD nennen inen ieneennm D, d. 
盐 示 相交 集 disjoint sets eee nmn nnm D, S. 
APBESUR integration by patter 
分 配 律 distributive law | 
HIJ inner measure eene nnne nen nnne nnne emere eere DL È. 


tusuartuesvessasavessdieasauessas], 1. 


AA inner Tu Hansen asas ran t.3. 
P inner produete emm nen) nemen ene enuigan 5, 2. 
巴塞 弗 公 式 。 Pars6evaI formula eee enne momen Bu. 
A-E Newton-Leibhnitz formula:s::00upe44., 4. Gi. 
五 E mu 
SHORE dual method «eee enm rne] I. 
对 等 equivalence "—"————— —— EE HR A 
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本 书 第 二 版 是 作者 让 第 一 本 的 基础 上 经 过 多 — ( TA HU EIETIT. 


fUD2:-5 85 BERTI ese PERCRL, HRE 1990 年 11 月 在 南京 制 吕 的 * 实 变 函 数 
< 汇 函 分 折 ?教材 编写 大 网 修订 而 成 。 


第 二 版 较 第 一 版 有 园 大 人 程度 的 充实 和 和 改进。 本 书 用 中 等 篇幅 把 泛 函 分 析 壮 


ib 


EX 


EHAR TR DERE FARSA EATHAR: RPSL SUERTE UR CER HUE 


PU. EEA Fe. BENERI SALE, 习题 也 丰富 。 


4$—82m3t, 主要 内 容 包 的 距离 空间 、 赋 范 线性 空间 .Hilbert 空间 .有 界线 性 


iE FCR FAVOR T. FREZARE P" V e ie XE 


本 书 可 作为 综合 天 学 .理工 天 学 ,师范 院 校 的 基山 数学 , 计算 数学 以 及 应 用 数学 等 
将 业 的 教材 ;也 可 作为 自学 用 书 。 几 学 习 过 数学 分 析 ， 线 性 代数 ,党 微分 方程 , 复 湛 函 


数 , 实 变 函 数 等 课程 的 同志 都 可 阅读 . 
责任 编辑 THM 
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第 二 版 前 —E 


本 书 自 1980 年 出 大 以 来 , 由 于 教育 战线 形势 前 不 断 发 展 与 变 
化 ,并 经 过 十 多 和 车 的 教学 实践 , 特别 是 根据 国内 各 高 等 院 校 使 用 本 
ULECELLSLELERESELEDITRSME TES 3 
内 容 上 需要 作 适 当 的 调整 与 充实 ， 编 音 本 着 这 一 精神 并 根据 高 等 
学 被 理科 数学 , 方 学 教材 编审 委员 会 函数 论 ( 包 括 数 学 分 折 ), 泛 画 
分 析 编 审 组 于 1990 年 11 月 在 南京 大 学 召开 的 会 议 上 制订 的 《 实 变 
HEFER RAA, 作 了 认真 仔细 的 谢 酌 ， 对 本 
书 完成 了 第 二 版 的 修订 工作 。 修 辟 以 上 后 的 这 份 教材 ， 注 意 了 以 下 
LFH: 

第 一 ,将 原来 的 三 童 扩充 为 四 章 并 吴 增 加 了 一 童 , 共 五 章 ， 除 
第 一 版 原 有 的 内 容 , do dE E SE p, 赋 范 线性 空间 ,Hilbert 空 间 ， 有 
界线 性 算 子 的 几 条 基本 定理 ， 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 38 ib, É 
共 罗 算 子 的 谱 分 解 定理 等 外 ,增加 的 内 容 为 距离 空间 中 的 第 一 、 
第 二 类 型 的 集 ,具有 基 的 Banach 空间 ,线性 抠 扑 空间 大 意 ， 有 看 
线性 算 子 的 谱 半 么 及 谱 半 径 公 式 ,正常 算 子 ,、 酉 算 子 的 基本 性 质 议 
及 它们 的 谱 分 解 定理 ， 非 线性 适 函 分 宁 初 步 、 广 义 冰 数 大意 以 有 
Hilbert 空间 上 的 双 线 性 泛 函 等 。 

第 二 ,为 了 适应 各 种 不 同情 况 的 读者 的 必要 ,在 第 二 版 中 ， 对 
某 些 部 分 任 了 较 特 殊 的 处 理 , 主 要 有 : 第 作 章 定理 7.13 以 及 它 前 面 
的 三 条 引 理 自 成 一 个 系统 ， 在 讲授 时 可 沁 将 这 三 条 引 理 连同 它们 
的 证 明 全 部 略 去 耐 只 介绍 定理 7. 13 的 结论 , 至 于 定理 7,13 的 证明 
自 热 也 不 必 讲 授 。 关 于 第 九 章 ， 建 议 使 用 本 省 的 教师 与 读者 根据 
各 自 不 同 的 情况 采用 以 下 儿 种 方法 : 


1” 对 于 学 时 出 较 少 的 学 掖 ， 可 以 介绍 到 第 元 幸 第 二 池 或 第 
三 节 并 加 上 第 五 .第 六 节 中 关于 画 算 了 及 正常 算 子 的 基本 性 质 ; 

2” 对 于 学 时 稍 多 的 学 校 ,可 以 介绍 到 第 九 音 第 四 节 并 加 上 第 
下 ,第 六 背 中 关于 西 第 子 及 正常 算 子 的 苦 本 注 质 , ETAREAT 
的 谱 分 解 定理 的 证 明和 连同 其 预备 知识 可 局 考 贿 谢 去 而 只 介绍 谱 分 
解 定理 的 结论 ; 

83” 对 于 学 时 比较 富裕 的 学 杭 ， 则 可 以 介绍 到 第 志 章 第 四 节 
{包括 全 部 证 明 ) 议 及 第 五 、 第 六 节 中 基于 西 算 子 及 正常 算 子 的 基 
本 性 质 , 至 于 西 算 子 ,正常 算 子 谱 分 解 定理 可 以 考虑 只 投 不 证 . 

以上 只 是 编者 的 建议 , 仅 供 使 用 本 书 的 教师 及 读者 参考 , 至 于 
其 他 塞 节 ,也 可 根据 情况 遂 当 删 减 , 希望 使 用 本 书 的 教师 与 读者 苹 
可 能 根据 自己 的 教学 实践 选择 适合 笠 自 畦 点 的 载 学 内 容 与 方法 . 

第 三 ， 本 书 对 理论 的 阅 迹 尽 可 能 注意 由 浅 入 深 由 具体 到 抽 
象 、 对 每 个 较 难 的 新 禄 念 引入 ， 尽 可 能 上 先 从 比较 直 现 的 角度 加 以 
阐 壕 ,然后 给 以 严格 的 定义 ， 刨 如， 对 有 界线 性 算 子 范 数 的 引入 ， 
我 们 先 考 虑 算 子 沿 每 本 方 向 的 龟 长 度 ， 然 后 从 货 长 度 中 抽象 出 算 
子 的 范 数 这 一 概念 . 

第 四 ,注意 内 容 的 归纳 与 总 结 , 际 少数 切 外 ， 在 每 一 节 或 每 暗 
节 的 最 后 者 有 一 个 小 结 , 抠 要 地主 述 有 关 的 内 容 ,提出 应 当 注 意 的 
事项 ,希望 这 项 工作 戏 读 者 有 所 析 益 ， 了 此外， 习题 基本 上 按 节 安 
排 ,但 都 集中 放 在 每 一 章 的 最 后 , 授课 入 可 根据 情况 适当 选择 一 部 
分 伟 为 学 生 的 练习 ,以 项 国 课堂 上 所 学 的 内 容 ， 

本 书 经 华东 节 范 大 学 程 其 赛 , 吴 良 森 、 当 国 强 三 位 教授 审阅 ， 
他 们 在 百 性 中 抽出 宝贵 时 间 和 丝 细 审阅 了 本 书 手稿 并 提出 了 很 多 宝 
贵 意见 ,使 本 书 赠 色 很 多 ， 纺 者 对 于 他 们 的 意见 都 尽 可 能 采纳 了 ， 
尤其 值得 提出 的 是 ， 程 其 麻 扣 要 作为 我 国 汉 画 界 的 老 前 擎 以 八 十 
高 画 闪 其 负责 地 审阅 了 本 书 平 稿 , 使 编者 深 为 感动 ， 


本 书 在 北 改 过 程 中 ， 得 到 了 南京 大 学 考级 领导 的 关怀 与 支持 
并 为 编 省 提供 了 各 种 方便 ， 曾 经 使 用 过 本 书 第 一 版 的 部 分 同 志 ， 
wWHRERR FEARR, KARIR, FARER, £ 
国 柱 刚 妆 授 竺 都 提出 了 很 多 宝贵 意见 ,研究 生 李 建 村 ,和 孙 国 正 两 位 
同志 仔细 阅读 了 手稿 并 提出 很 多 宝贵 意见 ， 编 者 亡 都 羡 可 能 采纳 
了 ， 本 书 每 章 每 节 均 分 成 营 干 段 ,如 第 七 章 83. 1 表示 第 七 章 第 三 
节 第 一 段 ,等 等 

编者 对 以 上 所 有 为 本 书 付 出 了 辛勤 荔 动 的 同志 囊 示 由 圳 的 感 
W 由 于 我 们 水 平 有 限 , 韦 电 错 误 与 忱 潮 之 处 在 所 难免, 希望 使 用 
本 市 的 教师 , 谈 者 以 及 同 行 们 不 吝 跑 元 。 


编者 
19914 3 月 于 南京 . 
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第 二 篇 
第 六 章 距离 空间 
81 距离 空间 的 基本 概念 


在 前 面 几 音 中， 我 们 陆续 学 习 了 # 维 Euclid 空间 R^, LA 
EL 空间 等 。 以 R 为 例 , 我 们 在 其 中 定义 了 距离 p ( 见 第 一 章 
17 页 ), "i RT mp Ar Af | 

G) 非 负 性 ， 对 任何 x,、yE 及 ”, 0, 10270, m HeC y) = 0p 
充分 必要 条 件 是 2 一品 

(D 对 称 性 : 对 任何 x,yER", Mo: — 0.2) 

(i) 三 角 不 等 式 : 对 任何 zx.y、zER 及 "， 有 

pz, y) &p(, 2) p G, y). 

如 果 我 们 仔细 分 析 一 下 R phts ERS Chiefs) 
与 结论 (如 极限 的 唯一 性 ), 就 可 以 发 现 ,实质 上 它们 仅 与 距离 p 的 
性 质 (D 一 Ci 有关， 再 以 第 开间 中 介绍 过 的 空间 Le, 5] (x7 
近 co) 为 例 , 虽然 当时 只 在 其 中 定义 了 范 数 ， 还 没有 明确 地 定义 距 
高: 但 可 以 令 

pG, 9) -(E z(t) OLOM (z,y€L"[a,bD. 6) 
JA TEE A BUE S rn EE EGO h Bg odd E Em Bo ERE G — (i, 


"o Ie 


我 们 乏 G0 39 EL, b] E foRB S, 通过 第 五 章 的 学 习 , 读者 市 难 发 
现 , LCa, 的 中 的 收 禹 概念 以 及 其 他 与 之 在 美的 吴 念 和 结论 , 实质 
二 由 与 他 们 中 的 距离 (9 UE PERELCD — (108 2. BLUE. 268 TE 
一 般 的 非 空 集合 中 引进 适当 的 收 敦 健 念 ， 一 个 可 行 的 办 洪 矶 是 先 
引进 适当 指 上 距离 ， X TU sp ux, 则 应 以 性 质 人 一 fiiib 为 
基础 、 在 一 禹 的 非 空 集合 中 引进 了 适当 的 距离 后 ， 我 们 恒 称 它 为 
距离 空间 。 大 家 将 会 看 到 , 在 一 般 的 距离 空间 中 , 有 很 多 与 R^ dH 
伺 的 性 质 ， 但 出 于 距离 空间 是 一 些 具 体 空 间 好 R^SRBUE-- Z6 dh 
象 , 故 也 有 很 多 本 质 的 不 同 . 
1.1 jeBizelBoxE EDI 
定义 1,1 EX Xy—dbm Ea, WERT X 中 的 任何 两 个 元 
Arny MR AERA S8 eap ET Pz ELS THT 
^ AES. 
G) 非 负 性 : 0(2,:0 280, T B. o (2, 32 — 的 充分 必要 条 件 
AE x3 
GD 对 称 性 : P(x,y) =p, 25 
(iii) 三 前 不 等 式 : pa, papel z) p p, XH x dh dE 
X 中 任 登 一 个 元 素 ， 


记 为 (X,p)， 条 件 四 一 (iii) 称 为 距离 公理 ， 距 离 空间 中 的 元 素 
又 称 为 点 ， 在 不 会 引起 混淆 的 情况 下 ， 我 们 将 CX, o) 简单 地 记 
3X. 

现在 设 为 一 距离 空间 ， 以 p 为 距离 ，4 为 下 的 一 非 空子 ， 
集 , 财 4 按照 距离 o 也 是 一 个 距离 誉 间 , 称 它 A X MAAR, dm 
AS X, 则 称 它 为 工 HETAN, 

信 得 注意 的 是 , Te FERRI dp UA X b RIRE 
距离 ， 例 如 对 任 一 EX, 规定 pla) —0, 3b HE geX, RE 
» 2 a 


ycc, DH DG. 0) —1, TARRE XU p 满足 距离 公理 的 全 
部 条 件 , 因此 X. 按照 距离 p 成 为 一 个 距离 空间 ， 我 们 称 这 如 距离 
空间 是 离散 的 , 
例 工 ( 见 第 一 章 ) n ERRE R, FENA ? 维 实 向 量 
(£r, £g tt ER) 
组 成 的 集合 ,此 处 所 有 的 {二 1,2, o, ) ERES 数 ， 我 们 已 经 指 
Uf R^ pin Eg X up E r= (Eo £s ns E BAE Y — (0002 7, 
#2 之 问 的 距离 如 下; 
px, 3) -(Xis-ni), 《1) 


则 o 满足 定义 1,1 中 的 全 部 条 件 ， 在 h, 我 们 没有 逐一 监 
证 这 些 条 件 ， 为 清 想 起 拖 今 以 苦 角 不 等 式 为 例 划 以 监 证 ， 为 此 上 先 
证 明 Cauchy 不 等 式 : 


* 2 kid n 
(Habe) < Pai Deb, (2) 
此 一 上 k=1 =1 
其 中 ay, 下 [五 一 T 2 8) 的 为 实数 ， 任 取 实数 A, 则 
ox (a, AB)? = Dat tA a,b, a Ib, 
上 =1 k=l 点 一 1 DES 


布 端 是 4 的 二 次 三 斋 式 ,以 上 不 等 式 表 胃 , 这 个 二 次 三 项 式 对 4 的 
一 切实 数值 都 县 菲 负 的 , 故 其 判别 式 不 大 于 零 , 即 


^" 多 * b 
(21 aj.) «D» aie. Mb, 
Rol t kc t=1 
Cauchy 不 等 式 成 立 ， 由 这 个 不 等 式 , 得 到 
之 (es 十 下 — Sei F2 lab, TN 
k= k=l kl PET 


t ` 2075 i i n 
9372103079303 "DT 
kl El k=l ki 


nox 去 1 ， 
-K2 (9) T e» 
iE R” r£ t= (nuns mig Gud ttu Fu) Z5 ns Zo 
3 ad, JETE I) rid aum x, zu, Duo s gu (ho 1,2, 5, 2), XE 
即 得 到 三 角 不 等 式 : 

pi, y) x p(, z) + o. a. 
因此 R" REAO 是 一 个 距离 空间 . 

ERA Rh, 我 们 还 可 以 引信 如 下 的 距离 : 
Pi (cq) =max|Er— ni], . ^5 


pi A3 BRE SEA ER 5 4p dk Ip, Se R^ 按照 0o, 也 是 一 个 距离 空间 
(O3: 3x: 218855 1 题 )， 

上 述 例 1 告诉 我 们 , 在 一 个 集 各 中, 定义 距离 的 方式 不 是 唯一 
的 ， 一般 地 说 ,如果 在 一 个 非 空 集合 五 趾 定 名 了 耻 离 p 与 p1; 当 
p G, DPiCz, 扩 时 ,那么 下 按照 距离 p 与 py 所 成 的 两 个 距离 空 
间 必 须 看 成 是 不 同 的 。 因 此 ， OR 按照 ( 届 及 世人 是 两 个 不 同 的 路 
离 空间 . 

RATAL hø 及 *， 我 们 还 可 以 考虑 复数 的 人 情形， 假设 Cr 
Api BP: n HE i 


(£i, £s; Ut, Én) 
组 成 的 集合 ,这 里 =l 2 eun REAR 0E C" 中 的 任意 两 
个 商量 T= (£i, TRIP £A g— (7, 72, tts m), RAIHA 1) 定 
义 它 们 之 间 的 距离 , B 


172 


2G, =( X linl? ) . a^» 
PES 4 
与 实数 情形 一 样 , 可 以 证 明 复数 情形 的 Cauchy 不 等 式 ; 
(3 Jabal) <D laal? SIRAN (2") 
Msi Emi PL ' 


其 中 Og, b, (1,2, 的 为 复数 . 
由 (2”) 可 得 
172 


» 2 t72 n 1/2 
(221a t6.) <(Z ial) +(X). (2? 
&—1 El k=l 


于 是 又 可 得 到 三 角 不 等 式 
pG,) pix, 2) tHo 的 ， 
RE xy. 2I C^. 因此 护照 并 人 定 交 的 距离 o, C" 是 距离 空 
间 . 
4 =l R, C paea R, C, 
今后 几 不 特殊 声明 时 , 均 取 OD) , ANA EA R^, C 中 的 距 
m. 
例 2 sje C[a,b] ZEEE eb] 上 所 有 实 ( 识 复 ) XE 
续 函 数 构成 的 集合 Cab]. CLa, 的 中 任意 两 个 元 素 e, y 之 间 的 
距离 定义 如 下 : 
pz, y) —max|z(1) —g(0) P (3) 
则 Ceb] BRG hie XE — ERES ERAR TAA GE 
(s Gi) EAER. SE( [o REUE- FAT AG. E e, y, 2cCL a,b], 
则 


{2c —y(D E22) |] - [202—901 
s max] e (t) —z (t) | Tmaxiz() —g GO) | 
—pG,z2) +p (2,9). 
因此 
p, y) -max]z (HID [Sp (2,2) + p (z, 9), 
ZADAR, it CLe, b HRG 是 一 个 距离 空间 . 
例 3 L'[a,b|(Ixp«o.. ERA, REER 
地 讨论 了 空间 YY[ae,8J, 这 里 不 打算 重复 ， 大 家 知道 ,两 个 儿 乎 处 
5 * 


处 相等 的 ? 敌 可 各 函数 在 Z?() 中视 为 同一 元 素 . 现在 指出 , 如 果 
HL Ca DIER ER y 令 

pD - (| leae ire)", (4) 
WI p 满足 距离 公理 的 全 部 条 件 , 周 此 上 ?[a, bIRREN o 是 一 个 
ERAN. o WEGE HUE ANB RAS CD (i 是 明显 的 , KARK 
证 三 角 不 等 式 ， 任 取 z 四 scFz[asb]， 在 第 五 章 定理 1.3 的 M- 
inkowski PEM- glosilfisc'!gis 中 全 f—22—2,9g—z—9, 1E 
得 

pG, 0 = iey ly 
si—zlstliz—$05.—560,2 4-0 (2,0), 


因 焉 三角 不 等 式 成 立 ， 故 LLa 5 按照 o 确实 是 一 个 距离 空间 ， 

例 4 空间 上 ”La, 昌 .在 第 五 章 中 也 已 介绍 了 空间 L^ Da, b. 
现在 我 们 对 它 进行 比较 详细 的 讨论 ， 主 要 日 的 在 于 证 明 按 昭 由 下 
面 (5) 式 定义 的 距离 o, LLa blie A, 

称 定义 在 可 神 集 -a,8] 上 的 可 测 随 数 z(.) 是 本 性 有 界 的 ， 是 
指 存 基 着 [e, 5 的 某 个 零 注 庶子 集 E. ER r OERAL b NE 
EO. [a,8] 上 所 有 本 EAJ H MAA EH LLa, 613€ 
孙 ， 几乎 处 处 相等 的 两 个 本 性 有 界 的 可 袜 隔 数 看 作 间 一 元 素 ， 对 
L"[a,b 'R EEG PT 303, y 4 

p(z,g)— inf (sup [z(t)—y(t)|} 
mEQ-Ó tela INE; 


Eac[a.5]1] 


-—vraisup|x(1) —9(t)|. (5) 
i gCat] 


需要 验证 p HERBARZ TRAM REIRET AREN. 
iz T.I. ZEL [a,b]. E4 £0, 存在 Es, E,C [a,b ], mE,— mE, 
—0, 使 


Li 5 LÀ 


sup (DzU) xp) i 


£€ra; 5T. Eg 


E 
sup Oee - 7v 


tECa R1 E, 
注意 到 mE UE) ==0, TÆ 
pix, qs „Sup [2 (D —y CD | 


Erard en Ej) 
xo sup Ja(0) 201 


tE agb EEQUE 


+ sup [zt — gy (| 


Ea DBL E, 


<S, sup Ia E Sup 120 


ECL Hj (B TAE 

=g (D xor, z) toG te, 
4 e0, 得 

pG, y) xpG, z) o p(z, y), 
三 角 不 等 式 成 立 , 因此 按照 (5) 式 定 交 的 而 离 o, Liet] WOSE 
离 空间 . 
例 5 空间 Pasga). 4t 是 出 满足 下 列 条 件 的 实 { 或 

A) BUTS] rS iEn £5 Ee o I Rs 


o 


Xl jfa loo. 


我 们 的 MM DU dE RGB XE X. PS GU 离 为 距离 空 
HJ. 29m AER Uh, Jod l-—geoo. EB BGiE 197 页 的 不等式 
u*vf«cau-- Bu(uze0, vzz0) rn, pact, B- 这 里 pg 互 为 相 
TEIG Bl 1/p- 1/9 — 1. TH 


1 1 
uri m (8) 


性 取 i? rh B3 xS T= (£v És "s £p cr) A E 中 的 元 E y= (m, 
Tha cn) XDTHDERS n. E 


HEEK uo ACA CO GS, JFR n GRRIREZR GERI RU E, E 


有 
之 ) | 有 man| 
n-1 1 了 
lg m € tL—L 
x adr) (Sia) S 
(2; 2 而 一 1 . 
将 上 式 堪 端 分 母 中 的 天 换 成 mw 得 


PG 


D enla) (Sis) 


(7) 


3& 0) A36 Holder 不 等 式 , 这 个 不 等 式 在 第 五 党 第 196 页 中 已 经 
提 到 ,现在 只 是 给 予 严 格 的 证 明 . 

FER U p RS A R rS {fn fotu Esc) Eg 
mo GEZXGQATERTIO, MPRA a-b | K2] 
[b13 RE a, b HARE X, PAE Hh 2H Te s Ent 
T, HEEF P, PEE tm |, létt”, ns Sem], 


ea TI hHölder op SE 3S (72,28 


MPO 


Pon vg 


> Isl | 有 二 图 (2; [9s 21 (us. 4g, |? ) 


21l& min Mun Jeta] 


* B c 


s LG] t 19s lEn taala] 


= Sls tm let Xs PEENLL 


AE) HÈ) Queer) 


n 


因此 
m m co lp = lp 
(Slat) (Biar) Hinr). (8) 


AUR $=1, 不 等 式 ( 约 显然 成 立 ， 因 此 我 们 在 使 用 不 等 式 (8) 
时 , BETTIE 271, 也 可 设 8 二 1， 称 (8) 式 为 Minkowski TEA. 


在 Papo 中 定义 如 下 的 距离 
a lp 
ZICODRE (3 |& nu^ ) (9) 


利用 Minkowski 4^5&5X nf LA uEBH — f8^R 5 3x5,. Tris fi 3 中 的 完 
-全 类 似 , 这 里 不 详 述 , TE o 满足 距离 公理 的 条 件 (ii)， 至 于 距 高 
ARREO Gi, MERRE. AE PO s poo) dE (9) XL 
定义 的 距离 p 是 一 个 距离 空间 . 

3b p=1 Rf, STRUD m. 

$16 zi. G EH-HE DGRA) 数列 构成 的 
RA. ER E 中 的 两 个 元 素 r= dinin Ente) Rgy—(n 
fos 人 

pz, y) -sup[£,—nl. (10) 

不 难 证 明 (10) 中 的 o 满足 距离 公理 的 全 部 条 件 , 因此 Lob RR (10) 
式 定 义 的 距离 p 是 一 个 距离 空间 ， 

1.2 距离 空间 中 的 收 做 概 念 


Xx — EXT A58 , dE ETE CL T 1H, 在 一 非 空 集合 中 引进 了 适当 的 
距离 后 ， 便 可 以 引进 收 化 概念 ， 现 在 鳄 闭 手 引 进 收 皱 概 念 并 讨论 
与 它 有 关 的 一 些 性 质 . 

3.1.2. (x) 为 距离 空间 X 中 的 一 个 点 烈 (或 称 序 列 )， 
LE n=l 2, 3,-—, MRF fe X p 9 IR my [E 1323 0 时 ， 
DG. m0, BEES SE (r.) AT to 记 为 


terr nere nen ern e Pe am d e A ae 


limta = £y 或 {£a —Ü. 
Tex 


有 时 也 简 记 为 


ri | 


Tk zo 为 红叶 的 极限 . 

以 后 如 无 特别 沿 明 , 均 假 定 # 各 一 切 自 然 数 . 

定理 1.1 距离 空间 卫 中 的 点 列 {7,} 最 多 只 能 收 证 于 一 个 点 ， 
因此 收敛 点 列 的 铬 限 是 唯一 的 . 

证 WE) HESET NT ELT go. RIDE TERR e>0， 存 在 
BAN, EBEN n>N T, 

Plento) e, | Dra, yo) Ke- 
由 三 角 不 等 式 得 到 
Do, 4) Sp Gr, d.) Torn go) 2e (n7 ND). 

By e 是 任 给 的 ,总 Ptzo gy) —0, TE ryo AEN ER ELT 
能 收 钱 于 一 点 ， 因 此 路 但 点 列 的 极限 必 人 唯一 ， 证 毕 . 

定理 1.2 HEREA RHAI AAF 那么 (7) 的 

WE., Ei KAT to OH ER BS 70, 存在 自然 数 N, 使 
H n—N Bb, Oleme TEETER GER, [ku pK 
肝 , mN, IE o(m.,29)«6. iXded] (En EEF n. HEHE, 

定理 1.3 PERPE PARAT co MAFA H 
* 10 


的 任 一 点 go, 数列 {p Gru 90 RTI. 
WE. (o(mo 2) 作为 收 误 数列 是 有 界 的 ， 收 在 企 MO fi 
Holur M In dr. 于 是 
DICE Yo) EZP CErs Eo) H Oxo; Yo) 
dM p» Yo)» 
HEHE, 

现在 考察 点 间 R” 及 Ce, bIh or Se HS, 

对 于 R" 来 说 , Hop B8 An r e] — (017, 27, Eam ER 
等 式 (1) XELIBER ESSET 277 — (0,81, EST) E IDE 
条 件 是 277 084g 5 PUE SC a 5938 P A5 p 
其 实 由 


1 
QR * 
EPES DE TERIS) moin, 
Eel 


Ap j= 1,2, "=, My "TA 3 M p (xum, i)—O ik, I7 —£,] 0 xl 
j=l, 2,---,2 BF, 
反之 ,由 


E i 
pa, D= DiEP? ) 


JEE 十 十 1 一 |， 
并 注意 到 ?是 一 个 同 定 的 自然 数 ,可知 雪 [£77 —5,| 053] j— 1, 
2,-,n IRRE, EE o (707, 2) 0, 

同 理 可 以 证 明 (x70 1 C XE S6 8B juice Farb Se F 
TSebRUESY, BIETA RE 照 等 式 (1) 及 (1) 定 义 的 距离 导出 
R5 Hc Sx Cs E — $e lg. 

对 于 Cla,b1 GEERS (3) 定义 ) 来 将 ， 其 中 的 点 列 
(x) 了 政 剑 于 点 的 弯 分 必要 条 件 是 :作为 图 数列 的 {z CO 在 
[a,b] E SKCSCT ERLZXC e (£) 


* 了 于 * 


事实 上 , Vt Ge) EE IE ES A ROKAAT ro 则 当 一 oo 时， 


max |a,(0) —29(21—0, 
agf x) 


这 总 峡 着 对 任 给 的 620, 存 在 着 仅 与 < 有 关 的 N, EHH n>N 
Bh 对 所 有 的 LED, b ], TE 
]z, 0) — 290) ] «e, 

”故人 rs( 约 } 一 致 收 仇 于 me). 

反之 , We (zs G2) Fla b] RaT r(t), MEF TEE 9 
870, FESH e 有关 的 N, E n>N h PER 

le CO — aO OD | «e 
对 于 所 有 的 ££Ca.6]— Sc ELSE, T AE 
max | a(t) —ay(0) | e (GIN), 

BI P (zu zi) Se(n29 N). ARH fE2g xU] C[a, b]vpis xg 
按照 距离 (3) 收 化 于 to 

在 CLa, 四 中 还 可 以 定 六 其 他 的 距离 .但 烛 诬 的 驴 伊 概念 玉 必 
与 一 至 收 北 等 价 . 例如 对 Ca, b HEXEPRA EE: m gs E Xs 


p.p (to ut) ay. ar 


ADAH, Ce 的 按照 o, 是 一 个 距离 空间 而 且 古 LI[a,5] 的 子 空 
间 ， 在 CLe, 3 中 取 请 数列 
OLI EO (1€[a,5], n= 1,2, ---, n). 

由 Lebesgue 控制 收敛 定理 CX 4 S. (n RE A o, 收敛 于 
CCa, 五] 中 的 零 元 素 ， BEDARA, {ri EAT SEMEN. 
因 k 7E CCa, bl, EREA o, ZADRA RAS nF- 
Har, 

迄今 为 止 ,我们 已 经 引进 了 距离 及 距离 空间 ,在 此 基础 上 叉 引 
进 了 收敛 概念 ,并 讨论 了 一 些 有 关 的 性质， 概括 起 来 ,我 们 应当 注 


» 12 >» 


意 以 下 几 点 : 

1' 对 于 任何 一 个 非 空 集合 ,我 们 都 可 以 定义 距离 , 但 是 一 般 
说 来 ， 我 们 应 当 痕 据 读 集合 的 特点 适当 地 引进 距离 以 充分 反映 这 
些 特点 ， 例 如 ,对 0C[a;5]， 我 们 常常 用 等 式 (3) ELEA; 对 于 
I2[a,5]， 我 们 常常 用 等 式 ( 少 定义 距离 ， 等 签 ， 只 有 这 样 ， 在 理 
论 上 或 实践 上 才 有 较 太 的 意义 ; 

2" 定 交 距离 的 方式 一 般 说 不 是 唯一 的 ; 

3” 如 果 一 个 非 空 集合 中 定义 了 西 个 或 两 个 以 上 的 距离 ， 那 
么 由 它 人 导出 的 收 做 概念 可 以 一 致 也 可 以 不 一 致 ， 


$2 距离 空间 中 的 点 集 及 其 上 的 映射 


2.1 几 类 特殊 的 点 集 
IFRA R" 的 情形 ， 在 一 般 的 距离 空间 中 也 可 以 引进 邻 
域 , 开 集 . 周 集 等 一 系列 基本 概念 基于 R 中 的 邻 域 , 开 华 , 闭 集 
等 概念 ， 在 第 一 章 中 己 作 了 详细 讨论 ， 这 下 将 根据 一 坑 臣 离 空 间 
的 特点 引进 这 些 概念 ， 且 在 叙述 的 方式 上 基本 相同 ， 不 过 在 一 般 
的 距离 空间 中 ,这些 概 念 所 包含 的 内 容 巾 丰富 得 多 也 深刻 得 多 
定义 2 I 距离 空间 苇 中 的 点 集 
{rip la, to <r} (r>0) (1) 
UREDA zo 为 中 心 , 以 为 半径 的 开 球 ， iX Hi ry 是 文中 一 个 给 定 的 
态 ， 如 果 在 (1) 式 中 将 “<* 搁 成 “所 ”， 则 相应 的 点 集 {x:p(r，go) 
Sr) OT BHREL za 为 中 心 ,以 7 为 半径 的 闭 球 ，. 上 述 开 球 与 闲 
球 分 别 用 Sao 7), S (o, 7) 表示 ， 以 xo 为 中 心 、 DER r AEB 
的 开 球 又 称 为 zo 的 一 个 球形 邻 域 , 简称 为 邻 域 ， 
有 了 邻 域 的 概念 , 便 可 以 引进 天 集 , 闭 包 , 闭 集 等 概念， 
定义 2.2 设 卫 是 一 个 距离 空 间 , 6C 耻 ,zxEX. WETE S 的 
-3 * 


一 个 邻 域 (x,7)CG， 则 称 z 是 如 的 内 点 ， 显 然 合 的 内 点 部 属于 
G. G 的 全 部 内 点 构成 的 集 记 为 训 ， 称 为 的 内 部 ， 如 果 恕 小 的 每 
一 个 点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 G 为 开 集 ， 空 集 规定 为 开 集 . 

和 由 定义 立刻 知道 , 王 中 的 任何 开 集 -一定 是 某 些 开 妹 (可 能 无 穷 
多 个 ) 的 并 ， 而 任何 一 个 开 球 本 身 岂 是 征集， 

如 果 z 是 集合 @( 未 必 是 开 集 ) 的 内 点 ， 我 们 也 称 日 是 # 的 一 
个 邻 域 . 

定理 2. 1 设 X 是 距离 空间 , 则 

(i》 空间 去 与 空 集 必 都 是 开 集 ; 

GD 任意 亲 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

(iii) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

由 于 儿科 可 以 了 逐 字 逐 句 重复 第 -- 章 有 关 定 理 的 证 明 ， 故 本 定 
HLAS up BAJA NY, 

定义 2. 3 RXEERZH, ACX, 点 n€X up Ad 
Fi EATER HJ 0220, zs 89 403828 (2e, 6) rj GU A hA A BE 

S (zs, e) (147^ 2. 
AIR A zo 的 任 一 邻 域 中 必 含 有 AN CDS) 中 的 点 ， 则 称 zo 为 4 的 
聚 虑 或 极限 点 ， 若 zoE4 但 不 是 4 的 聚 点 ， 则 称 ze H A BUDE 
e 如 果 存 在 ro 的 基 个 邻 域 S (zo ss) 使得 
S(z, e)ná- £g, 

则 称 ao 为 4 的 外 点. 

舍 合 4 的 全 部 接 般 点 构成 的 集 称 为 4 的 六 包 ， 记 为 4， 如果 
A— A, Wis A 3o pr] As 

REAST- AEREA A RALIS, FRE Bolo, NER 
与 弧 立 所 多 概念 ， 此 外 还 引进 了 江 集 . 困 包 与 闭 集 的 概念 . 

容易 看 则 ,内 点 本 外 点 是 两 个 不 由 容 的 概念 , E. ER Ce EC, 
是 两 个 不 相 容 的 颖 念 ,而 接 衣 点 则 可 以 切 聚 点 也 可 以 是 弧 立 点 . 还 
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容易 看 出 ,一 个 集合 的 闲 包 从 好 由 它 的 全 部 聚 点 (可 能 属于 这 个 集 
合 也 可 能 不 属于 这 个 集合 ) 与 它 的 全 部 孤立 点 ( 作 属 于 这 个 集合 ) 
组 成 、 开 集 则 恰好 岂 它 的 全 部 内 点 给 成 ， 闭 集 风 愉 好 出 它 的 全 部 
聚 虑 与 全 部 孤立 点 (二 者 均 忆 于 这 个 集合 ) 组 成 . 

例 1 RXERHR MXR #4 [n isle] M 
_ 对 于 每 个 aL 23, 2, HH A IO 是 4 的 聚 点 , 但 


FATA 设 B 是 区 闻 CO, 17, 则 闭 区 间 i90，1J 中 的 一 切 点 都 是 BB 
HGR rx. (0, 了) 让 的 一 团 点 事 基 它 的 内 点 ， 因 此 次 点 可 以 是 内 点 也 
可 以 不 是 内 点， 

例 2 iz X—(0,1,2,-«,n,--), 了 总 为 全 部 非 负 整数 组 成 的 
RE. CX PEERU: 

p(x,py)—|z—yl (z,yCX). 
TA” A 按司 距离 pA EA Rum R 的 子 空间 ， 互 中 的 一 
切 点 部 是 它 的 新 立 点 ， 当 热 也 是 它 揭 肉 点。 由 此 可 见 内 点 与 孤立 
点 并 非 两 个 互相 排斥 的 概念 . 

以 下 的 定理 给 出 了 闭 包 的 基本 特性 ， 

定理 2.2 设 瑟 是 距离 空间 ，4,. 忆 都 是 开 的 子 集 , TM. 

ü) ACA; 

(ii A=A; 
Gii) AUB-UE 
(v) £-g. 

证 (CO s Gv) eME, 只 需 证 明 (ii diid. 

GD HiG) RACE AC A. 4e dE rE 4， 那 来 对 尾 给 的 0, 
FÈS (15, 6 中 必 含 有 于 中 的 点 , ERAR. 记 为 加 ， 今 
6 一 2 一 0(zo Y1), 则 人 >0， 因 yos 了 ， 故 开 球 S Qu, O REDER 
租 中 的 一 个 点 , 记 为 Zo. HF 
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Slin s)OS(y, Ó), 
lk z.€ S (79, e), 这 说 明 soc e A A. 
GD HT ACAUB, S&ACAUB, [RR ECCAU B, T 
AUBCAUSB. 
MEEA B CAUB. Wr ecAU B, TAX PERH 620, 
S, e)0n(AUB S d. (2) 
假定 wo BEAR 26 A E) EP UL AE B BER ER. BOE X, E 
在 正 数 £i, ez [E 
Siro eD NA= Z, Sr eo) | B=, 
HRe-min(e,e:, BM 
Sao D NAUM — Gf, 
RAJE de za RI E A DARA E B ARA D 
居 其 一 , 这 吉明 4UB CAUR, Ai AUB-—AUSB. EB, 

drug 2. 2(i), 任何 集合 的 闭 包 必 为 硬 集 其次， 还 容易 证 
BH, 4 己 马 为 闲 集 的 充分 必要 条 件 是 瑟 \4 是 开 集 ( 见 本 章 习 题 第 
2 题 )， 于 是 由 定理 2. 1, 证 刻 有 

定理 2.3 设 瑟 为 距离 空间 , 则 
(1) 室 间 互 及 空 集 六 都 是 闭 集 ; 
(ii) ERSTA nte; 
(iii) 有 限 多 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 
例 3 现在 考 窜 比例 2 更 一 最 的 情形 ， 设 马 为 一 离散 的 距 离 
ZA. TES L 1 中 已 经 指出 ,他 中 的 距离 由 下 面 的 等 式 给 时: 
*pr—y 
xv, 
ik Hiz.y 均 属 二 站， 根据 这 个 定义 ， 互 由 的 每 个 点 婚 为 它 的 内 点 
也 为 它 的 托 立 点， 每 个 单元 未 焦 都 是 开 集 ， 再 由 瑟 中 的 每 个 点 为 

孤立 点 这 一 性 质 可 知 ， 每 个 单元 素 集 必定 是 闭 集 ， 因 此 管 个 单元 
= jg * 


Q 
or, 六 =] 1 


x € JN BS. 
pia it X—(0,1]UL2, 2, ERE XS 
pG,p-|z—y| (Gg ET X, 
HEXA R 的 子 空间 ，(0, 1] 及 [2，3) 都 是 X PEOT BH i585, 


开 中 以 工 为 中 心 以 专 为 半径 的 江 球 是 区 间 (去 ，1| 


-2.2 MARESIA 

在 第 五 章 中 , 我 们 已 在 空间 Z2( 玖 中 定义 了 镍 密 性 与 可 分 性 ， 
并 且 证 明了 Lr (可 是 可 分 的 . 由 于 定义 这 两 个 概念 的 主要 基础 是 
Zz( 丽 中 的 距离 ， 因 此 不 难 将 这 两 个 概念 推广 到 一 般 的 距离 空间 
ma. 

定义 2.4 设 4, 吾 均 为 距离 空间 互 的 子 集 ， 如 果 BDA 就 
称 8 在 4 中 筒 密 . 

向 密 性 概念 可 以 换 成 下 面 儿 种 等 价 的 说 法 : 

1^ 对 于 任意 的 zc4 以 及 任意 的 e>0， 存 在 3 中 的 点 8 使 
plg, 的 < 

2* 对 于 任 给 的 汪 0， 以 了 中 的 每 个 点 为 中 心 、 以 为 半径 
的 金 部 开 球 的 并 包含 4 

3* «PTS «CA, tede DoRESATI GS MeCR S (在 第 
五 童 中 ,对 L^ SASA MRA, ib T o3 — ME), 

应 当 注 意 , 在 秋 密 性 的 定 六 中 ,并 不 要 求 BCAL B 与 4 其 至 可 
以 没有 公共 点 ， 

BIS 1" 2 维 欧 几 里 得 空间 R^ 中 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 
体 在 R* 中 再 密 . 

2° 连续 函数 空间 CLO, 1] 中 信息 斯 坦 多 项 起 的 全 体 在 Co, 
typus GE ED. 

$^ JEAUCHSCRIUS, MIE LIEBE Ae Hed L^(E) rj 

= 着 a 


MEGER), 

利用 先 密 性 概念 可 以 定义 虐 离 空间 的 可 分 性 ， 

定义 2.5 EAZA X 称 为 可 分 的 , Rig X 中 存在 一 个 称 
密 的 可 列子 集 ，4CX 称 为 可 分 的 , 考 44 本 身 作 为 距离 空间 (以 发 
HIERAR AD 是 可 分 的 . 

WAEN, AC X 是 可 分 前 充分 疼 要 条 件 是 存在 并 的 可 列子 
iR Bis 5 二 4， 值得 注意 的 是 集合 五 不 必 所 含 在 4 中 其 至 不 必 与 
AHE, 

$16 1” RE 基 可 分 的 ， 因 为 R" 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 
是 R" 的 一 个 可 列 币 密 子 集 . 

2” 空间 CLa，8J 是 可 分 的 ， 因 为 利用 第 五 章 中 的 伯 思 斯坦 
定理 可 以 证 明 : 具有 有 理 系数 的 多 项 式 的 全 体 Po 在 Ola, 5 n8 
密 , 而 Po 是 可 列 集 . 

3” 空间 到 [ee， 妇 (9 六 1 是 可 分 的 ， 这 在 第 五 章 $2 中 已 经 
和 证明. 

但 确实 存在 着 不 可 分 的 距离 空间 ， 
例 7 过 Te 的 是 不 可 分 的 距离 空间 ， 设 4 是 由 如 下 的 畏 数 


OTi mic. GEDa 0D 
组 成 的 集合 ， 由 空间 Ce PRERE IPER e, E 
La, bJ, 只 要 sss BEN 

PlEs E) —1. (3) 
如 果 Ta 玖 是 可 分 的 ， 则 它 存在 稻 密 的 可 列子 集 ， 设 为 Nu， 以 
Ms 中 的 每 个 苑 壹 为 中 心 ,以 1/3 为 半径 作 开 球 ， 此 种 开 球 共计 可 
列 个 ,这 可 列 个 开 球 的 并 是 LCa, b], 因此 包含 A. ip A M2 
站 ,因此 4 中 吾 少 有 两 个 元 素 , 例 如 说 zw 及 z。, 合 在 同一 个 球 申 . 
于 是 cas zs MRAKA E 2/3, B 
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Plop ns, 


这 与 式 (3) 了 矛盾 ， 因 此 LUDa bET T2289. 

2.3 距离 空间 上 的 连续 映射 

$2.1, 82. 2 中 研究 了 忠 雇 空间 中 点 集 的 性 质 . 但 我 们 还 需 研 
究 从 一 -个 距离 空间 到 另 一 个 距离 空间 的 映射 ， 其 中 尤 以 连续 映射 
比较 重要 . 

定义 2.6 dE X, X, 都 是 距离 空间 ,如 果 对 每 一 个 #5 蔬 , 必 有 
X, 中 唯一 的 点 疼 与 之 对 应 , 则 称 这 个 对 应 关系 是 一 个 映射， 映射 
党 时 记号 下 来 表示 , 据 此 , 我 们 有 Te—g. 如 果 对 于 某 一 给 定 的 虚 
TEX, ep T HERR TP f Ug Ae Up 对 任 给 的 <>0, 存在 >0, 使 得 当 
per Fo) 时， 有 plr, Tr,)«e, MERS TEE zo 连续， 如 果 
映射 了 在 到 中 的 每 一 点 都 连续 ， 就 称 卫 在 并 上 连续 或 称 了 是 志 线 
RAM. 

3EXL 2.7. TEHER THIRA XA AC 
X. RTRS 


{Tx EA} 
HEE AR TA TA). ik BCX, 则 称 集合 
(a: TrcB) 


HRA B SR, 记 为 T1 (9). 
根据 定义 , M ABB X. 的 子 集 ， 集合 B 的 原 像 则 是 六 的 
子 集 . 
例 8 设 下 是 一 距离 空间 ,以 为 距离 ,xoEX 为 一 给 定 的 点 . 
则 了 (x) =:p (x, z0) EXA R 的 连续 映射 . 
其 实 , 对 于 给 定 的 2, y€ X, 由 三 角 不 等 式 , 有 
p, v) so, x) poG,az), 


因此 


à I9 4 


p Or, 2) — p(z, en) x py, x). (4) 
同 理 p, £0) — D (9, 30) o (3, x). (5) 
EOD. C», 得 到 

|p(z, zo) — o (y, 29) | S o Qr, 2). 


TER 
FD Flr) l= oly 2) — o, x) on 2). 

任 给 62-0, Rt 6—e, MA p (yr, e) <S EUR LP G0 — f E Ce, CIR 
St fk XihitE— A rahe, 因此 是 连续 映射 ， 

J Figs 28] X 380 3c Cot t ART REOR SCRIOS ERG DAE E 
例 中 的 了 (x) — o, 2) BERGE SUE X. LAAR. 

S3 Hy pr ERDRE R 在 本 书 中 , 常用 9. à Edo 
函数 ,函数 亦 称 为 泛 苗 ， 

下 面 的 两 个 定理 讨论 映射 连续 性 的 几 个 等 价 条 件 , 

定理 2.4 ”由 年 离 空间 X 到 距离 空间 X.cp SUA HT YEA 
TEX ERNE EERE HE F e N A e X, 
d UIS SET. Tes. . 

证 必要 性 了 、 玉 上 的 距离 分 别 用 p，ps #5. WTI të 
续 ， 则 ， 对 于 任 给 的 。>>0, 存在 6>>0， 使 得 当 p(y, t) cd t, A 
Piy, Ta) xe. Air CEs, 2, 3, OH. (x) 收敛 于 
zr X. Y pE NI, dE «NS Platos, lk 
pi Pru, Tr,) o, 因此 {Ty} 9 Tn. 

Eo. MEER. RERNA RX, TTE R t RE 
Ak, 于 是 存在 灌 个 正 数 co IRRA CX, ER PEA n= 
1,2,8,2, 7E P(zw n) s Bp. (Try, Tro) Se BASER 
rh BS EZ PELEAS. Bic T € os E, | 

定理 2.5 HERE X EDERMEERÍS] X ph e STR 连续 


€" 20 + 


映射 的 充分 必 票 条 件 是 下 列 两 个 厅 件 之 一 成 立 ， 

Ci) 对 于 六 , 中 的 任 一 并 集 上 GG 的 原 钥 7-'(G) 是 五 中 的 
rr 9 

(i) 对 于 X; 中 的 任 一 闭 集 F, FBSIBS TU (P) X m 
E 

证 (D EBEE X.X, 上 的 虑 离 分 别 用 p, oi 天 示 . 设 
GE OXOBHSIEPAE, WET :(G) 是 室 集 ， 则 它 显 然 是 开 集 ， 今 设 
TJER, ER z,ET '(G),4- y, — Tz, Wi] yo EFO BEG H 
内 点 ， SORGE, dE Sa,e)CCG, iX 里 FC €) 表示 x! 
中 以 gro 为 中 心 ,以 。 AERON, BELT Ee, Bc fE E670, 使 得 
3 p(z, zy «llf, n, (Tz, Ta) «e, 就 是 说 当 LES Cato Dht, TzCS, 
(o €) CG, KIET (G).. x 是 (gos e) 中 的 任 一 点 ， 因 此 S (a, 
CTO, TOHE H, 

再 证 (让 的 充分 性 ， 任 取 a0 X HEA 60. 4 G— S, T2, 
e). HU, T7 (8) 3E, KIFE 02-0 使 8S(z0,6) C T- (8), 
由 此 可 知 , 当 o (2, 2,) <ð 时 , pL (Tr, Pr) e, Bt T TE r 处 连续 ， 
Tz, YE X RERO, WTE X 上 连续 . 

Gi) 容易 证 明 下 面 的 事实 ; 对 于 Xa HEARE AQ B, 
当 AB dE X, PIAI, THA, TOCH X dub 
R. 而 开 集 与 闭 集 是 互 为 社 集 的 , 利用 (iD 中 条 性 的 充分 必要 性 可 
以 知道 , GD PARE TERNO GERI EE, 

连续 腕 射 的 一 个 重要 特例 是 同 胚 映射 ， 我 们 先 引 入 刻 映 射 的 
概念 , 设 卫 是 距离 空间 节 到 距离 空间 X. 的 一 对 一 的 映射 ， 即 对 
ERHI nix. X, 4 er Bj, Tr ATr AF T(X)—X, 
任 取 PEX Wig dene — HEX 使 

Tac. (6) 

T Bf ic eR Jo ERRAT, 129 T7 5, Hp CO) rp d y D 2s 
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Tyr. 
显然 了 ~' Eh X SIX Ej. Hou EBD EX, 
TOTO =g, (7) 
而 对 任何 g—X5, 
TP !y) — y. (8) 
2T Hope f M RT. XE Rp Bf 
38 TE — AL— FS LOCUS IS pr, ilie TCOX) — X, BSc X 
TRUR, DUET [pEXS M BU EA 4538 AR IAE T Re URL ST 
EAP P, —3Ó — BUM IS LIESS XC RR AI ARR RHE A. A 
场合 , Bel S HI BRE 7 CERE B er 9 (5 EL RE RE — 
A, 
3EN,2.8 Akii TETEA, HOO OHGRMOM TU Mut 


于 的 同 腑 吴 射 ， 则 称 X 与 XAW. 
BIO y—aretgz 是 及 到 (-5. zn, 因此 及 与 


(-3. FEE. aet R ECO, e ted, DRE R 与 (0， 
2I I3 

在 这 一 节 中 , 我 们 引进 了 较 多 的 概念 ， 就 点 的 类 型 来 培 ,有 内 
点 .外 点 .接触 点 , 育 点 、 板 立 点 等 ， 就 集合 的 类 型 来 说 ， 刚 引进 了 
开 集 , 闲 包 、 闭 集 等 ， 就 距离 空间 与 它 的 子 集 的 相互 关系 来 说 ， 则 
引进 了 独 密 性 概 侈 以 及 在 此 基础 上 的 可 分 性 概念 ， 最 后 ， 就 两 个 
距离 空间 的 相互 关系 来 说 , 则 引进 了 映射 连 绪 映射 以 及 同 噬 映射 
等 概念 ， 我 们 应 当 注 意 : 

1” 由 于 给 害 的 非 空 集合 玉 的 任意 性 以 及 在 下 上 定义 距离 的 
4 FEM, 5 Euclid 空间 的 情形 衫 比 , 这 一 池 引 进 的 概念 包含 了 更 
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加 丰富 更 加 深刻 的 内 容 ; 

2” 当 读 者 学 习 这 一 节 的 内 容 时 , 要 注意 它 与 Euclid 空间 情 
形 的 共同 点 ， 更 要 注意 它们 的 不 同 点 ， 当 着 我 们 注意 这 些 不 同 点 
时 , 基 重 要 的 是 : 这 一 节 中 所 有 的 概念 都 离 不 开 预 先 定义 的 距离; 

3^ 因此， 如 果 在 一 个 非 空 集合 上 定义 了 两 个 或 两 个 以 上 的 
距离 ， 我 们 便 得 到 两 个 或 两 个 以 上 的 距离 空间 ， 那 么 其中 一 个 很 
可 能 是 可 分 的 ， 而 其 余 的 咒 不 世 ， 对 于 禾 密 性 以 及 映射 的 连续 性 
与 同 胚 性 等 也 有 类 似 的 情形 ， 在 此 不 一 一 装 述 . 


$3 完备 性 .距离 空间 的 完备 化 


3.1 完备 的 距离 空间 

大 家 知道 实数 域 有 一 个 重要 畦 性 ， 即 任何 一 个 Cauchy 序列 
或 基本 序列 必 有 极限 ， 这 就 是 通常 所 说 的 实数 域 的 完备 性 ， 这 个 
性 质 在 数学 分 析 中 起 车 重要 作用 例如 由 它 可 以 落得 豚 数 收 笋 的 
森 丁 淹 别 准则 ， 由 它 的 锻 价 命题 可 以 证 明 有 界 闭 区 间 上 连续 函数 
的 三 个 重要 性 质 , 等 等 ， 

在 第 五 章 中 ， 我 们 引进 了 L 空间 完备 性 概念 并 证 明了 空 
闻 是 完备 的 .但 一 般 的 距 记 空间 就 不 一 定 具有 这 种 性 质 ， 在 本 节 
中 , 我 们 将 特 列 研究 且 有 这 种 性 质 ( 妈 完备 性 ) 的 距离 空间 . 

ENII EH Et 8 HL X PSP Ges? "ift Cauchy 点 列 或 基 
本 点 列 , 是 指 对 任 给 的 e>>0, 存在 IN 7-0, (E 24 m, n7 时 ， 

p xa, En) E 

(今后 我 们 将 采用 基本 点 列 这 一 名 称 ), X wl 做 常备 的 距离 空间 , 是 
指 互 中 的 任 一 基本 点 弄 必 收藏 于 区 中 的 某 一 虑 ， 

由 定 交 直接 导出 直面 两 个 性 质 ， 

1* 距离 空间 中 的 任 一 收 襄 点 列 必 是 基本 点 列 ; 


. 2$ c9 


2^ 完备 距离 空间 药 尾 何 诸 子 空间 也 是 完备 的 . 7 

一 般 说 , 性 质 1° RETRO RARATZAHERKSNE 
存在 的 , 例如 有 理 数 域 按照 距离 p(x,y) = |z 一 #| 是 不 完备 的 距离 
空间 ， 文 如 区 间 (0, 1] 及 区 间 (0,1) 按照 距离 pol, y)=lr—yl 
也 都 是 不 完备 的 距离 空间 ， 它 们 中 的 基本 点 列 不 一 定 收 敛 ， 如 
Va (0 1, 2,3, 7) ECO, 切中 的 基本 点 列 ,但 在 (0, 切中 不 路 和 

尽管 如 此 ， 却 存在 着 为 数 众 多 的 完备 距离 空间 ， 例 如 S11 
中 所 举 的 两 个 例子 R^, CCo, 5] 都 是 完备 的 距离 空间 ，R" 的 完备 
性 可 由 实数 域 的 完备 性 导出 , 故 布 详细 讨论 ， 下 面 研究 CCa, 35] 的 
完备 性 , 并 再 介绍 丈 个 完备 的 距离 空间 . | 

例 I 空间 Cra,B] 设 {x,}CC[a, 的 是 一 基本 点 列 ， 于 是 
对 于 任 给 的 >0， 存 在 仅 与 s 有 关 的 N>, ER m aN 时 ， 
有 P(xny zm) <e, ESTA QD, Ina (1) Elt) cep — 8) tea, 
b], Hugo rA (Ele DLE -RAF 
A MESRER Ct) D zoEC[e，8]， 由 于 一 致 收 吉 与 81 等 
AOR LRE RM, i olar), Cla, DER. 

9,2 SE LLa, bISp<+o) 由 第 五 章 定理 1.4 可 
知 , Ca, 8 是 完备 前 . 

例 3 zug Pü«p--e) DU P Edd 


> [f [* 4 oo 
k=l 


的 一 切实 (或 复 ) 数 序列 42= {Ep £s cn s HORRA, RET IT 
rRBS TEE PA T- 2638 i= EAT £z, t3 £s, 下 及 y= [n 72) 7775 Hs 
1 38 E BR Bt 25 (314505) ; 


c 7 
PiE, D-5 | 和 一 nl) 
SR 
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则 P 为 一 完备 的 距离 空间 ( 见 本 章 习 题 第 15 题 ). 

$14 空间 SS i| E-[s, b] BEE LE —BIJLP Ak 5b 
H BR AS TOR EA Ci RS Sela y S. S h JLL ERAH SED ERO 
RA- R. ES PEER T: 


-[ D] 
p(w =| ERER Gem, 


则 妨 为 完备 的 距离 空间 . 
HESAR EAA i REG, Gi) 都 是 显然 的 ， 
内 需 验 证 三 角 不 等 式 ， 沽 察 函 数 碟 共 = -二 020. &if(O)- 


Ic 
I-iLp FCEE ize0 S ETHER ER, REM Oct zi" 时 
iU g" 
Ire SIE 
性 取信 中 的 元 素 2.7.%, Telg S pI We, E 
g(t)— yt 
sl F]a(t)— xoi 
«| r(t) z(t) -|ztt) ye)! di 
slc |[z(t) —z(5| Flet) yli] 


^ Jet) 
NU di 


pG, n-^| 


lelt) ytt) 


TD 
- pir, z) -tolz ¥), 
TES BRADE DEB 85 AER 898. 
HERRA S HARA ru Be ee, Vin sn 
1,2,3, 2 S WERKT ES. EZ 07-0, 在 


Jal g 
TF jent) ae] 


pigns T) =j, 


* 25 » 


POR OI 
>| ju im LF Ct rT 


>g mE taso) e 


中 , 令 noo, 8] mEC]z,—2|220)-*0, RIE, (04 C20) WEN SE 
Felt). 

反之 , WES PARRA r WE TIL F EAA RK ng 
TA ect) HERH 02-0, 有 


Lf dm 20] 
e, a7 | 1 FOROM 
=Í lg. Ct) -x C2] dt 
EE IFTREIETR 1+ |. C£5 —2€1)| 


«I |2,. CE) — CE] — dt 


E ilsa t ce) li- iaa 6) — x (£)| 


SmE | eae 


5 ^ ECIz,—2| «g) 
smE(|z,—2z|z20) +- mE. (2) 
lac 


任 给 6220, 取 正 数 c， 使 


T E, i X A^ | TE. 
ipo Pe 对 于 这 个 o, ARER N 


BEAR n>N Bj, mE ael >o) <E. (2,18 
p(x,,x)«6 (GIN), 
B (x). 
inie S mug 5zd dE. Vi(xg 是 有 中 的 基本 点 列 ， TE GÉHUE 
9220, ERRAR R m 0G xus 有 


p Gs, En) 27 REC rs zn| >0). (3) 


E c.) ZR AI EPA, 故 对 任 给 的 02-0, 在 在 IN -0, 使 得 当 mn 
BJ, 
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p (5, En) « e. (4) 
EOD (D 28 mu nz N Bj, mB( 2, — 24 | 220) < E.e, 因此 
mE([z,—z4[220)—0 (m, n>). (5) 
HAOTRA ARAJ] ES ERU 


1 
mE( LLL I2)«z- 


X E—1,2, 3 sr, 为 简便 起 见 ， 记 ELT E( Imus mmus). 
EA 
z [D n. 
则 mE, mE, HAHEI (EE, (v 0) EORIERI, BKAT UR 
BRR (DA Eo FELD BET SSA — See T oT MER CAU c E 
3.4 
0, 3C CE — Ey. 

则 x%(,) 为 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 故 zsES， 当 n so NI, 和 由 (4) 
可 得 


lim z, (£5), 3 EFi; 
rok t) = 


(n IG) 40 [^ = p Èp, Pa E. 


令 koc 浊 利用 勒 贝 格 控制 收 丝 定理 , 有 
px, Toe RSN), 
BUE (x4) TE S RRF m, S SE. 
注 态 中 的 点 询 {zs} 如 果 满 足 (5)， 则 称 它 为 基本 测 宕 收 黄 点 
列 ， 以 上 的 论证 开明 ,基本 调度 收 葡 必 测度 收敛 。 XS, iB Edu 
成 立 , 证 明 也 很 容易 ， 
例 5 空间 s 令 8 为 一 切实 (或 复 ) 数 序列 5= {51， £n o5 


+ 77 . 


| |z. C£) rt)! 


…} 组 成 的 集 ， TE s 测定 义 距 离 如 下 ; 
p(z, y) -$4 uvis WT , 
k+ 


其 中 z= [£i £st. £u, Ud y IIT Ta tth Hio eg, BE 8 为 一 完备 的 
距离 空间 ， 


JtuE s ARSA., REZAT A, Eir gy. zEs, h 
B= ETHEG 290), 我 们 有 


o- Z 1 | £— y] 
ec 2p L+ jir h] 


>] lEs 6s] + [£e — t] 
m ul E - DM. 
i 之 “下 1+ jir õe] tiir hel 


二 SS 1 — [&— ME [5.— 7] 


£125 1 PE 


1t iiil 
= p(z, 2) tpz, y), 
HH E Me, 52 Dn. y, zi ET AE En. 
,, EAREN s qt SUR Beram (EP, BM, 


ejs gy (E159, nV EO HIA s Ho to) >t. 7p 
ROUPIMMB c0, FTE N20, EEH o NM, 


p (35, 19) 一 x pk 


因此 对 每 个 给 定 的 ,有 
1 2). £(0) 
Pd DE RS >N), 
1e; —2: 1-90, LAE US x EBRA T m. 的 对 应 坐标 ， 
RC, rus 的 每 个 坐标 收 辫 于 xo 的 对 应 坐标 , 即 对 每 个 5, 2 


"28 * 


£i? 一 E9 | 


a 


ey 


n-»co 时 , [EP EP] >D. RANED e 按照 OBRA T s. 
任 给 620, 取 定 充分 大 的 m, BL. TE 


“m 
Plenn) = Dar Lau iE 
k-i ' 


所 EPE] 
此 三 了 


由 于 om 是 取 定 的 ， 芍 存在 N>0, ERAN 时 ， 之 ， | 有 一 


EP zT TEH n2 NBI, oC, m9) e. 因此 o (zs, zx)->0 
(ncc), XEXBl (n) dE s 的 距离 收 贷 于 av. TUE s 中 的 收 化 与 
按 坐 标 收 敏 等 价 . 

利用 上 面 的 方法 还 可 以 证 明 ; 如 果 {z} 是 e 中 的 一 个 基本 点 
列 , 则 对 于 每 个 一 1 2, 3,…),z, 的 第 个 华 标 #4" 构成 一 基本 
序列 ， 由 实数 域 的 完备 性 可 知 它们 都 有 极限 ， 这 些 极限 组 成 的 数 
列 为 s 中 的 一 个 元 素 ， 记 为 z。 由 于 在 空间 s, RERAN 
Vr THERME Bl, 因此 {zw} 收 化 于 vo, kc o 是 完备 的 . 

在 下 面 的 例 6 中 , 需要 用 到 几乎 一 致 收 伍 概念 ,我 们 先 介绍 它 ， 
设 (C0) 0S1, 2,3,5) 是 定义 在 可 测 集 召 上 的 可 测 敬 数列 ， 
aC) 是 定义 在 E 上 的 可 测 函 数 ， 如 果 存 在 EON RRÜUE PA E, 
iif le CHE ENE, E— SOR SCE 202, WRC) JUPE 
Wet n). 

816 za L'[a,b] 在 81.1 中 我 们 已 经 证 明 LCa, 的 是 
ERRE, WR LCa, JERN EE ECL. LCa, DIP R 


+ 29 > 


收 做 等 价 于 几乎 一 致 收 但 ;由 此 不 难 推出 LU [a, 反 是 完备 的 (本 章 
习题 第 17 ED. 
前 面 已 经 指出 距离 空间 不 一 定 是 完备 的 ， 并 且 列 举 了 几 个 简 
单 秀 实例 ， 现 在 再 以 连续 梢 数 类 为 例 来 说 明 这 一 门 题 ， 
Bü" 我 们 已 经 证 明 C[a, 的 按照 距离 
p, y) == Bax LaCt} yit) | Cr, g&CLa, 51) 


是 完备 的 上 距离 空间 .现在 再 让 明 CCa, b1 REEN 


1 


pii D m ([ o ga) (6) 


ERZAN. Ela, D) PERRE- A c, 例如 取 e=, A 


1, cxx 
gy(t9—4 0, i—co; 
d-—1, axzt«ec. 
Bj CLa, 5 按照 距离 pi 在 L^[a, biR, KE (0) CO La, 5 T, 
BE (24) 按照 pi SF zo 但 c CL) TREE ARTT P XEZRES SG 所 
E. CCa, b 1E ER p, 是 不 完备 的 ， 
3.2 第 一 及 第 二 类 型 的 集 
在 $2. 2 中， 我 们 对 距离 空间 引进 了 AE HES. AESI 
进 一 个 与 此 竺 全 不 同 的 拔 念 ， 在 此 基 珊 jj 再 引进 第 ~ 及 第 二 类 型 
的 集 ， 
定义 3.2 设 码 为 一 路 高 空间 ,4 XTE, mE AEX 
任何 一 个 非 宅 开 集中 均 不 寞 窗 , 则 称 A DUREE. 
定义 中 的 非 空 开 集 可 以 次 成 非 空 开 球 ， 下 面 的 定理 给 出 稀 朴 
集 的 一 个 特征 ， 
定理 3.I 距离 空间 瑟 的 子 集 4 为 备 朴 集 的 充分 必要 素 作 是 
对 任 一 开 球 SG, T), 33€ 53 — ECT. S (zs, 7?) 中 的 开 球 Su 7) 
. 30 。 


ANS Gor) =A. 

证 GEE WAERME, MAEI 5S(zo,7) 中 是 不 笛 
密 的 , 于 是 存在 nC Qu 7) 以 及 以 p 为 中 心 的 开 球 Sg 70 C 
S (ao, T) f S (yo, v) Ei ARAE, Dl ANE Gor) =. 

JE Bk mE ARE, WLAXERE—SEZIJERR BUR 
Ss, 因此 A ARE RES 

显然 定理 3.1 中 所 涉及 的 开 球 均 可 换 成 闭 球 . 

定义 3.3 设 4 为 距离 空间 蕊 的 子 华 ， 如 果 4 可 以 表示 成 至 
多 可 列 个 稀疏 集 的 并 , 则 称 4 是 第 一 类 型 的 集 , 凡 不 是 第 一 类 型 的 
集 均 称 为 第 二 类 型 的 集 , 

闲 此 ， 距 离 空间 瑟 的 子 集 或 者 是 第 -类 型 的 集 或 者 是 第 二 类 
昏 的 全 ,二 省 必 有 局 其 一 

例 8 1* nikEuclidZzig] R^ 中 的 任 一 有 了 眼 子 集 是 兢 朴 集 ， 
特别 地 , 任 一 单元 素 集 是 稀 洲 集 ,因此 R 中 的 任 一 可 列 集 是 第 一 
3X nds 4g. 

2^ 设 总 为 离散 的 距离 空间 ( 见 82 例 2), 则 及 中 的 任 一 单元 
赴 集 是 第 一 类 型 的 集 . 

事实 .请 设 { 呆 是 一 单元 素 集 ， 首 先 可 以 断言 { 寺 不 是 稀 朴 集 ， 
KERHA) m (ns Fpi (r yeh, FERE 


RS. 因此 包含 在 {?} 中 的 任 一 稀 芒 集 必 为 空 集 ， 如 果 {zj} 是 可 
列 个 稀世 集 的 并 ， 则 { 中 本身 必 为 空 集 。 矛盾， 因此 { 中 为 第 二 类 
型 的 集 ， 

由 例 8 可 以 故 出 ， 第 一 类 型 的 集 刁 第 二 类 型 的 集 都 是 很 对 王 
一 定 的 距离 空间 而 音 的 ， 因 而 也 都 号 事先 给 定 的 空间 有 着 不 可 分 
割 的 联系 。 


TE EA BB BSEC IE] ERE BE, 它 是 实数 域 的 完备 性 的 
一 个 等 价 命题 。 在 完 告 的 距离 空间 中 则 有 闭 球赛 定理 ， 

定理 3.2 设 并 是 完备 揭 距 离 空 间 , K= S en t) 是 三 中 的 
一 列 闭 球 , 满足 

K,O K,5- 2 K,2- GROGDBTER OD. 

如 果 球 的 半径 n. BIER E Ar) 0 (n 00), 则 有 唯一 的 点 re 
于 所 有 的 球 中 . 

证 ERMA Eix ER ORA AA En) E mon, Bt] 
KaC ERa BI tp EK, FE 

O Ces, En) ETa 

i m, noo (m>Rr) h, ACam za) 一 0 AE {n S do UR, A 
X EAA Ir) KAFR- A CX, REER AFA 
Ka EERE — A Kn 当 n>n 时 ,一 期 zw 均 属 于 Ea MK E 
AIEI, PERAR bs 的 报 限 z 也 属于 Kay MAT x. A T R 
IER K s, 

MERRE to PP. ER go 也 属于 所 有 的 球 , 而且 gola, 于 是 

D (ro, fo) — 04770. 
253—218, BUT. tor 均 属于 所 有 的 球 ER 
D Gto, gO) ED (2o, Ea) H Plans Yo) EE Irs. 

但 这 是 不 可 能 的 , 因为 当 aoo 时 ，{7o} 一 0， 因 此 2 是 办 一 属于 
所 有 球 Ka 的 点 ， 证 毕 


定理 3.2 Boc ir p d rr. 
定理 3.3. WREATH (bay 任 一 半径 趋 于 零 的 闭 球 塞 都 
有 非 空 的 交 , 则 室 间 互 是 完备 的 . 


证 WS) 79 X rh B9 2E EUR, UE Eg Ze T- PP (s 03. 
D Gs t.) XA. 
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1 


2k-1 为 半径 的 闭 球 ， 出 LP 其 实 ， 


记 S, 是 以 zs, 为 中 心 以 
E EDan 那么 
p (2, 24,) ED (2, Enpa) d- p Enpa Fan) 
elal i. 
DE "28 ^ Reds 
irete, BEES CS. o ARE. BIER S, 的 半径 构成 的 
序列 趋 于 零 Q4 E oo) . 由 假设 , 存在 互 中 的 点 zo 属于 所 有 的 球 Sw 
现在 证 轩 rle ro RD zoE 吾 .对 下 -=12,3,… 均 成 立 ， 
m 
pg vo) S (rns Enp) FQ ra, o) 


| 1 
xn, 24.) lari? 


Xon E NECPRETCKB HAKIJAT, Hn) >t 证 毕 

下 面 的 定理 讨论 了 完备 距离 空间 的 一 个 重要 特性 , 

定理 3.4(Baire) 完备 的 距离 空间 是 第 二 类 型 的 集 . 

证 假定 结论 不 对 , 则 存在 完备 险 离 空间 六 使 为 第 一 类 型 
的 集 , 于 是 有 

x- [] KE» 
T x1 

其 中 K,(00—1,2,3,-) H9) BERE TR, dE X ERAR 3, 
rg) (r4270),. DLE JR ES, CP Ante E B EEERS Gn, 79) 内 的 
HRS Gor) ERS 下 ,中 的 点 . 设 半 径 7 MERLO rcl. 对 于 
ARS (25, roK, 由 于 友 ; 是 稀 玻 集 , 于 是 存在 一 个 包含 在 (x1, r) 
内 的 闭 球 SCzs r2), CRE Ks 中 的 点 ， 设 半径 rs UR: Orat 
de OLG, 我 们 便 得 到 一 个 闭 球 列 {3 (zs ro 满足 


S; r) DÄ (25, T) eS, ra) ODO, 


其 中 mm dig: 0< mv<< 工 ， 因 此 (290. TE 有 (zw rn) 的 作法 ， 


XP n, Slin ro PERR Ko Ko os 起 ,中 的 点 ， 田 一 方面 ， 
由 定理 3. 2, {PHE X HAA yu, "ER EUR ER S (Gs, ra 中 , 显然 ,名 
^B EE Hx KS, 因此 
yo LU £,-x. 

与 EX AE. AAFKE NRE. unt. 

3.3 距离 空间 的 完备 化 

我 们 已 经 指出 , 实数 下 的 千 备 人 性 在 古典 分 析 中 起 着 重要 作用 ' 
对 于 一 般 的 距离 空间 来 说 ， 它 的 完备 性 同 套 在 很 多 方面 起 着 重 上 
作用 ， 例 如 在 $6 中， 我 们 将 看 到 它 在 证 明 方 程 解 的 存在 性 ， 叭 
一 性 以 及 近似 解 的 收 伍 性 等 方面 起 着 重要 作用 .在 第 八 意 中 ， 我 
们 还 将 看 到 它 在 一 系列 重要 定理 如 开 觅 射 定 幸 ， 洪 鸣 定 理 中 同样 
起 着 重要 作用 ， 但 是 另 一 方面 ， 确 实 存 在 着 许多 不 完备 的 距 亢 空 
间 ， 这 一 点 在 前 面 已 经 指出 ， 因 此 通过 一 定 的 途径 将 非 完 备 的 距 
离 空间 吉 以 完备 化 诚 十 分 必要 了 了 ， 这 一 段 的 日 的 就 趣 详 细 讨 论 这 
一 问题 . 

设 XX, 都 是 距离 空间 ， 如 果 存 在 一 个 由 天 到 X: 上 的 映射 
T, 使 得 对 一 切 x, yEX 有 

P(T, Ty) p, y) (o. oi 分 别 表示 X, X, 上 的 距离 )， 
MRT AH 入 ,上 的 竹中 映射 .如 虹 在 在 一 个 由 及 汉王, E 的 等 
距 映 射 , Ry X 5; X. ege. | 

显然 , TEM — 2E XE FU REA NT, 

从 等 距 的 角度 看， 为 果 问 题 只 游 及 元 素 之 间 的 距离 ， 如 收敛 
性 . 可 分 性 ,完备 性 以 及 8 将 亚 过 论 的 列 紧 性 等 等 ， 那 么 两 个 等 
距 的 距离 空间 可 以 看 成 站 同 一 的 . 


* 34 » 


定理 3.5 ”对 于 每 个 距 高 空间 X， 必 存在 一 个 完 委 的 距离 空 
[8] X», 使 得 三 等 距 于 X. 中 的 一 个 称 密 子 空间 X, RR ETY 
$h, X. 还 是 唯一 确定 的 . 
证 由 于 证 明 较 长 ,我 们 将 它 分 成 五 步 . 
第 一 步 ， 考 察 空间 站 中 所 有 可 能 的 基本 点 列 ， 对 任意 着 个 基 
ZE SU (x) FA (2), hp RE DERE 
limo (yn 2,7) =0, 


BERR {an} 83 (I Us T Ceu) ~ (2) 容易 证 明 这 样 定义 的 等 价 
满足 等 价 关系 的 三 个 人 条件 ， 

O BE {zs} ~ {zn); 

GD 对 称 性 CE (mn) (01) DI Gr {ta}; 

Gi) 传递 性 {enho Gli GL tet), Gn) ~ (22) 
TH. GD, (ii)， 我 们 可 以 将 距离 空间 互 中 的 一 切 基本 点 列 分 
成 等 价 类 ,彼此 等 价 的 基本 点 列 都 属 干 同一 类 , 而 每 一 个 基本 点 列 
必定 属于 且 只 属于 菜 一 确定 的 等 价 类 ， 这 些 等 价 类 用 符号 £ n% 
表示 .将 钴 个 畔 价 类 作为 一 个 元 素 看 待 ， 这 些 元 素 组 成 一 个 新 的 
RA, 这 个 集合 用 XS AER 

— Ib. feXQbEIBRIPT: 

Pln) = lim o ter, Yn) s (7) 


BEEN C£, EA; En, 
TUE E24 IEBH C) SUE nS E EUER TE, 事实 上 上， 由 于 ye，{gn 
都 是 基本 点 列 , 故 
| o rs, Hm) — nz, Fal | 
SS | D (Xo Ym) — D ras Ym) ||P Gra, Ym) — DLs, ga) | 
DD, gu) De, V) 0 — (m,n— 00), 
Bio Ga; 2) 3 2 Ht SC BEALI EFE A, "IEEE ILS BER. 
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其 次 还 需 证 明 ， 邵 困 将 {za} n 分别 换 成 与 它们 等 价 的 基本 
虚 列 ; 则 o CE, T BSEC, ESSE, Vino n). al~ UV), 
则 

|o Gs, 98) — P Cins Ya) | 

&| pGs 9) — 0G uw) | HACER Yr) — o Ya) l 
EZO 0s, 28) TOn Ya) 0 — (n-»00), 
BE, lim p (2,, y.) = limp Gs , Y'n). 

Wk oE m RADIF An aR E, 了 中 的 基本 点 列 的 
AELK, 

再 证 明 o 满足 虐 离 公理 的 三 个 条 件 . 我 们 只 证 明 三 角 不 等 式 ， 
其 佘 的 禄 给 读者 自己 验证 ， 除 了 上 面 的 ish 再任 取 EXE 
设 人 2 为 上 中 的 任 一 基本 点 列 , 则 

p (En) — limp Gs, Yn) lim[ o Gto, 29) +P Cans Ya) 1 


=limp (5, Zad Tlimp (sn, yn) 2pt£,0 +P, 


故 三 角 不 等 式 成 立 ， 周 此 Xo 按照 (7) 定义 的 距离 是 一 个 距离 
空间 . 

第 三 步 。 证 明 在 X. 中 存在 稠密 子 集 Xo, 使 得 下 与 Xo SWR. 

ik EX, 将 形 如 {zyo rs 的 点 列 则 知 党 斑点 列 ， 显 然 尾 何 
一 个 常 驻 点 列 都 是 基本 点 列 ， 恩 区 含 在 某 一 等 价 类 中 ， 记 含有 
常 驻 点 到 的 等 价 类 的 全 体 为 XS. TEX SE Xo 的 对 应 : 对 任 一 YEX， 
Ae XTRDT X. PAAKEHAA rre, 09 980025 £S BTA 
闻 的 党 驻 点 列 必 合 在 不 则 的 等 价 类 中 , 故 上 述 对 庶 是 一 对 一 的 , 再 
由 距离 Pp(é, 力 的 定义 可 以 看 出 卫 与 ;是 等 距 的 . 

MAIEN Xote X, 中 秽 密 、 任 取 ECX, Bir) E hhg- 
个 基本 点 列 , 则 对 于 任 给 的 620, 存在 N, MS n, mN pA, 
D (tay t.) CE A Ente A JERRI Cins Cas za,…} 的 等 价 类 , 则 对 
. 36 » 


ATaGLILN, 
p lEn £) =limp (n, En) S£. (8) 
d Xo 在 X, 中 稠密 。 
第 四 步 ， 证 明 是 完备 的 距离 空间 ， 设 (LO AE X. 中 的 一 
基本 点 列 。 因 为 XUde Xo PRE, KIEA En 存在 mEX 使 
p.n) cL, (9) 


在 7s FREUE RS, Bis. 9n, ej, mi 
P Uns Ym) = P ns Nad) EP as Er) TO lEn Em) 十 PEny Tm) 


< EIE os is) (m, n—90). 


页 区区 的 是 王 中 的 基本 点 列 ， 因 此 它 必 属于 某 个 等 价 
žy EH 


p Es, m EP lEn t8) t o UR, me pO, n) 


JESEUESE C) B3 PE EZ HIT. o Cr, MA, 0,0 0, T JE lEn 
0)—0. 故 X SER, 

至 此 定理 的 第 一 部 分 证 完 ， 我们 称 Xo 为 工 的 尘 竺 化 空间 ， 

第 五 步 ， 证 明 节 的 完备 化 空间 了。 除了 等 距 不 计 外 是 唯一 玛 
定 的 ， 设 了 是 一 的 另 一 个 党 备 化 空间 (好 开 等 距 于 完备 距离 空间 
Ya lS—^4 349 P ERIRD. BIXA Xe 的 子 空 间 电 视 为 的 
子 空间 ， 因 为 在 X PHE, KIMET EX BA x—X, (0 
. p (24, 28) —0, HEEL ra J& X HERAA, TEE Yo 中 的 基本 
REAL, RE Yo 中 必 收 化 于 其 个 点 8 mH e 给 定时 ,9 是 唯一 确 
定 的 县 与 {z} MPRE, dE X. 到 Yo 的 映射 了 :Tz 三 y. 今 下 
EWA HER y Ys, MA x. X BE plen y) 0, PEIUS) XE 
下 中 的 因而 也 是 Xs PR) ERN], e aa) dE Xo pUEECPACT 
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H 


r RETIE, y 是 x 在 人 作用 下 的 彰 ; 即 了 x’ 二 9 T AE 
WIRA. AH 
p Cz, Ta) = ply, y) limo (4, 943 =P Cr, z^) 

"pn, T E^PRAS HmAE-——[ED. dk Xo! Y. 等 距 ， 证 毕 

例 9 1” 1 的 完 省 化 空间 t 所 是 由 所 有 形 如 { S. 
00 小 的 序列 欧 成 的 集 , 区 中 E; 为 实 ( 或 复 ) 数 ,5 为 任意 的 自 
E. SEU 如 的 距离 , i? 是 如 的 了 空间 , 但 不 完备 例如 序列 

Ti 一 (1,0, 0, "j, t, = ib 0,0, M 


1 1 
NEN Fn 二 been 0, e mar 


A5 Ub Bude d, fe 1^ 中 无 极限 . 
显然 dde tpm I? 64. 8x [^ XE D" sd [ER IRI. 
2^ 44 PERDU BAHRA 35. ER Cla, b oi m P 
是 C5a,5J 的 于 空间 ,但 ?不 完备 ， 佛 加 序列 


n )-1, pa (6) - 14 s 


p, (0) 8 dt eet s 
是 P 中 的 茜 本 列 , BE P p ERR. 

Bj Pk CLep] 中 稠密 且 CCa, bjt, Se Cla, bo 是 瑟 的 完备 
化 空间 . 

3* oOLe， 约 按照 Ca， 中 的 距离 4E Le, bhag A 
LIe, b JE SE dg I, le D^ La, b) C a.b 5848 CES IBI CHRERR LEs, 
b REND. 

XEXk — vp, RA TO DE TAR PE, A 3E SE BU S, 
AEBiBBH&Y Ree] MARAE. 

1° 与 $2 的 梢 形 一 样 ， 所 有 这 些 概 念 邦 BITJE DIZBAE SLE 
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距 高 ， 因 此 ， 营 在 一 个 非 空 集合 蔷 二 定义 了 两 个 或 两 个 以 上 的 距 
离 ， 邮 及 按照 其 中 一 个 距离 可 以 荐 完备 的 ， 而 按照 共 余 的 趾 离 是 
不 完备 的 ,对 于 第 一 ,第 二 类 型 的 集 , 也 有 类 似 芍 傅 形 ; 

2” 完备 与 不 完备 的 距离 空间 都 是 存在 的 ; 

3” 任何 一 个 不 完备 的 距离 空间 都 可 以 完备 化 ， 而 县 除了 竺 
距 不 计 外 ， 完 备 化 空间 是 唯一 和 的， 今后 我 们 总 是 将 非 完备 的 距离 
空间 看 成 是 它 药 完备 化 空间 的 子 空 间 ， 

4" 任何 完备 的 距离 空间 必 古 第 二 类 型 的 集 ， 而 非 完备 的 距 
离 空 间 可 以 是 第 一 类 型 的 集 也 可 以 是 第 二 类 型 的 集 . 


$ 4 列 紧 集 及 紧 集 


4.1 列 紧 集 及 紧 集 的 概念 

我 们 已 多 次 强调 ， 实 数 域 的 一 个 重要 特性 是 它 的 完备 性 ， 这 
一 特性 有 几 个 等 价 命题 ， 便 如 53.2 提 到 前 区 间 套 定理 慎 足 其 中 

一 ， 而 且 区 间 套 定理 在 完备 的 距离 空间 中 有 相应 的 推广 一 一 闭 
球 套 定理 .实数 域 完备 性 的 另 一 个 笃 价 命题 是 实数 城中 的 每 一 有 
界 无 限 集 至 少 有 一 个 豪 点 ， 这 就 是 所 请 实数 城中 有 界 无 限 集 的 列 
紧 性 . 

但 是 在 一 般 的 算 离 空间 中 于 使 是 完备 前 距离 空间 中 ， 并 非 每 
一 个 有 界 汇 限 集 都 有 党 点 ， 这 说 明 ， 一 般 的 距离 空间 远 比 实数 域 
复杂 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 在 一 般 的 虐 离 空间 中 引进 列 紧 集 及 紧 集 
的 基本 概念 并 研究 它们 的 一 些 基本 特性 ， 所 讨论 的 集合 可 以 是 有 
限 集 也 可 以 是 无 限 集 , 现在 党 引进 有 界 集 的 概念 

定义 4.1 距离 空间 卫 中 的 子 集 4 称 为 有 界 ， 如 果 4 包含 在 
互 中 的 某 个 半球 或 下 球 内 . 

容易 和 证明， 距离 空间 居中 的 和 任何 收 误 点 列 及 任何 基本 点 列 都 
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是 者 界 的 . 

定义 4.2 设 4 是 距离 空间 互 的 子 集 ， 如 果 4 中 的 每 个 点 列 
maA TIATA pE MERA WARA, WR 和 中 的 
dT ARXBSCS-G UESUCTATBIXE—£, MAAR, ZU 
ZR X: Ep ER ACER iD, URS X JE SER aR H, 

例 1 1* iW X-—R,WIXHEXR. 因为 点 列 {2} (—1,2,3, 
不 含 任何 收敛 子 列 . 

2” £ X-R,G-—(a,b) Krp a, b HARRE ah, MG 
P SEES 

3" S X-R,F—[a,5], HF a,b dh S SERE EL ah, ILE 2h 
XB E, 

Bu? L'U—sz,z AS f EUR 

1 
oere eos, oo 

是 有 界 的 ,但 其 中 任意 两 个 元 来 间 的 距离 部 等 工 V 2 CIS REGE TE 
在 收敛 的 子 列 ,因此 不 是 列 紧 集 . 

由 定义 4.2 可 知 ,任何 有 限 集 都 是 紧 的 . 

4.2 列 紧 集 及 全 有 界 集 

与 列 紧 集 密 声 关联 的 是 全 有 界 集 ， 利 用 全 有 界 集 ， 我 们 可 以 
给 出 距离 空间 中 列 暴 集 的 一 个 判别 淮 则 . 

ELLI ig X iR ul, A, BREXT, e 为 一 给 定 
的 正 数 . 如 果 对 于 有 4 中 的 尾 一 点 x, 都 有 加 中 的 一 点 x' 使 psa) 
«e, MRB EAA e- 

例如 平面 上 些 标 为 整数 的 一 切 点 组 成 的 集合 是 平面 的 一 个 
1- 网 ， 又 如 对 任 给 的 e>>0, 距离 宝 间 的 任 一 笛 窗 子 集 必定 是 它 
的 e- 网 ， 

根据 a- 效 的 定 尺 , 所谓 BB 为 矶 的 -网 ， 实 际 上 是 指 4 的 任 一 
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do 必 含 在 五 的 其 一 点 六 的 邻 成 8(z e) 中， 或 者 说 ， 以 了 3 中 的 
点 为 中 心 ,以 e 为 半径 的 所 有 开 球 的 并 包含 4， 

还 应 该 注意 , 在 定义 中 首 不 要 求 吾 包含 在 4 中 ， 

定义 4.4 设 4 是 阳 离 空 间 筷 的 子 集 . 如 果 对 王 任 给 的 70, 
4 总 存在 有 限 的 *- 网 ， 则 称 4 Act RU. 

RA RRRA T APER: 

1” 全 有 界 集 的 子 集 也 是 会 有 界 的 ; 

显然 成 立 . | 

2* 设 44 为 全 有 界 集 ， 则 对 任 给 欧 620, 我 们 可 以 取 和 4 的 一 
个 有 限 子 集 作为 4 的 -网 , 

事实 上 ， 直 于 4CX 全 有 界 ， 对 于 任 给 的 e>>0, 4 有 有 限 的 
EN {Eis trs too} s JEP Sis tas ttes Sag 者 起 距 离 空 间 工 中 的 点 . 


TRAEN bm 1,2, ns no ANS r EREE, AN AE 
TERA hy d AN Szr 号 ) 一 已， 将 点 zu 除去 好 了 、 任 取 hE 


An S(z,,2)G71,2, n0, WAR, Ba 8) Rr AUR 


为 4 的 一 个 有 限 e0, 

定理 4, 1 全 有 界 集 是 有 界 的 ,可 分 的 . 

证 设 半 是 给 定 的 距 A ZA, ACA 全 有 界 ， 王 是 可 设 B= 
(21,22, 7, Sati ARS A 二 阅 , 因 此 对 任 一 xEA, 有 v BOSE 
Sin) 使 


pr, z,) «1. 
A 


p, Yu) SP Gr, Te) + P (Cres Ea) 
«l4 max De, Tao) — 1-- K, 


其 中 六 一 maxplxsszao)， K ERARECO KARAT. 
EXT] 


e. d] >» 


Inv 
Án 
fp 


其 次 , 设 Bs TAARA XE SE n7 1,2,,. Be B 


AIR. s 


WLBJEWAR. FUR SCA EHE 4x5, (E pGs e) nl, HEBR 


HADH) KAF e MERARI GEL 
2.4 之 后 ), TIBE Avi c A 可 分 ， 证 毕 ， 
设 4 是 距离 空间 的 于 集 ， 称 supp (2, 四 为 4 的 直径 ， 根 据 


这 一 定义 , 收 中 的 开 球 S Q0, ro) PEERS Gre, ro 的 直径 者 不 会 大 
T 20. 

定理 4.2 RES ED XHUTAERARIEM, MABAN 
83. XX ÉSCERHSESGEESÓ], 则 当 4 是 会 有 界 集 时 , ALEE 
的 ， 因 此 在 完备 的 距离 空间 中 , 列 紧 性 与 全 有 界 狂 等 价 . 

证 ”证明 分 两 部 分 . 

(1》 设 4 为 距离 空间 芋 中 的 列 紧 集 ， 即 果 委 不 是 全 有 界 的 ， 
则 总 存在 茶 一 e—0, E f2 A TUBSCR ERIS e- W. PERHE eE, 
必 存 在 2aE4 使 25, 2:) 26s, 1 IU (HAS A Bg TUER. ev. 
同 理 ,存在 x4 A 使 plep ta) Iei 1,2) , d Wn ans E A 
一 个 有 限 eo- 网 . 这 个 步 申 可 以 一 次 进行 所 去， 于 是 我 们 得 到 了 一 
^ E Us) ETE maenlipGa En) Seo en) ib ÉAOUB AE 
子 列 ， 与 么 的 列 紧 性 矛盾 ， 这 个 矛盾 说 虹 冯 为 全 有 界 的 ， 

(2) RE HRADE HAZE ACX Duc WDR. ON AGB 
BARRE) AR a) PRA ARDER EE, WHr 
显然 省 有 收敛 的 子 列 ， 因 上 比 可 设 {2s) FARS C LT 
素 ， 记 这 些 元 素 构成 的 集合 为 BB， 由 定义 44 后 看 的 性 质 1^, Bo 
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是 全 有 办 的 ， 于 是 筷 中 存在 有 限 个 以 瑟 为 半径 的 开 球 使 得 这 些 开 
球 的 并 包含 了 Bv. HEEN 腔 少 有 一 个 开 球 包含 了 B 中 无 限 
多 个 元 素 , 这 些 元 来 构成 的 集合 记 为 Be B i B 的 子 集 且 D. 的 
直径 不 大 于 LO Bi 本 身 也 是 全 有 内 的 ， 将 以 上 的 论证 记 用 于 Bo 
则 存在 B, 的 子 集 Ba 使 D. 中 含有 B 中 无 限 多 个 元 来 且 B. 的 直 
径 不 大 于 二 ， 依 此 类 推 ， 我 们 可 以 找到 一 系列 的 集合 Dy, Bas 
Bo … 满 足 如 下 的 条 件 ; 
B,OB,2- DB, De; 


B, EUR KT 每 个 及 均 含有 Bo ERENER. IE 


意 到 每 个 B 中 的 所有 元 至 都 尾 {za} 中 的 某 些 项 ,对 于 有 一 t， 可 
Mian PHI x. 使 rw CR. XpITR-D2, n" dnx 
VaL Ë m. E Ba HANE nion 使 此 类 推 ， 全 得 到 (5) 8 —4 T 9] 
Gu HE vu, B. 根据 BB 的 性 质 , Gs ERR RSI. IL X S848, B 
da EX peet, FEARR, IEE, 

推论 ”距离 空间 并 中 的 列 紧 和 集 是 有 界 的 , 可 分 的 , 特别 地 ， 紧 
集 是 有 界 的 ,可 分 的 , 

证 由 定理 4.1 及 定理 #2 导出 , 

定理 4.3 设 节 为 完备 的 距离 空间 ， 则 AC X XU SE 876 
分 必要 素 件 是 对 任 给 的 60, ATE SUIS e- 网 . 

证 ”必要 性 是 办 然 的 ， 因 为 当 4 列 紧 时 ，4 自身 恒 是 它 的 一 
^95 e- 圆 ， 反 之 , 设 对 任 给 的 0, ARASH -0 B. DB 
51, A ARAI e- C. C 显 然 是 4 的 一 个 有 限 2e- I], DUE A 
HR. 

4.3 BE 

在 这 -~ 股 中 ， 我 们 讨论 紧 储 的 儿 个 性 质 以 及 紧 集 的 -- 个 判别 
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谁 则 . 

定理 4.4 性 一 距离 空间 中 的 紧 集 本 身 有 是 完备 的 距离 空间 ， 
特别 地 , 紫 空间 是 完 省 的 . 

证 设 殖 是 距离 空间 开 中 的 紧 集 ，{fz 中 是 五 中 的 一 个 基本 点 
5$ HB FASES, Gab pA aT Fb ohy TI ent 
出 不 等 式 

Plea So) EDT Ln) TOC ën To) 
VL n E ES TPILSRSASE, Pns 0,20, PCa, 20) 0, 可知 
{Tn} rok Foi. dh. 
定理 4.5 设 {Ks} 为 距离 空间 下 中 的 一 非 空 紧 集 序列 ,满足 
KIOK DOK, D", 


则 它们 的 交 门下, L3 
外 二 二 


证 在 每 个 K, PERSA eo TERRES}. IE SE 
RA AR Hed PEETA E EK pig Tir 对 每 个 给 


3E Dn, S nLZRnBE zu EK. 由 于 Ent, d EKR rE (| E ns 
区 三 1 


这 说 明 交 f KE EE, 


现在 讨论 紧 集 的 一 个 判别 准则 . 大 家 知道 ， 实 数 域 完备 性 的 
另 一 个 等 价 条 件 是 Borel AMARE, 这 一 定理 对 一 般 距 离 空 
[B] rFr E928 e BT EA E, (0S AE ELS: 8 09 — 7 EEN. 
EX 4.9 dWEXOuiBdr zie, A DUX IS E, {Go E X nC 
些 开 集 组 成 的 族 ， 如 时 
4c (Je. 


则 称 (Go cer A AR — 20S. 如 果 了 是 EHE, HIRR (Gol cer 为 
4 的 - dE E 
» 44» 


定理 4.6 距离 空间 工 的 子 集 4 为 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 在 
4 的 任 一 开 材 差 中 必 可 选 出 一 有 限 子 覆 盖 . 

证 BE RADER, FHC) 是 4 的 一 个 开 履 盖 . 
我 们 先 证 阴 存 在 6070 [E8131 — UUx€ A, 开 球 Sr,eo 必 包含 在 时 
个 G 中 。 设 不 然 ， 则 对 每 个 自然 数 a HTE EA, EERS 
S (zas zs T EREE G。 中 . BFAR, Ni) Hue T A 


中 划一 点 Ta EIL Gs. 又 由 于 (6G. ee, EE Å, 故 存 在 Geo 使 
EEG 于 是 TEXEJÉRR Sm rODEGS(G., TCG.,. HME k 充分 


大 使 slzw i) Ge r). Me Sfer 可 -CC 与 假设 巴 


JB. AERE z>>0 使 得 对 一 切 xS4， 开 球 SG, eo MAE 
EET Go p. BADER, mE 4.2, AAR, ROME SC, 
£o) HH RTRGEUE IR EDU SG, 0, SG 60,7, SG, 20) 使 
{S (23, 80) hja 覆盖 A. TE (G.] os 中 包含 S Qna, e202 的 开 集 中 随便 
取出 一 个 并 记 为 GG —1, 2,5, 0. TX (0: 71,2,-,0 TR 
BA. ARHI, 
充分 性 ， 设 定理 竟 条 件 成 立 ， 并 设 !{zs} 是 包含 在 4 中 的 一 个 
KR Ridh NEA T A EA uS, WüxrhR- CA, dit 
6,70 以 及 自然 数 n, 使 得 当 n>n Bl, nEs, 6D. WAR G, 
ó)D:yCAMH A TEREC uy s nA (S; 0,0] 5 RE 
xk A. 7$— JH, H nlemax {nys nyt, Ayh, ta 不 属于 枉 何 
SC. 0,0, BE ta PEF A (ra CAF. ARMA 
FYE A Hkt ik ARE. EH, 
定理 4.6 又 称 为 有 限 柳 盖 定 理 ， 
3X3 4.8 WU JL Bm X 中 的 一 个 集 族 . ARE ej 
任 一 有 限 子 族 县 有 非 空 的 交 , RUE CP) e 具有 有 限 变性 质 . 
定理 4.7 距离 空间 的 闭 子 集 44 为 紧 集 的 充 分 必要 亲 件 是 
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4 中 的 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 亲子 集 族 {7。}。<: 有 非 空 的 交 . 
证 必要 性 . 设 4 为 紧 集 , (Fhe 为 集 4 的 一 亲子 集 族 ， 具 
有 有 限 交 性 质 , 假定 这 个 族 的 交 是 空 集 . 令 GL X NFL (UL 
AJ SU. Hi 
U 6. - U XNE.) =XN [1 F= X 


eEJ ema LE 


可 知 , {Gc} cer MA 4 是 紧 集 ,由 定理 和 6, 从 {Gejeer 中 可 选 出 
TERR (G, i. 覆盖 4， 于 是 


t i i 

N Foa = [XNG.)=X、 U G, 

4=1 了 一 上 了 一 
CX. A. 


i 1 
31— 3/8, 8 F., 120 4 的 子 集 ; kN FA. FEF 
PESE $21 


QN 04-7 Z. 这 与 Uus 具有 有 限 交 性 质 矛 盾 ， 必 要 性 
成 立 . 

充分 性 ， 设 闲 集 4 的 任 一 具有 有 限 交 性 质 的 闭 子 集 族 具 有 非 
ex fos, 我 们 证 明 从 4 的 任 一 开 材 盖 中 可 取出 一 有 限 子 族 覆 盖 A. 
Wale AANE, AFEA, HARR, iF, 
也是 闲 集 ， 由 


N r= N AeA Le. 8 
bET ec ELT 


可 知 , 4 芍 闭 子 集 族 {P。} o 不 具有 有 限 交 性 质 ， 如 车 不 然 ， 由 假 
设 可 知 , 门 Poe E AIR. 放 {Fo}osj 不 具有 有 限 交 性 质 ， 于 是 存 


[x d xg I MINE 使 得 


[F= ð. 


j=l 


» 4 = 


X] hz 8930 28 I Ga 3s ME 
U GU AFD A f] Fe,=4. 
i=1 i=l i-1 


这 表明 从 {Gojusr rp fg RTL HT TART C. $5. 覆盖 4 A 
{Q} ec; Æ ABS TE— EPOR, IE REFER 4.0, 4 是 紧 的 ， 证 毕 . 

44 紧 集 上 的 连续 函数 

现在 我 们 将 古典 分 析 中 闭 区 则 上 连续 冰 数 的 某 些 性 质 推 广 到 
一 般 的 紧 集 上 . 

定理 4.8 ik X, Y HERS, 4 为 互 中 的 紧 集 ， 五 是 由 4 
£y Y enit RER I8, RU T 85948 TCA) REY cni cde, 

证 Xj 为 了 TCD 中 的 一 个 点 到 Vb A HB BS ERE (7) tE 
得 二 了 (zn) (2 一 1 2,3…)， 由 于 4 是 紧 集 ， 故 1 中 有 收敛 于 
44 中 基 一 点 xo HIT s). MEA TE, Bk 


limg,,— lim Teen) =T (zo 
be ba 


SÉR.T(OOCTOD. TERE. IEE, 
推论 ] 设 定理 4.8 中 的 全 部 亲 件 满 足 ， 则 下 在 4 上 是 一 致 
连续 的 , 即 对 上 芷 给 的 07-0, FERS c 有 关 的 070, 使 得 对 任意 的 
x, yCA, H p(z,9) Ó Bt, o, (Tz, Ty) e, 这 里 o, oi RII XY 
EHEN. 
XE MEHS. 设 卫 不一致 连续 ， 则 存在 e>0 以 及 点 列 
{tats (94 CA fi 
D (2s, Ya) 0, pL TEn, TJ) 2588. (1) 
BAERE, Seo cT Ap dE xs EX GS. H 
D fs, To) EP (9a, Sa) FO Gru, 2 DAE CH PRAE m A REAL rs, 
$9)—0. Bidi TüikfEfE,M boo 时 ， 
p (zs, Tg, ) KPT En, Tas) | pCTg,,, ro) 0. 
+ 472 


但 由 (1) 的 第 二 式 ,对 一 切 , 却 有 
PT En Tga ) Feo 

Fikk TBE, WFB, 

推论 2 SXEGEMUmSEH.ARXOQNEA, T EENEAE 
的 连续 函数 , 则 了 有 界 且 可 达到 其 上 ,下 确 春 . 

证 因为 fC4) 是 民 中 的 聚集 ， 故 为 有 界 闭 集 ， 于 是 了 有 界 
且 其 上 ,下 兢 界 均 属 于 4 ， 就 中 说 了 能 达到 其 上 ,下 确 界 ,证 毕 ， 
在 这 一 节 中 ,我们 引进 了 以 下 三 个 概念 : 列 紧 性 , 紧 性 ,全 有 界 
性 ， 并 研究 了 它们 的 车 二 性质 ， 然 后 又 引进 了 开发 盖 及 有 限 交 性 

1* 与 前 几 节 的 情形 一 样 ， 所 有 这 些 概 念 都 高 不 开 颖 先 定义 
的 距离 ， 因 此 在 一 个 非 空谷 合 及 上 如 轩 定 饼 了 两 个 或 旺 个 以 上 的 
距离 ， 则 对 的 子 集 按照 其 中 一 个 距离 可 能 是 紧 集 ， 而 按 赔 此 侈 的 
距离 下 能 不 再 是 紧 集 ,如 此 等 稳 ; 

2^ 在 一 般 的 距离 空间 中 , 紧 性 强 于 列 紧 性 , 列 紧 性 强 于 全 有 
界 性 .在 完备 的 距离 空间 中 列 紧 性 与 全 有 界 性 等 价 ; 

3 ” JP: RU REAA RARR s 


$5. FERRERA Sz PEEL ER FIA 


dX fh, RIJA BUE SR RSS e) re PERS P 
AAA. BrixsezrBpnEOH eHBW. Mietke app 
合 的 列 紧 性 就 会 出 现 带 有 自身 特点 的 新 情况 ， 我 们 的 日 的 恒 是 研 
px Ee grt. 

例 1 空间 及" (人 中 的 人寿 何 有 界 集 都 是 列 紧 的 

ix A79 R riy WE, HOC 中 的 点 列 {x 中}， 我 们 证 明 
从 (a0 RaR Bsr D. E rU — (PU, EI, o, E25, 
"4g 。 


pu (21073 是 有 界 的 ,由 古典 分 析 中 的 Bolzano-Weierstrass I, © 
存在 收 敏 的 子 序 列 , i5 26 (E17? ) SX B. (02 20 — E12 V3 Pts 
HH. EA Em EARE AFEKTA 1829(82"0 ), 
JoAb mj Eim d 的 子 序 列 . FÆ}, ET REKA. f 
红 炎 稚 ， 我 们 可 以 找 济 出 一 部 分 自然 数组 和 诚 的 序列 ma), M 
(£79), (£879) , ee (E02 HERE 2k, Bic (o0) R rue, TE 
4 是 列 紧 的 ， 园 理 , 在 苞 * 中 ,任何 有 界 集 都 是 列 紧 的 . 

因此 为 了 判别 县 *(C5 中 的 集合 是 否 列 紧 ， 只 喜 判 别 它 是 否 
45. 

$2 SE CCa, bpi & SX ER Se fF 

定理 5.1 KE ACC[a, ARHED E EE E FIAR 
件 成 立 : 

{i) 集合 4 是 有 界 的 ， ETERRAK, 使 河 一 切 2E4 Ale) 
SK UEa, D: 
0, 使 得 对 任意 的 直 V ETe， Hj, REI n" "LAME 

jet) e(t e 

对 一 切 xC A RIE, 

证 VE 设 4 是 列 紧 集 ,由 定理 4.2 的 推论 , AAR, Sk 
G M. 

现在 证 本 4 USE BERESETE. [ER eno, 由 于 4 列 紧 , AEE 
"IRI - P 3) Pos. 因为 z;02( —1, 2,*e, n0 dECa, b] EXE 
fE.EOU REER, MAX eH 01.2, 90 共有 有 限 个 ， 因 
此 对 二 上述 s, 存在 ó—95(e)20, REJE E jed, (U, t"E7a, 
aD, HA 

EnO E, 
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对 于 j==1,2,…,m 同 时 成 立 , 任职 zc4, BP (7n 是 4 的 
E-M PERS za Oe) HE ole, 2) «s PRG 


Iz) —z4 00 | < GCpa, 5D. 


于 是 当 |V" <ò k}, 
aC) —207) Ix) — 2 OD E [e 0) 725, 002 


£e 
TdzQG")—2") xE 4€ 


e 是 任 给 的 ,而 0—0(6) RET e, 故 A 等 度 连续 . 
充分 性 VI ACHSLH M EES. WER EER PERO XL, 
于 任 给 的 e>>0， 存 在 5 一 6(e) 0, 4 PT Ea, b RERA 6U, 
只 要 it 一 矿 | 过 5 就 有 
lact —2(4") 1<-5 (1) 


对 一 切 ze4 成 立 ， 取 自然 数 4 0 o, a DJAR e 等 


份 ,分 点 为 (4 mamie let mb XIEASE S, 1" 间 时 属 二 
荣 个 区 间 [éss £a 1, 就 有 不 等 式 (]) 成 立 . 
fE 2-1 维 Euclid 空间 R" 中 的 点 集 ; 
Â= {Cali elt), 6 (0 ,) EEN, 
由 于 4 有 界 , dE AE RU GUN SEL HDI I, Ag RU 中 列 紧 . 
REER titty BEA ERARE 
{Crale 2; 0), n, m 0M a 


ARA E-D, MEIRA t mss m) AUR A RA e- 


B, HER EA, WA CEC), v0), Ea EA, TERE J 
Qs os E) E 


1/2 


(x ELED EETA 02 P ) <i 


à = 
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因此 对 每 个 训 EIS GO M2 00 | 三 后， 今 任 取 eCa, b], TEE 


ERA i MISERE 
[z(£) — En 0) | S eE) —2662 | E sD — 24 G9 | 


Tdz40—240) [^*^ E. 


帮 pCa, <e, RR ryen x) A A lS e- I, PEEL A S] 
UE UE. 

定理 5. 1 的 充分 性 部 分 称 为 Arzela-Ascoli 定理 . 

例 3 空间 了 ?Ta 8 (之 了 之 十 0) 中 集合 A GNE 

我 们 鞠 作 一 些 准 备 工作 ， 对 于 任意 的 xSL?[a, 如]， 作 相应 的 
EN uS: 

wa (=È "alis (tEpa, b), 570). 
2&1, -3 

cm BUE BEES sH Ea, 5 zB. Ae. RAES 


t CCa, bJEt, z(020. q.t) E ARfELa, b] Litt, i nEL Ca, 
5j. 现在 证 明 


| PO ac [laco ledt. (2) 
i g JE» BATES, 则 
" [a (0) pec (| [z (s) las) at 


«fe ieri) 
-a (| j Le (s) ds y 
[ (| MOD |'àds )at 


. 5f + 


=al, (| læ (ë +8) |*dt Jas 


«l[ fP: ?dt Ms- E TOI E 
SS ol (yis [ts ) Pdt, 


ÉD XL. TEC) B, 38 x OO RI x (0) —94 (020, m OO H r(t) 
— pa Ct), 则 有 l 


f im) QD FP MERO 


或 者 
P Emn POP E, Y) (3) 


X8 o6, - (1s (ola). 
有 了 以 上 的 准备 , 现在 可 以 证 明 
定理 5.2 空间 LLa, bcp 二 co) 中 集合 4 列 紧 的 充分 
必要 素 件 是 下 列 两 素 件 满足 C 
G) 4 是 有 界 的 , RO dE ED K0, EXE EDS, 省 
f eco perake; 


(i) 对 任 给 的 270, FE 06-600) 20, RE O10, US 


Plint) 一 (F a a Pat Y <e 


对 一 切 xEd B. 

证 必要 性 4 的 有 界 性 显然 ， 现在 证 明 条 性 (i 根据 4 
为 列 紫 集 的 假定 ,对 于 任 给 的 c0, 4 有 有 限 的 写 - 网 B. 由 于 对 
HDAS ELC, b], "(DAI SIE ZEE SE o). 使 得 8g 与 x 在 
EUa, b AERE TEREE, E pO TAREN ER tE 
g(a) =p (8 一 0， 后 面 这 个 条 件 在 于 使 得 of 可 连续 地 延 拓 到 
Le, 名 之 外 ,而 在 La, b 2m 9b, 喇 数 值 处 处 等 于 过 于 是 布 妨 假 定 四 
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就 是 由 这 样 的 连续 函数 组 成 ,我们 将 这 些 困 数 记 为 
qi), 9:0), s, eu) 
由 于 每 个 qu) Gi 1,2, n) AEE A IC, ie i 890 时 ， 
COE i OLEE p(t +s)ds 
—Q(.0-00))-$,() — Cos [01D 
关于 Ela, b]-- S Hü or, V R0 Bf, (pO. dE ?La 站 的 
Eaka F us, RU 
PPA n 9:20 — (0). (4) 
BT (p) ts RARE, d COD, RET FERT e 20, Fres ie) 0, 
使 得 当 0<2<<5 时 ， 


pur qu) < (5) 


XP £—1,2, 7,2) 同时 成 立 ， 

任 取 xE4, MEEI EBUS) E oC, 94) « ü 
当 oki t, ARFA 与 (5) ,得 着 

Dp (Tas OLO Crs CPA TOC Pda Ph) FOP a) 
«2o, e) p Cop» v) c eee. 

A Goa ds TE. 

充分 性 ”利用 条 件 们 可 以 证 表 : 对 每 个 因 定 的 名 A 内 的 元 
35 x 所 对 应 的 晴 数 组 成 的 集 台 AL E ESA, JUXX, IME 
意 的 6, t" Cla, b], 有 (不 妨 设 EU) 


[2,7 一 2 «og x (8) ds— [sepas 
- Ef A 


-all.. oa G)ds- [^ Gas 
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«(intente 


«à, 218" — | (p m. 


i 
«n pae, 


Hr T 22 LOST EAS BL RE FS y A, 确实 是 等 度 连续 的 . 
现在 证 明 , 对 子 每 个 固定 的 玉生 在 CLa，5j 中 起 有 界 的 . GE 
实 上 


ESUE SA | 2682 vay ND 


= DE Ma) 172s) 


«(uy (f copa) «(ay K 


因此 集合 A MEE 5. 1 中 的 条 件 O, GDATA E 80, 
集合 A 在 Ce bI AR. BUT CLa, bdp haaat CLa, b ]ipg 
USE AER EUER L'[a, DAE BS We A TE LCa, 的 中 也 
EIR. WRGD, 2$ 120 充分 小 时 ， A, 是 4 的 一 个 e- BJ. 
再 由 本 章 定理 4 3, 4 列 紧 。 IER, 


§6 不 动 点 定理 


大 家 知道 ， 在 微分 方程 、 积 分 方程 以 及 共 他 各 类 方程 的 理论 
中 ， 解 的 存在 性 ， 唯 一 此 以 及 近似 解 的 收 敏 性 等 都 是 殷 重 要 的 课 
题 ， 为 了 证 明 一 个 给 分 方程 ， 租 分 方程 或 其 他 类 型 的 方程 解 的 存 
E RIAR CHIRE HHR ATH 
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观点 ， 我 们 以 大 家 熟悉 的 一 阶 常 微 分 方程 
$= f, y) (1) 


为 例 来 涪 明 ， 求 微分 方程 (1) 满足 初始 条 件 uL m p HRS RIR 
积分 方程 
TORIS | Faaa (2) 


等 价 ， 而 为 了 求解 积分 方程 (2)， 我 们 可 以 根据 Fey) 所 满 是 的 
解析 条 件 适当 地 选 东 一 个 距离 空间 , 并 在 这 个 距离 空间 中 作 有 映射 


Cp w=gt| fü padt, 


TERDEE HREL RH p ECHE Teo-g. Phor 
AIT PADa, ARRATE CD SEXE RRE TR. 
在 本 节 中 ， 我 们 介绍 一 种 比较 简单 但 又 比较 基本 的 不 动 点 定 
理 一 一 压缩 映射 原理 , 
定理 6.1 设 半 是 完备 的 距离 空间 ， 人 是 由 久 到 下 自身 的 
映射 ,并 且 对 于 在意 的 *,g%E 工 , 不 等 式 
| p(Tz, Ty) «0p (2, y) (3) 
成 立 , AP ORREIK pte, ATEX Cb FE 
一 的 不 动 点 , 即 冯 在 唯一 的 2E 革 ,使 Tz 一 4z. 到 可 以 用 选 代 法 求 得 . 
证 在 于 中 任意 取 定 一 点 和 ,并 全 
£= Tag, te= Tr, e, Epy = Taa n 
我 作证 明 (ra X Ri ERE 
P (Ern 23) = p (T tp, Ta) 0p (29, 2) — 0p (ro, Tas) 5 
OG, 24) — p (Tai, Ta) «8p (2, 2,) Ep (as, Ts); 
一 般 地 可 以 证 明 
plias T4.) Ep (a9, Tx) (n—1,2,3, ---). 
9.55 >» 


pz. zo) pra mu) d Ba as Zara) 
HHO Caspi np C" T0777 
+ tO) p Cao Tas) 
SEAP p Gs, Ta) s p Gs, Tis). (4) 
根据 假定 , 001, i 所 ->0， 于 是 {7,} 是 基本 点 列 ， 由 于 于 完 
$ de dE X pkt AE 由 不 等 式 ( 引 ,了 T 了 是 连 续 上 映射 ,在 
Za.17 Tz, p, 4 no cof 
T= TF, 

EE s E T HAR R. 

HEER AAE — PE. nA y, bE 9— T3.) 

p (2,9) 一 p(Tz, T9) «:0p(z,y), 

hF OIl, i oa, p =o, =g 淮 一 性 成 立 ， 证 毕 , 

满足 条 件 ( 引 的 映射 称 为 压缩 映射 . 

注 ”关于 定理 6. 1, 有 三 个 值得 注意 的 方面 : 

I" 由 证 呢 可 以 看 出 , 为 了 获得 不 动 虚 品 可 以 从 工 中 的 任 一 
AGAR IX JG SEE (RS EH, 
087 方程 Ys=z 的 不 动 点 ?在 大 多 数 情况 下 实际 上 不 易 求 
得 ， 因 此 往往 用 x, 作为 其 近似 值 ， 这 样 就 希 变 估计 与 的 误 
差 . 要 做 到 这 一 点 , RHEE o Tarp) HE poo, h (OE 

pn 2$)5—7 Z olm, Tr), (5) 

XX S AE WEE AG 

3". EM 6.1 的 条 件 可 以 适当 放宽 ,有 即 不 必要 求 (3) 式 在 整个 
空间 蕊 中 满足 ;而 只 需 它 在 以 零 次 近似 zo 为 中 心 的 某 个 闭 球 他 (zw 
DAE. ERRi 

p (Go, x) X (1— 8) r, 

^" S56 


其 中 z= Trs 6 是 (9) 中 的 数 ， 
其 实 ,已 知 n= Tas, BEAR m Tou mua Tzu, RAA 
上 归纳 法 可 以 证 明 : BOE BS ABERRI Gra, T) 内. 1558, ziES (s, 0). 
E 21,82, n sa 都 在 奈 访 (X07) 内 ,由 于 
p (ga 2D x Bp (2, 2) x: 0(1—0)r, 
p (5, Ta) 8p (03, 2) CO? (1—0) v, 


EO Da TO SP En Z4 1) - Qai End d n, m) 
x (877! -- 077? Dr) rr, 
AWE, za 在 球 Stzoyr) 内 ， 于 是 所 有 的 zs 都 在 球 S, 7) 内 ,这 
样 ， 定 理 6.1 的 证 明 步 最 对 这 里 的 点 列 {zw} (4 二 0,1，2,…) 都 适 
Hi. TG RAFET, OS, r) AEE tane Ta, 
中 , 令 3 一 ce 并 注 森 到 TTE 六 (wo, 7) 内 连续 , EA 
下 一 了 了 元。 
因此 了 是 了 的 不 动 点 . 互 的 唯一 性 与 定理 6. 1 中 的 证 基 完 全 相同 . 
因此 定理 6.1 的 结论 全 部 成 立 . 
例 1 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 考察 答 分 方程 


d e fs, Yr (6) 


其 中 f(z， 办 在 整个 平面 内 连续 (这 个 条 件 较 强 , 但 我 们 的 月 的 是 
介绍 方法 , 而 不 是 追求 条 件 的 完美 ), 此 外 还 设 fe, XT ywa 
ERARE: 
1f, 2) — 1, EK yg], 
则 通过 点 (zu yo) 微 分 方程 (8) 有 一 条 且 只 有 一 条 积分 曲线 . 
微分 方程 (6) Ju EA RA gs yo 恒 等 价 于 下 面 的 积分 
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y) — gs «D fit,yCi))dt. 


我 们 取 8>0, 使 Kô<1, JH On —5, 29-81 Sz IC Es —8, 
zo 十 6] 于 的 全 部 连续 基数 组 成 的 空间 ， 在 OC[x0 一 6, xq-+ 9] AE 
Ne it T: 


(Ty) =t fO, gadt. 


pry Ty) = max | CfGonco»- 46, s coi] 
*—rg[xd Fo 


< max I inco mco na] 


Iz -z gol d 


SKS max lyi) — y(t) | 2 Kóo(n, y). 


Ej 及 3<1， 由 定理 6. 1， 存 在 唯一 的 连续 函数 加 (zfzE[xo 一 总 
sa tD 使 


masni Fandt. 


HARTEN, ple) ERR BL go GO E 
43 2; RE S) s n, y HM, 但 只 定义 在 [zu 一 6,zo 十 上， 
考虑 初始 条 件 Issa ts Gs: 0) 再 次 利用 定理 6.1， 便 可 将 解 延 
折 到 [zs 一 25,z 十 28] 上 ， 依 此 类 推 ， 于 是 可 将 解 延 拓 到 整个 数 直 
& L. 
例 2 积分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 ” 设 有 线性 积分 方程 

=F) A| Kc, eCs) ds, (7) 
其 中 fEL'Ta, 扫 为 一 给 定 的 函数 ,1 o e, KO, SRELE 
ax.ixb,ax.ssb pugne, E 

(IEC, s) dtds< +00, 

则 方程 (7) 对 绝对 值 充分 小 的 参数 4 有 唯一 的 解 EL a, 57. 
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rS (Pa) A) =f (1) +A (KC )29ds. 
由 
bj rb a ab 
| | K(i, s)z(s)đs]| dtzz 


[rb 
! 
人 


!K(t, 8) sas] iac as et 


a 


rbr5 


=| [f ika, s) l'isdt[ la(s) [ds 
THETA, TIED 天 [ee， 的 到 其 自身 的 映射 ， 取 14| 充 分 
小 使 


E 


TE 


=al ET |K (t, s) asit | < 
于 是 


1 


LK (t£, 5) dts) 


ecrs, T= A [I as eo arcas as) 
LE 


eA 


Cus 

5 E 

ALORS 
- a ([ tas o tans) o6 — oC. D- 

B TAER, RER 6. 1， 方 种 (7) 在 LLa DIARRE 
的 解 

ARN 7 不 满足 (3) 中 的 条 休 ， 于 是 定理 6. 1 不 适用 ,例如 
下 面 将 更 介绍 的 Volterra 积分 方程 就 是 这 样 ， 因 此 有 必要 将 定 
理 6.1 加 以 拓 广 , 以 便 可 以 讨论 更 多 的 方程 解 的 存在 性 ,唯一 性 问 
题 .下 面 介绍 定理 6.1 的 一 种 推广 

IFEX, BDOTu-TQTO, REER, REELT TU, $ 
Pr=P a). FEIEN A ANB n TRAR, 

X202 设 了 是 由 完备 滤 离 空间 X 到 其 自身 的 映射 , 如 果 
. $9 » 


存在 常数 9:0< 8 一 1 以 及 自然 数 m 使 得 
p (Tz, Ty) s 0p(z, y) (z,y& X), (8) 
则 TEXP 存在 唯一 的 不 动 点 . 
证 由 (8), TT" 满足 定理 6. 1 的 条 件 , dk T EMET a 
点 mm、 我 们 证 明 x. BERA T ROME... EX, 
T^ Ta0) = T+! (25) — T CT"02,) = To, 
ik Tz, 是 映射 T" 的 不 动 点 , PERTINEAT E, 可 得 了 xo= to 
dk x. ERS TADIA, E T 另 有 不 动 点 no 则 由 
l Prg 一 TT.-.Txy,— m 
7 
m[ AD, x; 也 是 T" 的 不 动 点 . 再 由 To 的 不 动 点 的 唯一 性 ， 得 n 
To AER. 
作为 定理 6. 2 的 一 个 应 用 ， 我 们 考 赛 Volterra 积分 方程 解 的 
在 在 性 与 唯一 性 . 
例 3 REU DRENE aib aKa ER 
Wi] Volterra 积分 方程 


«Co 2| xc, s)z(s)ds-r- f (i) (9) 


对 任何 JECCa, DIAR Ef 38386 1 存在 唯一 的 解 s e CL, b ]. 
dE fEC[a,b]502C 1 Srl t T: 


(T2) 0) -2[ xa, 22()de- £C, 
则 对 任意 的 c n€CLa, 51,8 


LT) () — C29 CO | TALK C, 2 2e G) — m) ds 
«|AÀ M( —a)ymaxiz, C) —29(2) 


-jA M(t—a)p(n, Ea), 
ERMENE, s) dE aszis;b, asai 上 的 最 大 上 这，P 表示 
*" 6 + 


ra, 的 中 的 哆 离 ， 今 用 归纳 法 证 明 

(PeH — Tr L(A M (£—a)"/n1)p(z,,2,). (10) 
a=, 不等式 (10) BAN., A nr= kth TERR 
3z, Wi 24a — kr MED, 


[T^ 2, (2) —T** 2,0) |= A] If KG, S) T^v, (5) Tess) Js 
SUA | (s—a)*ds | x p (2, 22) 


= {|A Mt x (ta)?! (E+ Dp Qn, 29), 
PERCO H n—kridbmor, TEH —UUB ERA. 
Hi (10), 

pP, Tr) -max| T"ri (G) —772,(0)] 


S (JAM (b—a)*/n1)p(zi, 23). 
对 任何 常数 入 总 可 以 选取 足够 大 的 # 使 
LAJ M" (5 — a)" /n1 «1. 
AE T" 满足 定理 6.2 Hg fh, RHEE Ea, DIPIT 
的 解 . 


$7 拓扑 空间 大 总 


7.1 拓扑 室 间 的 基本 概念 与 性 质 

在 $1 中 , 我们 引进 了 距 启 空间, 其 中 的 收敛 概 念 可 以 概括 古 
典 分 析 中 的 许多 收 仇 概念 (如 一 长 收效 、p 次 平均 收 化 、 测 诬 收 敛 
$, 但 是 还 不 允 概 括 全 部 ， 例 如 函数 列 的 处 处 收 慌 就 是 一 种 ， 这 
党 明 距 离 空间 仍 有 一 定 药 局 限 性 ， 因 此 需要 将 距离 空间 的 概念 加 
以 拓 广 ， 使 之 能 赃 括 更 多 的 客观 事物 。 束 节 的 目的 就 是 对 距离 空 
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拓 盾 空间 作 一 简单 介绍 

大 家 知道 ,距离 空间 X 中 的 开 集 具有 下 齐 性质 ; 

(D) Bp X Aceites 

Gi) 任意 多 个 开 集 的 关切 开 集 ; 

GD 有 限 多 个 开 集 的 交 是 升 集 . 

我 们 将 距离 空 词 中 上 刁 集 的 这 些 性 质 抽 象 出 来 ， 便 可 以 在 任 一 
非 空 集合 上 引进 拓 扩 的 概念 

定义 7.1 设 及 是 一 个 非 宅 的 集合 ,r+ 是 玛 中 某 些 子 焦 组 成 
HER, dp S S LN T m AR AE: 

(0 X 及 空 集 郡 属 于 如 

Gi) r REESE TIERSJEDSURCT. t; 

(i) ?中 任意 有 限 个 集 的 交 仍 属 十 r， 
Mkt 为 下 bA iR MER X 是 以 为 拓扑 的 折 扑 空间 , 简 
Fmi. rP pR X HRE, 

集合 于 上 赋 以 拓 扩 7 而 成 为 拓扑 空间 后 ， 往 往 记 为 (了 X, c). 
在 不 会 引起 混淆 的 情况 下 ， 仍 简 记 为 区 一 个 空间 上 上 的 拓扑 党 
记 为 ra 等 等 。 

Bl 设 革 是 一 个 以 Pp 为 距离 的 距离 空间 令 7 汶 下 中 金 
部 开 集 组 成 的 集 族 ， 则 zt 满足 定义 7,1 中 的 全 部 条 件 ， 改 是 已 
上 的 一 个 拓扑 ， 称 它 是 由 距离 p 诱导 出 来 的 拓 扩 ， 我 们 说 以 o 为 
距离 的 距离 空间 X 是 一 个 拓 扩 空间 ， 总 是 指 WUDA a o DSERHI Ge 
的 拓扑 = 后 所 成 的 拓扑 空间 ， 

H2 XX JÉ—"T EZ, Wro X 的 一 切 子 集 组 成 的 
B M BARRELI I AAt Bs 为 了 上 的 一 个 


nb rene n a ee e e a a Arar a 


i RAHEDACHOLE) LOANS E E IO ET 
拓扑, 这 是 因为 离散 距离 空间 中 的 任 一 子 集 都 明江 集 . 
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例 3 设 王 是 一 非 空 揭 集 , 取 T 只 含 开 及 空 集 ， 则 z 也 满足 
5E X. 7.1 的 全 部 条 件 , 故 z 为 瑟 上 的 一 个 拓扑 ， 称 z 为 亚 几 的 折 

Hi UL X RÁOSIPBAA, = 是 由 下 而 的 集合 

l C, (0), (0,1) 

组 成 的 集 族 , Mr WEEL? 1 BARAT kr HX Eai 
mi A RR r 成 为 一 个 拓 提 空间 , 

例 2, 例 3 说 明 , 在 任何 一 个 非 空 集合 上 都 可 以 定 文 拓扑 ， 而 
且 定 义 拓 砷 的 方式 不 是 唯一 的 ， 这 些 均 与 距离 空间 的 情形 类 似 , 

例 5 设 互 由 0.1.2 三 点 组 成 ，r, 是 由 下 面 的 集合 

Q5, (0), (0, 1), (0,1, 2) 
ZB xm E d, T3 是 由 下 面 的 集合 
人 (0, {0, 1}, (0, 2}, {0, 1, 2} 

组 成 的 集 族 , 则 voro 都 是 互 上 的 折 拉 ， 它 们 旦 关上 两 个 不 同 的 
Fath. 

仿照 距离 空间 ,在 拓 拓 空间 中 , 可 以 定 闵 分 域 ,内 点 ,外 点 ， 接 
触 点 , 聚 点 以 及 闲 集 . 闭 包 等 概念 ， 警 如 内 虚 邻 域 , 接触 点 、 闭 包 ， 
GET IE SE a 

DEBER: EX Am, EX, GCX, 如果 存在 GH 
JE SEG" DRE CG', 则 称 4 是 9 的 内 点 ,而 称 G Fe a 的 一 个 邻 域 . 

Bu: WEACX EE 2 SE 400 U, mm4 非 空 , 则 称 > 

Bl& A 的 全 部 接触 点 组 成 的 集 四 做 4 的 闭 包 , RA A. 

HIE: 如 果 A— A, 则 称 4 AME. 

XCTI GL, 下 列 定 理 成 立 : 

定理 ?7.1 设 天 为 一 拓扑 空间 , ALB 39 X 的 子 集 , 风 

(i) ACA; 


* 53 a 


证 法 与 $2 定理 ERG 3178:3 5.3 

容易 证 明 4 为 闭 集 的 完 分 必要 策 件 是 XA 为 开 集 , 履 由 开 集 
药性 质 { 见 定义 7. 卫 ,立即 可 得 : 

定理 7.2 设 工 为 一 拓扑 空间 , 则 

G) 了 及 空 集 都 是 六 集 ; 

(i) 任意 多 个 闭 集 的 交 仍 为 及 集 ; 

Gi) 有 限 条 个 闭 集 的 并 仍 为 半 集 ， 

在 拓扑 空间 中 ,一 疫 应 当 考 虑 半 序 点 列 , 而 不 能 只 考虑 通常 的 
点 列 ， 

定义 7.2 设 以 是 一 平 序 集 ， 其 中 移 兴 序 为 -<， 称 .x 是 定向 
的 , RIMEDA a, dE, PTE a" Co fi axa", aa". 

定义 7.3 XARA, .是 定向 半 序 集 ， 芒 对 短 个 
El, 有 于 中 的 点 zs 与 之 对 应 ， 则 称 {fzw a€of)iE 莹 中 的 一 个 
FEAN, 

当 - 是 由 全 部 自然 数 按照 四 小 到 大 的 顺序 组 成 的 序 集 时 ， 
{en 17S} 就 是 通常 的 点 列 . 

BX ERAR, ea ul} 是 了 中 的 一 半 序 点 列 , E 
X. WRF z 的 任 一 邻 域 0, 存在 .以 中 的 元 素 au， 使 得 当 om 一 
& ME eu EU, BIDRSETE RA {zo: amd) EET voy 而 称 zo 20 (2: 
af) 的 极限 , 记 为 


limz,— £o 9X (x41 ce, 有 了 时 也 简 记 为 mus. 
定理 7.3 设 互 下 拓扑 空间 , 则 z€À 的 充分 必要 素 件 是 存在 


ABB SE PR RB (xu; ed 使 得 { x taco AF v 
^ 64 = 


证 必要 性 (CA, 2> 的 一 切 邻 域 组 成 的 集 族 用 *(z) 表 
示 , 在 rlo) PE XAR PASE: 对 .VET(z)， 当 VGCV 有 时 ,规定 
USV, Wi (2 按照 “到 ”是 一 个 定向 半 序 集 ， 计 于 每 个 CErkzh， 
BUT UDASJES, n XX EUNA, Wier: Uv (22) E20 A PES 
EAI XHE—UCr (2), 33 UV 时 ,显然 有 cz, €V CU, ficus a. 

充分 性 ” 设 4 中 有 半 序 点 列 fze， oCor)HEPCT x, 则 对 > 的 
任 一 邻 域 U, 存在 o mof. 使 得 当 ao Br EU, M U (1A EE, A 
此 >xE 4， 

7.2 分离 公理 

把 离 空间 的 一 个 重要 性 质 是 收 煞 点 列 玖 极限 是 唯一 的 ， 这 一 
性 质 对 一 般 的 拓 择 空间 未 必 有 成 立 ， 例 如 设 瑟 是 0 与 1 组 成 的 集 ， 
对 天赋 以 平凡 的 拓扑 , 则 XO 中 的 半 序 点 列 {zrw aat) (所 有 ze= 
1) BE SECT D 45 SET O.— IRL T VR Ed A Z3 IR] jc Sc o SEU 
ASRR AME tE, 对 拓扑 空间 应 当 补 充 一 些 条 件 . 

定义 7.4 VE X Awt. 

T-A: 如 果 对 X HERAA xy, 其 中 至 少 有 一 点 (可 能 
JÉ c 也 可 能 是 力 ， 存 在 它 的 一 个 邻 域 不 含 另 一 点 ， 则 称 X GER 
T,-Z3B, MARX 为 和 -型 空间 . 

TAE: 如 果 对 A HERRA x,y， 必 有 2? 的 某 个 邻 域 Us 
不 含 y, 也 必 有 y ad ERU, PRA c, 则 称 X RE T-AM, 而 

Thi: 如果 对 蕊 的 任意 两 点 如 及 必 有 z DIET RU. 
Ey BTR U, E UNU D, Mg X UB T.I, sd 

例 8 设 芯 是 0 与 1 组 成 的 集 ,z 是 由 

£2, (0), (0, 1) 
组 成 的 集 族 ， 则 以 = 为 拓 扩 的 拓 扩 空间 X 满足 To-ZYIE, [UR 
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B T,-AB. 


例 7 X-i gpro devl ME r BARUR X 
最 多 除去 有 限 个 元 后 所 得 的 集 组 成 ， 则 是 对 区 一 个 拓扑 ， 瑟 
以 为 拓 砷 而 成 的 拓 提 空间 满足 T 9, 但 不 满足 To TR 
定理 ?.4 设 六 为 一 哲 扑 空间 ， 则 Y 9T. 型 空间 的 充分 必 
EUER OX 中 的 每 个 点 组 成 的 单元 素 集 部 是 闭 集 ， 
证 必要 性 EX X) THU 4f ene XQ 对 和 中 的 每 个 
tÉ ty EH T NA ERU. 使 eUn 于 是 


ARA X vrbs, die (n) 2596] f. 

充分 性 We X 中 的 每 个 点 组 成 的 意 元 歌集 都 是 闭 集 ， 任 取 
g y€ X, Wl XN(2129 y Bg— Tr 2D3R,. ETA m, ANA £ Ae 
HR, ETA yd X UE TA, 

定理 7.5 b X Xj—iüdM de], Bp X 35 Hausdorff 空间 的 
SE £r SERRE RE OX haus e ice Pe es DURÉE — EU ARE, 

证 SEJE MEX 76 Hausdorff 9x], BOE XocH-EN . 
Aix ELERT x UAT 如 果 Ay, ME ey 的 
4 U., U, 使 U,(QU,— (QD. fA E XXIH ETE on, 使 得 当 onn 有 时， 
z,E€U., ME X Ede on, 使 得当 oa 一 < 时 ，zsET DD Rute 
TTE, ECTE dE xs [E eoe, 02-40, TEMP, Gy, zEU.H. 

a, EU, XX o EAS WERE, nom gp. 
—— ES, RERAN X higie FE 点 列 的 极限 是 唯 
一 的 ,但 X "ik Hausdorff 空间 ， 则 存在 z.y€X, 使 得 z 的 任 一 
PRU Ejy ByfE— SIR V duse dE s. dE dE) 4e PIGH Ed a— 
(U, 下 组 成 的 集 ， 这 里 品 是 z S E— 08, V ik y hyfed. f 


+ 660 * 


AAE FERF: M UCU,QVCViBp Qu VO-AU,V:. RB 
AAIE EFA, HEA 8 二 U,V}, ERA EUN, 则 
(za, EAEAN, MEIER (v, EANA e iie 
SFr ER x B9 SUR U, FIER y EAE, MAU, Via 时 ， 
ZEU, to QE af AF a AAE (mu, ome aF y, SUE 
A E, ik X X; Hausdorff 空间 . 

折 扑 空 问 有 着 吾 富 的 内 容 , 询 如 拓 四 空间 上 的 连续 映射 及 其 
性 质 , 紧 性 , 拓 挤 窑 间 的 距离 化 ， 紧 化 笑 等 ， 由 于 本 节 的 自 的 足 介 
绍 拓 护 空 间 肯 基本 的 知识 , 故 部 从 暗 DP. 


第 六 章 J 题 
$182 
l1. g 民 * EnEn RARE, dg Ro eu SE: 
eG g) = maxt& ls 
Ah r= y ES Ey Qu Decr Tos 证 明 Ro He o, 是 距离 空间 . 
2. BEN; 
a) H X RERS, ACX, WpDAJGEDI SU ED GERE XVA 为 
3F dies 
d BERR R rh p] di oh vp FUA 37 3E 65 65 
Gid EBE RPTE ATAA TE: 
3， 设 互 为 距离 党 间 ,4C BEUIDA DID GB ARRATE, 
4. BARR ERE. (G.pOEJO) 为 下 的 一 个 天 覆盖 ， 贡 从 {QQ,} 
CED 中 能 取出 可 列 个 集 组 成 及 的 一 个 开 履 北 ， 
5. WX ETRRSIM o APATE, ACE X dp m, 4 
fæ) - info, y) (r£ X). 
求证 f(z) 是 世上 的 连续 质数 ， 
6。 设 下 为 距离 空间 ， 玉 1、 了 为 蕊 中 不 相交 的 附 集 证 明 存 在 瑟 上 的 过 
EE BC fa) ,使 得 当 CP. 阿 ， 05; 4 EF BI, fO — 1. 
TO 谈 马 为 距 高 室 间 。， 了 5， 到 为 下 中 不 相交 的 闭 集 ， 证 明 存 在 开业 Gh 
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Go 使 得 GNG = 0,0, 5 F6, FP. 

8. WU ffz) 征 由 距离 空间 并 到 让 离 空间 X, HRE AdEXCPIA 
w, 证 明 f CA) E f OO rift. 

9, M [a b ERdE[a, DERGE F e Be EE HC — VU EROR 
的 集 ， 对 于 x gcC* [a bl & 


p gb S] max] 一 | GEMET Sr, y" —3). 
3-0 gorah 


证 明 : 
w CÓ[a, b ERR p JE 
(D gx EH on ca, rp Bas. 
X0. igC7[a,b [XAR fEDe, b] EXGOUX GI MARRIR, XI ar, geo" 
[a, 01, 
max jet) — y (0 | 
p, p = ad QUU) =g (ty| 


证 明 ， 
(3) C is TRR p 是 距离 空间 ; 
CO) STAWE pfe ole bi pR 
lH. jk X XEM, 吕 是 其 上 的 距离 , 令 


四 
PSP Tip 


WES; 

(a) 产 仙 是 下 上 的 一 个 距离; 

(5 (X, o 5 CX, 陪同 是， 

12, dE f ROGESUERE EE S In] X. EAREN, EUR fax FERE AERA IE 
A FIRZA 

GO HERAA n. (etfi) am nfo 二 9} 均 为 天 集 ; 

(b) 对 任何 实数 e, ixifGIaEisiufGia Sm. 

18. ie BAKIR (e, b) $3 (— 0, co) | Bs, (a, b), (— 00,00) i pape ir f h 
下 式 定 义 


Pla yp) »Ix—y] (Gr, g€Ca, b) Bi t, y€(— ec, 002). 
4. d X.F.ZGJAPBEUMBLO fXEXRSDYcüuB.sgxYASzqm 
Si, Up BH: 
` 64 + 


GO Eag E MEAR D 0 — gf ooo 连续 3 

(0 3f. g E—3—f5, 01 gof 也是 一 对 一 移 ， 反 之 , 若 gef 是 一 对 一 
的 , 则 了 是 一 当 一 的 . 举例 说 明 ， 此 时 9 未必 是 一 对 一 的 . 试 找 出 gef 是 一 对 
一 的 一 个 充分 必要 条 件 ; 

62 Fa. g XH BEIM, M go f 3k LIS] ERA, 

$3. 

i5. WEBB S 1 刁 5 中 ?是 完 种 ,可 分 的 距离 空间 ， 

16， 证 明 § 340 5 RO SRIH] o 是 完备 的 . 

17. E S 3 例 6 的 空间 L^ [a,b] Sz ds fn. 

18. BEH SA 9,2] 89 10 中 的 C Tab], C" ro, DRMA A SER EE ASTE 
备 的 距离 空间 . 

19。 设 对 为 忠 离 空间 ; 4H， 如 果 44 按 照 五 的 虐 离 是 完备 的 有 离 空间 ， 
证 明 旭 是 亲 集 ， 若 下 是 完 种 的 距离 空间 ,4 己 下 是 闭 的 ， 则 4 按照 下 的 距离 
是 完备 的 忠 离 空间 . 

20. WX Ede SIE EE ERN]. {Fa} n2 1,2,3, 2 25 X 9 A 

FoF OOF, De], 

JFR.F.X gi, lima GF.) —0 (UFV RF, HAB, 直径 的 定 交 见 EMI 


后 面 ), 则 关外， 举例 说 明 条 件 limd (Fw) 0 REER, 


n=l 
21. Hj R JE SEE, ER 上 定义 距离 
pi y) — |er —ar|, 

DEZ IgE 是 一 个 距离 空间 但 不 完 省 . 

323， 设 王 是 距离 空间 , 4 忆 BCX FR ES- AHE, WI A 也 是 第 一 
类 型 的 集 ， 车 44 是 第 二 类 型 的 集 , 则 B 也 是 第 二 类 型 的 集 , 

23， 设 下 是 距离 空 问 ,A 性 和 是 闲 于 集 ， 如 果 44 是 第 二 类 型 的 ， 则 A4 包 
e Xp BIB. 

24、 设 是 完备 的 距离 空间 ,GC 是 非 空 开 集 ， 则 全 是 第 二 类 型 的 . 

35， 更 天 是 完 告 揭 上 距离 空间 ,4 瑟瑟 是 可 到 于 集 ， 问 攻 是 性 必 为 第 一 页 
型 的 集 ? 如 果 是 ,请 结 出 于 证 明 , AOT AE, 请 举 出 例子 ， . 

29. dE X, 是 以 P 为 距离 的 距离 空间 。 妃 :二 入, EEFE, OX. 按照 o dS 
FERRES- EA X. MCI RAEE 间 前 真子 空间 ? 举例 说 明之 . 
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g4. £5. 

27. HEBES E E DU E EU SE A EAR PE S TAAR, 

28. PERA ERR iu 

29. ETA RE RHL rE ETE DEESSET RE, 

39. ER DLU] A A EAST T EE SIE. 

81. JEU.) (6—1,2,3, 2 4E FE X pg - 41] fé: 
FDE, De DF, D, 


dures, mS) F 


n=1 
32， 证 明 如 果 FF, EEA dB] O pR E, HITE ta £P, EF, li 
plR Ea = p lEn ys), 
其 中 PS Fn pip Gap). 车 pefo =0, WF NEPA, 


33. EF F 是 让 离 空 间 天 的 子 集 , 共 中 一 个 大 闭 集 妈 “个 是 紧 集 ， 如 
果 oF Fa —0, WF (Pit 2. 

34. qm] eo ph NEA mI RR LA 4E EAE: 

() ARAEKIO, 便 得 对 一 切 2 一 (5. t éa e EA, A 


Xin, 


(D) 对 任 区 的 e0, af E WI0, dé Rc mo hh, aj BP red 有 
ME Pe (一 上 Att En n) 


35. 证 明 空 间 8 中 的 子 集 4 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 河 每 个 (n= 1，2， 

8, ) ,存在 ,>9, 使 得 对 一 切 x (E ES rni EV to EA, A 
[£ lC, Gm1,2,8,-). 

36。 在 数据 上 涨 吉 无 穷 运 点 一 00, -+ oo， 得 到 的 集 记 为 R, E R 中 

me M R'IdGESLO P 
. dX Em uno, 得 到 的 集 记 为 R’, RE Rerig 

mos po È R^ 按照 o, AERE IR. 

38. 任何 可 分 常备 距离 空间 最 多 是 给 个 紧 子 集 的 并 . 

39. RH f, fa(22(n7-1,2,83,-). AES I] 了 上 和 连续， 对 每 个 
* 70 >» 


a€X, 有， BIN foem fua A fao za GO) Un | 
UL ER-UIEX 成 立时 ; {fy OD PT X boc EETGEUT. fU) 
& 6, 
40. We feCEO, 1], RHA E 
z(t) =f Ay ss (EELO 3D) 


的 连续 解 . 
41， 设 于 为 完备 距离 空间 了 到 它 自 身 的 有 映射, 如果 


. puPtrQ Toy) 
ea=inf sup so yj 


x, 
Wil T 5360 — ET) 75, 
42. BIRU NEA xm, TGXGEESUSERM. IHE 
zgC 当时， 有 
pOx, Ty) Lpa ge 
Wi T dr E-- BP zh js. 
43. ipe 0,j—15,3,75,9) 78. - 8B CL IAE, 


n" 
> [es 


HF ESI 
其 由 
3 -íb # i=j 
lp, itj 
那么 线性 方程 组 
AT=b 
d, b, 
3 —- b, 
有 了 唯一 的 解 ,其 中 A= (2,2, 0 panza’ 是 给 定 的 . 
ga b, 


87. 
44. TEER eX BÓEIBPUTEdh Ea. Cn. ACX, WEB A 
Eih c. EXC FRR EBR AE A EH ci XE XC P Bop dur. 
45. RIZE X LEER X BUS T RS RR EU SE. 
证 明 ; X8gf-IEUbg Xd XpNME, Ma SEX Re pfe SMU,U 
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由 必 含 有 这 个 无 限 子 集中 的 点 
46. 设 在 正 空 集 X Lét Bib vu cute TaT T.C E. rs WE T-A 
PR, URR: AREE RSI {ra Rin BATF oe, FaF n Fe, Mi 


go. 
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第 七 章 “” 赋 范 线 性 空间 与 内 积 空间 


$1 赋 范 线性 空间 的 基本 概念 

弱 函 分 析 研 究 的 对 象 之 一 是 数学 和 物理 中 提 玫 出 来 的 人 最 线 
性 或 非 线性 问题 , 为 了 有 效 地 研究 这 些 癌 题 , 仅 有 距离 空间 的 概念 
ERED, HWRE Cath 它 不 仅 基 距离 空间 ， 而 
且 它 关于 连续 函数 通常 的 线性 送 算是 封闭 的 ， 叉 如 R^ EXT» 
维 向 最 通常 的 线性 运算 也 是 二 闭 的 ， 空 间 Z?[a,51 也 有 类 似 的 情 
JE. IE TO[a, b], R^, ?La,5] 以 及 许多 站 他 将 要 学 习 的 空间 
都 具有 这 类 特性 ， 当 着 我 们 为 了 研究 其 些 线性 或 韭 线性 问题 而 除 
了 筑 要 收敛 概念 外 还 需要 用 到 元 烷 的 线性 运算 时 ， 它 们 就 比 一 般 
的 距离 空间 显示 出 更 大 的 优越 性 ， 因 此 ， 引 入 线性 空间 的 概念 并 
在 线性 空间 中 引进 适当 的 下 人 钙 概念 就 成 为 很 必要 的 了 。 这 一 节 的 
Ei fe S Ro A4 ES BERE IR IO ES DA Eo XE MEN, PS HE GIE 
线 竹 空间 的 概念 及 有 关 性 质 ， 最 后 再 介绍 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 
一 些 性 质 . 

L1 线性 空间 的 基本 概念 

线性 空间 的 概念 在 第 五 剖 $ 1 中 已 扼要 地 提 到 过 ， 现 在 络 出 
确切 的 定义 . 

定义 1.1 设 恕 是 一 个 非 空 集合 , 下 是 实 ( 或 复 ) 数 域 ， 如 果 下 
列 条 件 成 立 , 则 称 召 导 一 个 实 ( 或 复 ) 的 线性 空间 ， 

(i) 如 是 一 个 如 法 群 ， 朗 妃 中 任意 两 个 元 类 n. p XB PED D 
一 个 叫做 2 与 # 的 和 的 元 素 , 129 «— y. iR. 

(a) wTiY= Ys 
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(b Gri rz—ci-c (pei 

(c) 吾 申 存在 元 素 颖 使 对 任 一 E8, 0608 cQ ROLE E 

(d) 对 任何 xSB, 存 在 加 法 道 元 示 一 5 8E v4 (—2) —8. 

GD HEt EE 以 及 行 何 数 aE 五 对 应 于 吾 中 一 个 星人 艇 % 与 下 
的 和 的 元 素 , 记 为 gx, 满足 

(a) «(Bz) = (oP; 

(b) 1:x-z; 

(c) (a HAIL ar T fa; 

(d) a(x +y) =ar -F og. 

今后 , TET AS E RAE T, KRE) RHEA f RR 29 E 
Es al, Se Ct ID ic KC p Rt TR OR SD C C RD 

例如 CLa, 5], R^, LL a, bjii RARER. 

为 了 避免 重治 ,我 们 将 在 介绍 了 典范 线性 空间 的 概念 以 户 , 再 
对 以 上 几 个 空间 作 上 比较 详细 的 讨论 ， 

线性 空间 中 的 元 素 又 称 为 向 量 ， 元 素 的 相 加 俯 及 数 与 元 素 的 
相 苹 统称 为 线性 运算 

HEEREN ENAERE TVAE T: 

1? 0-2—0. 事实 上 

g=] -z= {140} =l- +0 z =gt 0r, 
m O-r-8. 

2 (一 Dz: r, ERE 

(—D)zc-r-—(—1-c—1)r—0-z: 6, 

ikC—1)g2—5. 

37 a.8-0. ER 

a —a(z-(—2)) —axr-d(C—o)z = (a—a)u-0-z—8. 

比 1*,8^ SER BER JE 
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4* ax = 和 充分 必要 条 件 是 a0 或 + 一 6. 
充分 性 就 是 1° 及 3"， 现 在 证 明 必 要 性 ， 设 at =9, 但 去 0, M 


pe -( 1 a7 i (aa) —--6—0, 
[s 4 [s 4 [44 


dk o 与 % 中 至 少 有 一 个 是 零 ， 
对 于 线 社 空间 ,以 下 几 个 概念 是 常用 的 ; 
1" 线性 相关 与 线性 无 关 bcn re ce, ts (RD REL PES 
间 吾 中 的 元 素 , 如 果 存 在 不 全 为 堆 的 数 01, Catt Cn 使 
CUT Cata 十-… t Crta Th, 
就 称 zy 2o, nn cs APAR, BORSA Gn o zj 线性 相关 反之 ， 
车 由 


Citi t Cota d. bem —0 

必然 导致 cl = Cg — 6 —0, —0, 则 称 21,02, 7n Ca 线性 无关 ,或 称 集 
fiscum) REX. 

2” ixgkB Akik Rm WESCE, 如果 存在 数 01, cs cn 
使 

FOr Cata He Fonrs (XEEB, k=1,2,°,R), 

如 称 % 是 i Tay tty En 的 线性 组 合 或 称 £ 可 用 Zi, Xa tty En 线性 

客 易 看 出 ,zt sa sx. 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 某 个 
元 素 可 用 其 余 一 1 个 元 类 线性 表示 . 

TE ttotta RETR, MEPER OSIS AR 
是 线性 无 关 的 . OX PER Ei Ti R xs n En rP AE RO S En) 
个 元 素 线性 相关 , 则 rrz yzs 必 线 性 相关 ， 

3^ 设 4 是 百 的 一 个 子 集 ， 如 果 4 中 任意 有 限 个 元 素 都 是 线 
TESCO BS , WEEK A ERTER OG. 

4" TAE dE 加 是 线性 空间 如 的 一 个 子 集 ， 闭 Bo 中 任何 


=. 了 * 


PIA LEE z.8 ffo ry 属于 所 ， 任 何 一 个 数 4 与 元 素 EE, 的 相 
RRF Eo PREN E, 按照 玉 中 的 线性 运算 也 是 一 个 线性 空 
闻 , 我 们 称 Bo 是 吾 的 线性 子 空间 或 简称 为 子 空间 . 

百 与 {0} 都 是 吾 的 子 空 间 。 吾 中 不 同和 至 的 子 空间 称 为 召 的 
真子 空间 , 既 不 同 王 召 也 不 同 于 { 儒 的 子 空间 则 称 为 吾 的 非 平凡 子 
空间 . 


5" 子 集 张 成 的 填空 闻 设 工 是 线性 空间 如 的 一 个 子 集 ， 作 


所 有 可 能 的 线性 组 合 Derre 其 中 数 co 元 素 zwEL(E=1,2，…， 
E-l 
中 以 及 自然 数 呈 都 是 任意 的 ， 容 易 验证 ， 所 有 这 些 线性 组 合 构成 
容易 证 明 下 面 的 事实 : MEM e Loki T 2:59), 则 小 是 包含 上 
的 最 小 子 空间 , 即 若 六 是 包含 二 的 另 一 子 空间 ， 则 入 二 MM， 因此 ， 
形 是 包含 工 的 一 切 子 空间 的 交 ，。 今 证 前 一 结论 , 后 一 结论 显然 


其 实 , 任 取 z,CL (61,2, n), M z,€ N, S esc EN, fH 
k-1 


MEMS or 的 一 基线 性 组 合 组 成 的 集 ， de MCN. 
b= 


6° RESTR EE, E 都 是 线性 空间 ， 如 果 在 在 一 
AAA E $] E, IU AMT i 
有 (十 的 = Th; 
T(ax)—aTzr, 
(这 里 x, JEE, oU WIRE 53 E, 同 构 . 
T 起 楼 和 ” 设 五 是 线性 空间 , Da, La, D. 是 五 的 子 空间 ， 
JURE —36 «CE 可 以 唯一 地 条 成 ， 
=g t Ert Ens 
其 中 rE Lah = l, 2,7,8), WERE JE Lay Do, Ls 的 直接 和 ， id 
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五 二 工作 LZ 的 多 或 F= eL. (1) 
AW, WREE Li Lut La 的 直接 和 |， 在 LQ, 
2,2) p EXER HEIERE 2638 te 则 加; zo， re, ms 是 线性 无 关 的 . 
其 实 , HAM 01,52，…, cn, 使 
Citi + C53, t or 6,8, 70, 
Hng omnik dr "E — PE, "DA e —0---—0,-0, Hm, 
V. REER. 
在 很 多 情况 下 ， 我 们 往往 需要 从 已 知 的 线性 空间 Da, Da. ns 
L, 出 发 作出 它们 的 直接 和 . 考 虚 所 有 的 有 序 组 x 二 (6, my n m) 
HRE A E, XH GELQE—1,2,-—,1). dE E PELEK 
E= Ci Eas y 0.) R VS (a Yao ts Yo BAER Zt c 5e 的 
(OE SUN 
23 3—G, 8i Er T Ya xs ys) 
&x— (Qr, EF, Gr), 
不 难 证明 百 关于 这 样 定 交 的 线性 运算 是 一 个 线性 空间. 令 EQ 
2,:5,2) JE E OE AIO, ---,0,27,,0,--, ORRE A M E, 
EETAS Du 同 构 , 故 可 将 它们 视 为 同一 。 FSR, E 
Æ Eo Ento Ea DERA, FERITE RE E Li Lo co, DS 的 
直接 和 ,并 且 仍 记 成 


E-L(QLDGQQ.-OL. 或 = 2 b. 


12 赋 范 线性 空间 的 站 本 狂 念 及 例 

以 上 我 们 引入 了 线性 空间 以 及 有 关 的 几 个 概念 ， 但 是 为 了 研 
完 从 数学 或 物理 中 提炼 出 来 的 线性 或 非 线性 问题 在 线性 空间 中 

还 需 3| 入 适当 的 收 钱 概念 ,而 且 在 引入 时 应 当 与 线性 运算 结合 在 
一 起 考 韦 ,将 收 钙 概念 与 线性 运算 结合 在 一 起 考虑 可 以 有 多 种 途 
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径 ， 林 节 中 ,我 们 党 介 绍 其 中 一 神 , 即 在 线性 空间 中 引入 范 数 ， 然 
后 在 人 5 中 介绍 另 一 种 | 
TAL? 设 召 昆 实 { 或 复 ) 线 性 空间 , METE EA cox 
z ,都 有 一 实数 与 之 对 应 , 此 实数 记 为 rz| , 满足 ; 
G) 1z 0,1z1= 0 的 充分 必要 条 件 是 x= 全 
(d) Jærj= |a] x], 3k HH ax 是 实 ( 或 复 ) 数 ; 
SIEMELFIESFIESEIP 
由 称 吾 为 实 ( 或 复 ) 赋 张 线 性 空间 , 12| 称 为 元 崎 2 的 范 数 ， 
与 线性 空间 的 情形 类 似 , 这 时 的“ 实 (或 复 )” 等 辕 也 往往 路 去 . 
对 于 赂 范 线性 容 间 万 ,我们 可 以 用 下 面 的 等 式 
pG,p-]e—y]! — Gu rEE) (2) 
4 XE ig y 之 闻 的 距离 ， 容 易 证 明 ， 这 样 定义 的 距离 满足 第 
AGES13 3 1.1 中 距离 公理 的 全 部 条 件 , EE ERRER) 是 
一 个 距离 空间 . 
EBbAtEBGESSE]. ÉbAUtR ME PENEAE,. Tene zs grep nl 2t 
ARWEN, EPRA EEE PEATA ENT. 
p (En, £) = [2,7 1-087900). (3) 
由 (3)， 我 们 自然 而 然 地 称 Gs KEMST m AEISH RE Gn R 
收获 于 z , 记 为 


limz,—z GDR (2 M a(o), 


在 不 会 引起 混 清 的 情况 下 , 简 记 为 


lime, =t, (2,)— 或 En >T. 
Tea 


利用 范 数 的 第 二 ,第 宇 两 个 条 体 可 以 证 明 下 面 几 个 性 质 ; 

1* yle] JEZCEQUESUEEE. ROUX, A {zn} 己 上 8 依 范 数 
Wr T. 2€E, MH len AR, 

其 实 , rh gis E B EA CERTE E BH 
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. el- tyl] Elery] (z yE), 
因此 对 吾 中 的 元 素 uu —1,2,3, R, A 
[Iz E— lei slee], 
故 当 limfe + 一 2 一 0 时 , 12.1 jel, 因此 范 数 1 是 2 AERA 
Ser. mias ded TAS Com DERI E LS ERE OE. 
2^ ji z..44(5—1,2,8,--);: v, 部 是 吾 中 的 元 囊 且 
Ea >E, Ya Ys 
则 Eat Ya >e y 
这 出 不等式 
lta tya (z+ [SE Nea «| - ly — vl 


" 


立即 可 得 ， 
3* RSHA) >A, rln l, 2 3 及 2 都 是 召 中 的 元 素 且 
Gta)», DU 
{otal az. 
iX Hi EA 
(Euta er daa e,— am Ieux— ae] 
= |an jea e] + lael ixl 
EL CLos ARRE, Ens — 80. [84 —«|—0 立即 可 得 . 
PENIZ2^.3^ BJ, REER RTE CRI AS JE VERE, mi 
iii Ht Ua Fs zd e e CE: gig Hus Rib Ade — IE, Hen 
个 连续 性 ， 亦 称 它 为 范 数 与 线性 适 算 的 根 容 性 . 
Bidcdria JL SRL MAB 2 开始 ， 均 假定 所 讨论 的 空间 可 以 
是 实 的 也 可 以 是 复 的 ,以 后 的 合子 中 ,如 不 作 特别 的 声明 ， 均 作 和 如 
是 假定 ， 
PJI néifEuclidze[g] E^ 在 及 "中 定义 元 素 s= (E, £s s En) 
Ejgz On, 725 7a) 的 机 加 以 及 数 & 与 元 素 2$ 的 相 滋 如 下 : 
ry = (Et Riget Ne En t n5 
- FO » 


g= (a£,, És, II P 


则 R^ 是 一 个 线性 空间 ， 再 在 R 中 令 
a V 

ii (Star j , (4) 
LEE : 


则 1.1 满 足 范 数 的 爹 部 条 件 . 因此 R^ 是 一 个 典范 线性 空间 ， 由 范 
数 ( 导出 的 距离 就 是 第 六 章 红 .1 例 1 中 的 距离 ， 因 此 R* 中 
kiika o T EAE p c Bt 

在 C* 中 可 以 像 R" 35x Anm. KRALEN, Xx 
样 C? 也 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,在 C^ rp tici e d og fr T cs 

例 2 连续 函数 空间 Ca, b] 在 OLa,81] 中 定义 元 素 和 与 3 
的 根 加 以 及 数 w 与 * 的 相 科 如 下 ( 即 道 党 函数 的 线性 运算 ): 

Caty) (E) mr) T y(GD;: 
(az) (6) = arl t), 
则 CCa 33 成 为 一 个 线性 空间 ,再 在 CEe,5] 中 令 ; 
[x] -max izCO] (zCC[a, b D, (5) 


则 J1 满 足 苑 数 的 全 部 条 件 ,因此 OTa, 8] 是 一 个 典范 线性 空间 . 由 
范 数 (5) 导出 的 虑 离 就 是 第 六 章 $ 1.1 例 2 中 的 距离 , 因此 CCa, 
b ditio ace Or Sot 
$853 zB L'(a,b]üsp«-reoo) E LLa, bIh, RJLA 
处 处 相等 的 函数 视 为 同一 元 素 ， 线 性 运算 的 定义 与 例 2 相同， 于 
是 I?Ca,5] 成 为 一 个 线性 空间 ， 再 在 La, 5] 中 令 
lal=(f laa)? semre,sD). (6) 


MERER CARH, I 满足 范 数 的 全 部 条 件 ， 因 此 LCa, b] 
十 一 个 赋 范 线性 空间 。， 册 范 数 (6) 导出 的 距离 就 是 第 六 合 § 1.1 
例 3 中 的 距离 ， 因 此 L Ce, b] "pii SEC EUR p CERE dE. 


^ ED + 


例 4 vselP(lx poo) 在 第 六 章 $1 1 例 5 中 已 经 证 Bj, 
Prc {iois ofo tA y= {o utue DREF P, Pus 
3| (£i mis Eo 7, £n Ne HEAT UU. AE XOU X Sy 
的 和 如 下 : . 
a+y= {ét Ti Est Ne s Eat Teteh (7) 


FE rte 再 定义 数 4 与 元 素 4 h i RAT: 
at= {SEn oa, ry O65, 7], (8) 


显然 axEl?。1? 按照 以 上 定义 的 线性 运算 是 一 个 线性 空间 . 
Be 


a- (nier) (9) 


由 Minkowski 不 等 式 可 知 ， 人 1 请 足 范 数 的 条 件 (iii)， 到 于 范 数 
的 条 件 人 及 全 )， 则 显然 请 足 ， 因 此 ?是 一 个 赋 范 线性 空间 . 

同 理 , 对 空间 天 ， 如 果 有 肯 他 ) 及 (8) 两 式 定 义 其 中 的 线性 运算 
WI 2" 成 为 一 个 线性 空间 。 再 令 

Ie] — sup léni (10) 

Rh r= {fn 520}S2"。 则 上 1 满足 范 数 的 全 部 条 件 ， 因 
此 ANGE IE RI 

Bo me inle, bl Æ Le bih, RLUÉRESEAHAEDS BR 
数 视 为 同 -个 元 素 , REG RR E 002 FIR], FPE LoLa, 的 成 
为 一 个 线性 空间 。 再 念 

zl= inf [sup ;z(01] 


mEgm-Ü $ GEA, bISS (11) 
Ecin: 5] 

— vralsupiz(2)] (GEL [e bD, (12) 
i€[asbj 


U - ADR SS SER BEAR IB. DUE La, b] EAR PES BT. 
出 范 数 《12) 导 出 的 距离 就 是 第 六 章 S 1,1 例 4 中 的 距离 , FUE LT 
* &J * 


Fa, P fk 3 CB EU TILFF — $c S, 

例 6 #8 CCa, b] 在 第 六 章 习 题 第 9 题 中 已 经 定义 了 
OC*[a,8j。 它 是 由 在 区 间 Le,8j 上 具有 直到 互 阶 巡 线 导数 的 一 切 函 
ROURA RA. Oa, 6] LEX EE B 3E SC ES PI 2 HR, TEC Ce, 
所 成 为 一 线性 空间 .再 令 


k 
[z]— D>) max |z' (4) (2€C*[a, 5) (13) 
i-t "g«t«b 


则 | -1 满足 范 数 的 全 部 条 件 ， 于 是 C*[a,5] 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 
Ti B. C*[ a, b] rh XE Gs) CEST € Ct pa, bjor F att) 
WEAR E rS ELT USCDU SOORHIEI ES 

RERET RAR CL HS V5 CER LH S (02) ). 成 为 距离 空 
问 时 , 将 会 出 现 两 种 情形 : 一 种 情形 是 它 完 街 ; 另 一 种 情形 是 不 完 
A. RETEA AREZ aR Banach * ji]. 

上 面 介绍 的 空间 R^, C*,C[a, bj DPLa, b] (pr roo), I? 
(xp oo) SEE 5 ds ho, XX FERE PSOE TR EL ES UE UE SCC £2 UB], 因 
比 郑 是 Banach 空间 ， 

MEIEN C" e,b At Banach 空间 . 

Vt (e) Æ C'[ a, 区 中 的 一 个 基本 点 列 , 于 是 对 于 任 给 的 67-0, 
TIE NTO,(E DIE m n>N Me [za 2s] «e, Bl 


5 max Jen (HRP Q2 [ «e. 

2g Tas 
ER ECSET kA JCOSZ IELE), EX, 

la OG) —2$P («6 (m aN) 
XTt€Dab]—£br, BERDA, Gu? 0))1- 80824 
FEDERAR y, CO COSAS. WEB na) By E 
Qxjz«B—1). AETA CO ÉC EU E ESSE BL yi CO 
=y (E) Pèir) f& CLa, b irpo EXC SC yo B C" o, 5192 
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备 , 因而 是 Banach 空 间 . 
应 当 注意 ， 不 完备 的 赋 范 线 迟 空间 确实 存在 ， 例 如 在 第 六 章 
§ 3. 1 例 7 re E ZH, CCa DECIR RA 
p.p m ([ Ico CO Tat Y Gi yECCa 8 


是 不 完备 的 . 

对 于 不 完备 的 贼 范 线性 空间 也 有 完 名 化 问题 。 为 此 先 引 进 等 
ERa i5 RES, 

定义 I.3 RE, E ERREZA, AnAtERS TAA 
HE, EE , EF, A B R: 

G) E, E, EARR ERR, A E SLE fS E Folie 54. 用 
Tóm; 

GD EE, TEE EQ ASI T TERE, MIHE v yeE,US 

[Tx —Ty[:— [z— v]. 

RELLE ELÆNÆRE, E 中 的 范 数 . 

现在 设 如 是 一 个 给 定 的 赋 范 线性 空间 ， 否 作为 距离 空间 有 完 
备 化 的 距离 空间 Eo RENERE E 中 可 以 定义 线性 运算 及 和 范 数 
使 之 成 为 Banach 空间 ， 

任 取 数 a, BR 638. g€ Eo, VICE prd ER (ns) . (r3) 68 

Ea >E, Yp >y 
Xi Jk (aa, + By, HAZEE i B3 3E Ax RM, F R REESE {arat 
By.)-z. 我 们 规定 
z-uar4 y. 
不 难 证 明 * 5i). On) XS FECE, FE F AEN, 
TE 加 中 再 定义 
[2] —Iim12,], 3X Hl t, EF, 2€ £s, limz,—«, 


MEE LERS. MPE 完备 ， 放 为 Banach 空间 ， 所 以 ， 
. $3 « 


对 任 条 赋 范 线性 空间 如, 都 存在 Banach 空间 如， 使 如 是 召 的 完 
d (ESL ER PEZ RI, rf LRE SEE ESL EJ AN EE 9b, Eo 是 唯一 的 ， 

L3 WA 

设 吾 是 一 给 定 的 线性 空间 , L EETA. 利用 子 空间 工 ， 
我 们 可 以 在 吾 上 定 交 等 价 关系 ， 称 2、yER 是 等 价 的 , 若 * 一 8yED， 
记 为 ~y. 由 于 了 是 线性 空间 ， 这 样 定义 的 等 价 确实 识 足 等 价 关 
系 的 三 个 条 作 : 

1* 自 反 性 r~r; 

2? 对 称 性 E roy, U yoe 

3” 传递 性 Æ roy, y~z, M zz. 

由 性 质 1]"、.2 .3"， 可 以 在 吾 中 定义 等 价 类 对 于 召 中 的 仔 章 
BOR e. 9 Hey, 则 将 xz, 归于 同一 等 价 类 ， 锋 价 类 常用 
BSE mE EXER. 容易 证 明 吾 中 任意 一 个 元 素 必 属于 某 一 个 等 
价 类 ,任何 两 个 不 同 的 等 价 类 没有 公 闪 元 素 . 于 是 空间 8 被 划分 为 
ETTIRA HTAR MRE ERE 则 集合 z 十 工 就 是 
5， 这 里 4+ 二 + 荆 表 示 和 集合 (rry yE Bio ds Xu Hr L, 
8 十 工 ,z 十 荆 等 表示 . 

用 如 表示 召 中 等 价 类 的 全 体 ,在 让 中 可 以 定义 线性 运算 ， 设 
.97EB, 任 取 zEz,yE7, 我们 规定 点 与 攻 的 和 上 十 作 是 下 面 的 欧 价 
X: 

z-cyTL, 
即 £-c-2-—zcptL. FER «(ULIS E DER aL 是 下 面 的 
EDET 

ge T- E, 
BI aé = xr. E. 

TEHE E+ rct, yCn XEEGDA, "hoe ag 与 
xE 上 的 选择 充 基 、 我 们 仅 以 和 二 十 73 为 例证 明 这 种 元 共性 ， 
* 84 ^ 


除了 zE£, g€n 外 ,再 任 取 YEe, Enm， 需 要 证 明 的 是 z ty HL 
与 ?十 # 十 五 是 同一 个 等 价 业 . 由 于 x' Roo RUNE £o gr RT 
nik z—2€L,y —M—L. B 
z +y HL-zct(r—xr)ryl(Oy —D-cL 

=g tyt (r e) t a —wc4Les-9L, 
REH ”十 六 十 五 5 rtytl 是 同一 个 等 价 业 , Etn 是 一 意 确 
2E HU, 而 与 zEE 及 yc ARAR. AA nl 4536 EDEN, M 
与 zEE 的 选择 无 关 ， 

在 译 中 定义 了 线性 运算 后 ,可 以 证 明 入 按照 这 样 的 线性 运算 
是 一 个 线 竹 空 间 ， 称 它 为 吾 关于 了 的 商 空间 ， 除 了 记号 好, E% 
CT hÉBgE WEM dd E/L. 

A 对 于 大 家 已 经 很 熟悉 的 空间 Le b]( peo), zd 
常常 规定 其 中 任意 两 个 对 等 的 冰 数 为 同一 元 梁 、 严 格 说 米 , L?La， 
站 是 一 个 商 空间 ， 事 实 上 , 令 

L= {g:9=0 Ela, b] EJL FEREARE} 
那么 L^[a, 的 中 的 元 素 实 际 上 是 形 如 了 + 之 的 等 价 娄 ， 共 中 了 汪 足 
| | f [Pdt «eo. 


因此 I?La，5] 实 际 上 是 La，5] 上 爹 部 p 短 可 积 抑 数 构成 的 线性 空 
HATI 的 商 空 间 , 

现 设 吾 是 赋 范 线性 空间 , 二 是 如 的 子 空间 . LESRE HNSI 
然 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 如 果 工 按照 由 这 个 范 数 导 由 的 距离 在 
五 中 是 六 的 , 则 称 荆 是 如 的 闵 子 空间 . 

«(LE QS Ts Ml, dero n] E/L 中 可 以 引进 范 数 ， 率 
3b, XHE— £CE/L 4 


fle] -- inf lef. (14) 


可 以 证 明 , r8 (14). EXA IARE RER PUE E/L 4E 
` * g5 + 


ROD 定 文 的 范 数 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 还 可 以 证 明 当 加 是 
Banach 空间 县 天 是 吾 的 亲子 空间 时 ， 吾 / 工 也 是 Banach 空间 (第 
EEH 9 mp. 

1.4 赋 范 线性 空间 的 直接 和 

没 Dn Da te La AER TEE], E E Li, Da, tts DIIS AK 
接 和 , Bp 

E -LELE e Ln 
dE E qx yt. 
[2] = leifi s nn Toss (15) 

这 里 r= (rpt e, e) €E, zx, EL,(E— 31,2, n) ARER, 由 
a5): X89 [- i v Sas ARA E. BE E TRRBRCID) AE LBS 
数 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 

在 吾 中 还 可 以 定义 其 他 的 范 数 ， 例 如 , 可 以 令 


je] max (laid; heel, [r15 (19) 
172 


tese Baa) a7) 


g PREA a d-le 3920 E. Ef NC BEE RE 
也 是 赋 范 线性 空间 ， 如 果 Lo Lus, La BBE Banacha j, ME 
按照 (15)、(16) 或 者 (17) 定 义 的 范 数 也 是 Banach 2 id], 

在 这 一 节 中 , 我 们 引进 了 线性 空间 , 赋 范 线性 空间 .Banach 空 
间 , 调 空 问 以 及 线性 空间 的 间接 和 等 概念 ,项 单 读者 注意 : 

1* 线性 空间 中 的 线性 运算 是 代数 概念 ， 在 线性 空间 中 既 无 
距离 可 言 也 无 范 数 可 言 , 因而 没有 收 笋 概念 ,也 无 开 集 , LR, 稠密 
性 、 可 分 性 等 概念 ; 

2? 在 茶 些 线性 空间 中 可 以 引进 范 数 使 之 成 为 赋 范 线性 空 
li, 这 在 本 节 中 已 经 讨论 过 ， 我 们 还 可 以 引进 卫 离 , 于 是 得 到 线性 
ERZE ATARE, 本 书 不 准备 涉及 ， 但 是 希望 读者 特 


| 


别 注 意 , 当 我 们 在 线性 空间 中 引进 虐 离 时 , 应 当 诸 求 线性 运算 关于 
所 引进 的 距离 是 连续 的 。 称 为 线性 运算 与 距离 的 相 容 性 ， 更 一 般 
”地 ,在 某 些 线性 空间 中 还 可 以 引进 拓扑 ， 从 而 得 到 线性 拓扑 空间 ， 
同样 地 ,在 引进 拓扑 时 , 必 才 保证 线性 运算 甘于 拓 提 前 连续 性 ， 这 
称 为 线性 运算 与 拓扑 的 相 容 性 ， 在 本 章 55 中 将 对 线性 拓扑 空间 
作 一 简单 介绍 ; | 

O MUS IEZEIBESEDUESE d I UDLEOR SE Ae D. AAH 
赋 范 线性 空间 叫做 Banach 空间 ， 不 完备 的 赋 范 线性 空间 可 以 完 
备 化 而 成 为 Banach 空间 ; 

4^ 商 空间 与 直接 和 都 是 代数 概念 ， 但 是 当 考 我 们 考虑 赋 范 
线性 空间 或 Banach 空间 的 商 空间 与 至 拉 和 时 ,可 以 对 商 空间 (这 
时 子 空间 工 需 假定 为 六 的 〉 与 直接 和 慨 以 范 数 使 它们 成 为 挝 范 线 
性 空间 或 Banach 空间 . 


$2 ”具有 基 的 Banach 空 间 


2.1 RB Banach 空间 

这 一 节 讨论 一 类 特殊 的 Banach 空间 一 -具有 其 的 Banach 
空间 及 共和 煌 和 例 一 一 有 限 维 赋 范 线性 空间 .我 们 先 定义 线性 空间 维 

定义 2.1 若 在 线性 空间 如 中 存在 n(251) een, 
e,, 使 得 任意 的 zxE 召 可 以 唯一 地 到 成 


b 
= P erens (1) 
k-1 


MIER {e ez tH, Es) AE 的 一 个 基 ， PRCI, C», ttt, Cg AU X Te, 


m re rrt 
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0, 1 2,…) 统 称 为 有 限 维 线 性 空间 , 非 有 限 维 的 线性 空间 称 为 无 限 
维 线性 空间 . 

在 线性 代数 中 已 经 证 明 ， 有 限 维 线性 空间 的 维 数 不 随 基 的 变 
化 而 变化 . 

Euclid 空间 R^ 是 一 个 % 稚 线性 空间 , 洪 e — (1,0, 0, 
En= (0,1, 0, 1), Alen e,) 26 R" 的 一 个 基 . CCa, 8J 是 一 个 无 
限 维 线性 空间 , 这 是 因为 对 性 何 自然 #， OLa,5j 中 都 有 rn 个 线性 无 
KAREE. 例如 全 人 (0, 1 3 5; Z€[ ab DR E CLa, 的 中 一 
全 线性 无 次 的 玉 散 系 ， 如 果 COLa,b 是 有 有限 维 的 ， 维 数 为 ， 那 么 
人 中 任何 #8 十 1 个 元 素 部 是 线性 相关 的 ， 这 不 可 能 ， 帮 Cia 5] 
是 无 限 维 的 ， 

定义 2 2.2 没 “ 是 一 个 无 限 委 fig Be Banach na E Ep BAI 


nune tenerum Par ne en n Fe rar 


- æ 可 叭 - wi 
v= Ses 


其 中 如 为 数 ， 仅 与 w 有关， 而 右 请 的 级 数 依 E 中 的 范 数 收 Sx. 
{en)a AR RRA (eu. 
例 1 EE-I'(üxpco0. 4 
e= (1, 5,0, 0, 3, 
es== 10, 1,0, 0, te}, 


CE 


Wife.) Æ i? 的 一 个 其 ， 其 实 ， u r= in £s, ttg Ém 
= BF * 


20 


UP, 则 


I-216ed = H8,0, gt O, -7 0, nsr tehi 
— 


- ip 
-( > an —»0. 
íi-nl 


= lim 2 £e, s je 
其 次 ,如果 np nk 
i Se, 


其 中 右 端 的 级 数控 P pini. TE A TAi B ERE, 
由 不 等 式 


» Be-2u IA <È £e, alt I- 236 ^ei 


可 知 , 34 ao Bb, | DO Eer Sene 0, Hll 
£t im} 


a Ip 
(È léi r) 一 一 0. 
1 


aee) 是 非 负 上 升 数列 , 故 ELO 85 XE G —1,2, 
L, REM. 因此 {es} 确 为 ?2 的 一 个 基 . 
容易 看 出 , WREE HAE, LE AARAU. RES. lie. 是 
E 的 一 个 其 ， MIS En nee Hc 35 M JA H3 Rr A EE thA 
密 , 这 里 # 是 任意 的 自然 数 ，r7i(i —1,2,--,:) 为 任意 的 有 理 数 . 
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4 显然 是 可 列 集 ， 改 召 可 分 ， 但 是 任 一 可 分 Banach 空间 是 否 存 
在 基 则 是 一 个 长 期 没有 解雇 的 问题 . 直到 1973 年 ， 才 有 数学 家 
构造 了 一 全 不具 有 基 的 可 分 Banach 空间 的 例子 ， 

2.2 有 限 维 赋 范 线性 空间 

JES ERE TE 2x PEZ Bl f PTS] P d E RS. 

定义 2.3 WE, EADEM GERBER. AR TRUE. Fg fo d 
件 , 就 称 ELE: 拓扑 同 构 : 

G) E, E, 作为 线性 空间 是 同 构 的 ， 从 吾 到 E 的 同 构 上 映射 用 
T AR 

Gi) T R T^ 都 是 连续 映射 ， 

显然 , 等 距 同 构 是 拓扑 同 构 的 特殊 情形 , 而 拓 盾 同 构 则 是 加 有 凸 
的 特殊 情形 . 

现在 开始 讨论 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 性 质 . 

定理 2.1 设 五 是 一 个 站 维 赋 范 线性 室 间 ，fe:. Caen} 
是 巨 的 一 个 基 , 则 存在 正 数 用 及 MM'， 使 得 对 一 苞 


"LPS 


下 刻 不 等 式 成 立 : 
L i 
umre(rtoi) xz M' [s]. (2) 
证 对 任 一 xs 加 有 
i-is EXE 
«(Xie (Ziar) 
= al zer, (3) 
wem 
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a MW 
Tp iar] . 


再 任 取 y= > necE, BASSO 
k=l 


Un i 
=ni È bcr]. (4) 
4-1 
于 是 更 有 
^ i 
| 上 | 一季 (Xii cu] (5) 
ki 


将 (&1, hy EUER R^ (HEERA E CUORE 是 复 
空间 时 ) 中 的 点 . PERCORRER £s ns VER X C 
的 函数 是 连续 的 , 记 

fo £n ve) = fef 


. ! , 
Jt d R^ k C^ 中 的 单位 球面 总 (uar) 二 工 上 性 处 这 个 


函数 的 性 质 ， 由 于 {eb eu … en} 线性 无 关 并 注意 到 8 作为 及 "或 
”中 的 有 界 亲 集 是 紧 的 旦 处 含 零 元 素 , 故 函数 F E £s ns ETE 
如 中 的 任 一 点 处 的 值 都 大 于 零 ， 从 而 在 8 LIEB) RAT m, 
于 是 

了 
任 取 z€E, lx 1750, E 


id i 
2 P: 
Bije =m, i 
i / z 2 r tg "n i At 
(Ss) Je >m eL J’ (6) 


. 9] 5 


在 (3) 中 令 M=, EOE 大 = 二， 便 得 到 不 等 式 (2). 证 毕 ， 


m' 
推论 1 ft—n RENE DES EE w R^ 或 C" 拓扑 同 43. 
证 竺 取 召 中 的 一 个 基 ie er 6s 


gu Dlie EE, 
k=l 


3 (5, Es EV 看 成 民 " 或 C" 中 的 点 ， 作 加 到 R? sz C^ pomit 
T. Tz 二 (6&1 Ente, En) ER TEE ES R” C^ Lp gs 
At. TETO EE. WARA (2) 不 难看 出 , X tE fie, yEF, 
有 
M|x—y[« Iz —Ty | x M' | x —y]. (T) 
A Vt(ta) CE ICBCT EE, B C) 中 第 二 个 不 等 式 , 得 到 
[Ten Tel EM zm — zof, 

Bk (Tim RF Tro BTE, 由 (7) 中 第 一 个 不 等 式 可 证 了 也 
连续 ， 改 召 与 RRC ihat. 

推论 2 和 伍 一 % 维 里 范 线性 空间 必 为 Banach z» 间 ， 任 一周 
范 线 性 空间 吾 的 有 限 维 子 室 间 也 必 为 Banach $H., Wim EB 
闭 耶 空间 . 

证 第 一 个 结论 由 推论 1 导出 ,第 二 个 结论 由 第 一 个 结论 
导出 . 

下 面 介绍 在 赋 范 线性 空间 理论 中 很 有 用 的 一 条 引 理 ， 通 常 称 
3j Riesz 引 理 , 

5|BR il E RMR AE AF, 那么 对 于 任 给 
的 670, 存在 X05EB ，jzo 二 1 ， 使 不 等 式 jz 一 吉 袜 1 一 对 一 切 
ER, pr. 

证 B E, EE DRTE AFE nci « 


d= inf fr 一 4[ 
LI P 
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BjE.EBUETGE, dkd0. € eji: 0 ei, TE 
$ LZ WTE ti EE (£a; —2 [<i - 再 令 nA 
Wiz —1. HE EE, RNA 


[eol = fje- -ppt et er 


BrTIzi—2 [stri EE e] ezi edee, FÈ 


证 毕 . 

如 有 果 赋 范 线性 空间 召 中 的 任 -- 有 界 闭 集 是 紧 的 ， 则 称 召 是 局 
部 紧 的 . 

定理 2.2 Rö 线性 空间 如是 有 限 维 的 充分 必要 条 件 是 巴 为 
局 部 紧 的 . 

证 必要 性 . 设 吾 是 有 限 维 的 且 设 维 数 是 %w， 巾 定理 2,1 推 
IE, E 5j R" s C" 拓扑 辣 构 ,利用 不 等 起 (7) 可 以 证 明 , E "pito 
FARRER" 或 C" 中 的 有 界 闭 集 , 反之 亦 然 ， 而 民 " 或 C* 中 的 性 
一 有 上 漠 闭 集 是 紧 的 ( 见 第 六 章 35 例 1 及 该 章 习 题 第 27 题 ), 再 由 第 六 
章 定理 4.8 可 知 , 召 中 的 任 一 有 界 闵 集 是 紧 的 . 故 吾 是 局 部 紧 的 ， 

充分 性 ， 用 反 证 法 . 设 召 是 无 限 难 的, 但 它 的 任 一 有 界 闲 子 集 
基 紧 的 . 令 号 是 召 的 单位 球面 : S—(2:]1z]—1). MS EE pE 
R. ER miE8, 记 吾 为 zx: 张 成 的 子 空 间 , WEE. EE USTR ECT) 
空间 ， 由 定理 2. 1 推论 2, 是 闭 的 ,表册 Riesz 引 理 , 存在 zsES 使 


lz,—2 [2778 —8] CE, 成 立 ,特别 地 ， 有 jz 一 zi 并 .记忆 为 
zi t BOR T Zr, IUE 也 是 吾 的 有 限 维 真子 训 间 , 因此 也 是 闭 
的 。 仍 由 Riesz 引 理 , 存在 zaSS, 使 zs 一 si 于 对 — UL 2E 成 
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立 , 特 别 地 ， HPna >a = 1,2). WEAR, HTE EA 


ERS, PI ELELELS "PS m RIIT titat 8s 使 得 对 任何 
k21, i21, 当下 到; Bi, Eze nl zl. i 5R (iu) PEERAA T- 
3]j,ix 5 SB RE TEORTE, die E BARER. 

在 这 一 节 中 ,我 们 对 具有 基 的 Banach 空间 作 了 简单 介绍 , 然 
后 对 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 作 了 较 详 细 的 讨论 ,希望 读者 注意 : 

1” 本 节 员 对 一 类 很 特殊 的 赋 贡 线性 空间 一 一 有 限 维 的 赋 范 
线性 空间 定义 了 维 数 ， 这 是 一 个 代数 概念 ， 至 了 守 非 有 限 维 的 轩 范 
线性 空间 ， 我 们 将 它们 纳入 同一 类 并 将 它们 统一 地 称 为 无 限 维 咸 
苍 线 性 空间 ， 实 际 上 , 对 于 无 限 维 的 赋 范 线性 空间 也 可 定 立 维 数 ， 
但 这 已 超出 本 书 范围 , 故 不 详细 讨论 ; 

2” Riesz 引 理 是 赋 范 线性 空间 (包括 Banach 空间 ) 中 一 条 
很 重要 的 引 理 ,不 少 地 方 都 需 运 用 它 , 希望 读者 充分 予以 注意 . 


8 3 内 积 空间 的 基本 概念 与 性 质 


哩 在 还 国 分 析 成 为 一 门 独立 的 学 得 前, Hilbert 在 研究 积分 方 
程 的 求解 与 特征 位 理论 上 时， 就 已 经 利用 了 RE i f 


£x 十 co 
此 一 上 


的 序列 (5i £s £a 他 的 县 体 获 法 是 利用 一 个 标准 直 交 系 
ftzv 人 如 让 作 且 积分 方程 中 未 竺 函数 的 售 立 时 级 数 , 于 是 将 第 二 类 线 
性 积分 方程 化 成 一 个 与 之 等 价 的 无 穷 代数 刘 程 组 ， 因 此 当时 在 事 
实 上 已 经 引用 六 我 们 现在 所 就 知 的 空间 D. cR T f RB ER ZH 
间 的 出 现 以 及 -系列 与 之 相 美 的 猎人 礼 诸如 完备 性 , 列 紧 性 ,可 分 性 
的 引入 ， 人 人 们 开始 结合 这 些 概念 来 讨论 空间 开 ， 接 着 发 现 了 函数 
空间 五 AAG U 相同 的 几何 性 质 , 后 来 又 证 明了 L^ 与 U GER) 
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89. Fik Hilbert 空间 理论 的 要 点 已 大 体 完 成 ， 因 此 问题 在 于 如 
何 定义 抽象 的 Hilbert Zx[H]. ERE f Euclid 空间 中 有 两 
个 基本 玖 念 一 一 长 度 与 和 角度， 典范 线性 空间 中 元 素 的 范 数 癸 是 长 
度 概 合 的 推广 ， 但 人 角度 处 念 在 赋 范 线性 空间 中 没有 相应 的 反映 , 
在 二 维 及 三 维 Euclid Ah, HAEA x.y—lxlly] cot z 
了 内 积 与 第 度 间 的 关系 ,这 里 8 是 二 付 或 三 维 向 量 xy 的 E fh, 
因此 为 了 将 角 放 以 及 与 角 庶 有 紧密 联系 的 一 些 蛋 要 委 念 诸如 直 交 
性 、 直 交 投 影 、 直 交 分 解答 等 推广 到 更 加 广泛 的 情形 中 ， 比 较 合 
. 适 章 办 法 是 党 将 内 积 的 松 念 推广 到 更 加 广泛 的 笛 形 ， 然 后 各 用 内 
积 反 过 烷 定 义 直 交 等 锯 念 ， 在 泛 函 分 析 中 ， 和 大 们 就 是 循 着 这 样 的 
思想 乏 杰 深入 的 .至 于 一 般 的 前 度 概 念 ,由 于 很 少 用 到 ,而 本 书 则 
完全 没有 小 及 ， 故 不 详细 讨论 . 
3.1 内 积 空 间 的 定义 及 例 
3EX.3.1 设 了 1 为 实 ( 或 复 ) 数 三 上 的 线性 空间 , 车 U1 内 任 
意 一 对 元 于 x,# 恒 对 应 于 下 中 一 个 数 ， 记 为 (x, 轨 满足 ; 
Ci) (az,gy) =al, y); 
Gi) (xr y,z)—(G,z)-- (Q, 22, 3X B. zcu; 
GH) (Gr, g) zz OÁr, 2), 当下 为 实数 域 ; 
(1,4) — Gr 22, 24 K DaRi 
(v) (2,2) Z0, H. (e, 2) 一 0 BG3E DHECEA iE rp. 


为 无 素 > 与 ?的 内 积 ， 

HAREE, RIEA FAN: 

1* MK JESCBOERUEM, (aux 十 az Y) = ACE, y) 3 Elta 
y), Gen Tog) =a ry tl, y, BaF gy ERE 
线性 的 ， 

HE RAAR, G4) CF m 是 组 性 的 , 甘于 第 二 个 变 元 , M 
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A G,2 Toy) —0: (2, y) 十 B(x， yo. BIR, DT y 
PERTE o scd Hem MER, 

27 当 z,g 中 有 一 个 等 于 等 时 , (x, 扩 二 0. 

Din, 设 y =0, I(r, y) = (r, 04) =0 (x, y} =0. 

3* HEH EU, &lz| =v er MUR I] 是 一 个 实 ( 或 
复 ) 的 赋 范 线性 空间 . 

RAWEA .1 满足 范 数 的 侈 部 条 件 ， 作 为 例子 , 我 们 证 明 

zt yi lr[ tiz] x, ye). 
Hie, ZIEH Fmt Schwarz PER: 


DANAA mta An Im P ene 


ICH nD lzllyl x, gEN). (1) 
为 明 克 起 见 , 设 1 是 复 内 积 空 间 ， 正 复数 4, 则 
æ+ Ay, T+ Ag) 220 
即 Cr ej-i, HAG, 2) H | A] * (9, 90 Z0. 
H y 8l. HH 2^. (0,9) —0, 87 CO lb AR HE or, IRAE rl, 4e 
EERCUTA 
4 (y, iH 


. 2j, y) | 1 | (z, y) 2 
(5,8) (3,3) ' G. y) (n y) =. 


因此 (2,2) 162 1 3, 
CEA 


或 | Gr 30 P (2, 22 (3, 1, 
两 边 开 和 平方, [i fe s A RR COLD. 
H CD, f x, yE, 有 
latal Gee, zt)))-]1G- gg, 2) - C 9,32] 
S| lety c [Gorgia ulla] 4 
十 上 yllyl 
it le+yl&lel+ iyl. 
ET 


六 此 1 按照 上 | 是 一 个 典范 线性 空间 | LE anA 
积 尼 出 的 范 数 ， 仿 后 我 们 说 内 积 空间 1 是 赋 范 线性 空间 ， 如 不 特 
别 声 明 , 均 指 按照 1 的 内 积 导出 的 范 数 1- as 

4* ARG, y) m. y HERRE, 

VE (G2, (nu) XE M rp Bo A9 e MU E LETT x. y € U, H 

| Gas Yad — Gr g2] 
x Gs ga) — Gr Yn) | H | CE, 0 — C, 3) | 
sos —2lisiTislls-—s1——9 
可 知 , a, 32 dk c. y 的 连续 隔 数 ， 注 意 ， 证 明 中 上 用 到 了 人 ys 有 有 界 
这 一 显然 的 事实 ， 
5” 内 积 与 范 数 有 下 列 基本 关系 : 


p= Uety lel HEDRER; 2) 


Gp =- zt 12 di be iy Ez d al), 
HK 为 复数 焉 时 ，《〈27) 
通过 直接 验算 可 以 证 明 这 两 个 关系 。 有 了 这 两 个 关系 ， 交 我们 区 
得 了 关于 范 数 的 某 些 绪论 村， 往往 可 以 容易 地 将 它们 转 北 到 认 积 
bx. (DRC) 均 称 为 极 化 得 等 式 . 

ARZA 六 作为 赋 范 线性 空间 ， 如 时 是 无 限 绯 且 完 备 ， 则 称 
它 为 Hilbert 空间 ,和 如果 U 作为 赋 范 线性 空间 不 完备 , 则 内 第 七 章 
$1.2,1 ASEARA, iTA Me. U 是 一 个 Banach 空间 ， 在 lt 
rp ELE 25 386: 3 ARE ERA Hilbert 空间 . 其 实 对 任何 r, yE 
11, 有 Ho TP AES EXHI Gn. (o fnm. (ya) y. AR 
F 4 mi Jr TAE ESI (Gs, 的 外 是 基本 序列 , 故 查 有 限 极限 , 记 


(a, g) = lim(z,, yn) (3) 


RÍEAUEBI Cz, g) 3 (8 I (0) (rH ERE OR LC, OUS ALBUS 4e 
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部 条 件 , 因此 ,tn 按照 43) 定义 的 内 和 (是 一 全 内 积 空间 , ANo 
窥 备 , 故 为 昌 ibert 党 加 。 所 以 ,对 任何 内 航空 间 U, 都 存在 Hjlbert 
zip Ue Ed 巷 寺 的 完备 化 内 积 空 间 ， 痢 且 除 去 等 距 同 构 不 计 
外 ,1 ÆRE- -的 . 

如 果 世 是 无 限 维 非 完备 的 内 积 空 间 ， 则 称 它 为 HE Hilbert. z 
B. 以 后 凡 提 到 内 积 空 间 时 , 均 指 它 可 以 是 完备 的 ,也 可 以 是 
AR. 

下 面 介绍 几 个 常山 的 内 积 空 间 . 

$11 KZU RFO BAES wit, w pE 
XAR: 


Gr, y) = Ds (4) 


k=l 
其 中 g (É, és, t Ën) ;二 IT Fast 1] "NES: idm IEH, EN 
的 (.，*) 满 足 内 积 的 全 部 策 件 ， 故 C? 按照 (4) EXHAR C, 
是 一 个 内 积 空间 。 接 照 线 狂 代数 常用 的 术语 ， 称 Cy XB E i 


M 


COSE TE Eej (Sor) 


其 一 
$092 RAP AEREN, EIU DUT-S, 我们 曾经 研究 了 空间 
Püsp«o. WiL ?二 2, 于 是 得 六 空间 C, EIER MR 
lej = D él co (5) 
Td 
的 一 场 序 列 r= {£1, £s; tts £s, Hd E S QU iE (EX 
的 范 数 :是 一 个 可 分 的 Banach 空间 《 见 第 六 人 堂 习 题 第 15 题 及 本 
4535 81 5. Big fE HELA NEL Ei 中 的 元 素 e— (£s 
$2, ts Ens tn), gms uy ny atel. di Schwarz 不 等 式 


全 (Bs M J (Èn 


T 
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可 知 , ER m Eha aaea. BALET 55 y BOT 积 为 
1—1 


(5,3) — 9 É.fhe- (8) 
n=1 


因 右 满 的 级 数 绝对 收敛 , (x, 如 为 有 限 数 ， 其 次 不 难 验证 ,(* ，') 注 
足 内 积 的 会 部 条 件 , 因 此 D" RERO 是 一 个 内 积 空间 ， 义 因 D? 
是 无 限 维 、 完 备 .可 分 的 , 故 它 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 . 

例 3 xeiHL/Da, b] 在 第 五 章 中 ， 我 们 已 对 空间 LCa b] 
(1<&?<o0) 作 了 详细 讨论 ,后 来 在 第 六 章 中 作为 例子 又 多 次 引用 . 
Dit p-2, 于 是 得 到 空间 Lled), Xe 

aps Iac) (t «coo (7) 
的 一 切 范 数 ORRA EH. 可 [a,5] 按 照 由 C7) 定义 的 范 数 
! 相 是 一 个 可 分 的 Banach 7zjg. Hire LLa, 如 中 引入 内 积 ， 任 
取 [a,6] 中 的 函数 2(')、y(*)， 由 Schwarz 不 等 式 

[eras ea pa Y (Piro rac Y^ 

"PAnzG)gOO- E EETRI, RIE a 与 y 的 内 积 为 

(2,9) = [aco cO. (8) 
和 是 (z, 纪 是 有 限 数 且 (,，') WEAMKHAMRI, 因此 LCa, 57 
按 电 ('，) 是 一 个 内 积 空间 ， 又 因 [a,5] 是 无 限 维 ,完备 、 可 分 
的 , 故 它 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 . 

例 4 REL Ca bhal). Eo C) 是 定义 在 Fo D] ER 
TAE RE ER BC, (O BELEL 8 上 且 请 足下 列 条 件 的 复 值 可 测 
ER tz 


[elt Pot 1o Lt oo. (9) 


* J9 c3 


RKO EMC 为 权 的 平方 可 积 图 数 ， 将 [w 61 HL of) 
为 权 的 一 切 平方 可 积 函数 构成 的 集合 记 为 7([a, 的 ; oC). tE 
取 LCa bhot pC), MFE S Schwarz 


PERE: 
f oley Ht 
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«(feto eco rac) (Foc ly la ) 


(其 实 ， 只 项 对 函数 2300) — De) 1720) Ky" 0) = CoG)3 7 
Gg HSchwarz 不 等 式 就 行 了 ) .出 广 吕 Schwarz 不 等 式 可 知 ， 
oft)ztti) 站 可 积 ， 我 们 规定 x 与 9 的 内 积 为 

6p. ={ etse. a0) 
FEG PERRE C, 0. BEP BUS ABD A UE. AEL (Ca, 
1;of .按照 (19) 定 义 的 内 积 (.，.)。 是 一 个 内 积 空间 ， 还 可 以 证 
BIL'(La, 5]; o C) HERR TEC 1] — zyzJs 所 导出 的 距离 是 完备 
的 ,因此 它 是 Hilbert 空间 (第 七 章 习 题 第 20 M), 

3, 2 内 积 空间 的 特征 

设 苹 为 内 积 空间 ， 我 们 已 经 指出 , 苹 接 照 田 它 的 内 积 导出 的 
范 数 是 一 个 赋 范 线性 空间 。 自然 要 问 , 任 给 一 赋 范 线性 空间 , 它 的 
范 数 1] 应 具有 甚么 特征 ,才能 使 它 成 为 内 积 空间 ,而 且 范 数 | .| 就 
是 由 该 内 积 空间 的 内 积 导 出 . 

引 理 设 f() 是 定义 在 民 上 的 实 函 数 ,连续 且 对 任意 的 e, 
ozE 民 ， 有 f(g 十 a2) — f(a)) 十 fag)， 则 对 任何 ER, fs 
«f(1). 

证 由 假设 ,对 任何 自然 数 % 及 任何 实数 a 有 

fina) =af (a). 


fCD=a(2) x (- IO 
于 是 对 任何 正 有 理 数 A 


(2-5 r0). 
又 因 /(0) =F (2-0) —2f (0) , fk £(0) =0. H f(a) tf (—a) — f CO) 
=0 可 知 f(-a)- —f(0. FEEMERK I, A 


(2-21. 
Hp F fitik, gp B) XH, f(x) af), R, 
定理 3. 1 ig ER PAERERIB Wh 也 中 肉 积 导 «BEST 
满足 
Jzt 31^ 102—921 T2]2P?, (11) 
Ep r y JEECDEDGEBRAZGUX. EIÉSOGREEREUESMxS, 如 果 
E ch 8936 1 8 (11) 5C, Rf E eSI ELSE SL PIER C-. 小 使 召 成 为 内 
积 空间 县 如 中 原来 的 范 数 就 是 由 内 积 ( ,导出 的 
证 设 吾 是 内 积 空 间 , 由 内 积 的 儿 个 条 件 , 有 
leg [z—gP* 
-—(xdcy cy) (z—y,z—3) 
= {4, T+ (3, £ +y) t(ar—y dt(—pr—gy) 
=[ (e, æ +y) t sp] tC e +y) —,.:—)] 
-2[zf*- 2i] 
必要 性 成 立 . 
今 证 首 命 题 。 我 们 只 讨论 是 复 赋 范 线 性 空间 的 情形 ， 由 内 
积 与 范 数 的 关系 (2 ), Ede E pos X AP, RAREZA 


* Di" 


GG, Ez vrl 127a ifa igh ilzc ig], (12) 


JKoBagcE, Sie TRECE EIAS. EOD, 
对 ry EE, A 
(x, 2) -H (y, 2) 


edes Di ile tiz] i [z —ia]25 


dp ytal:—ly—al tily izl dy EDS) 


_ 1 rty, 1 [ray | ) 
a(l 3 d Us: 7 
E EE. | 2 Li ul 
etes] 一 | 一 本 ) 


IR C12), (8, z) —0, ZE I3) np, 4g. —0, 得 到 
(m, z) -x. 21 
再 将 其 中 的 2 换 成 z 十 ,有 
Gp a5). 


与 (13) 比 较 , 可 得 
(G5,2)-F Q2) =C —- y. 22, (14) 
WARE Js E CD pP. 
现在 令 Fa) = (ar, p) (a 为 实数 )， 由 (1 人 可知 ， 对 任意 两 个 
KRB, Aa fta =f) Sia). BRR), y) X 
Tox TERA i f E, b5 aE a, faf), 
因此 
Car, y) =ar, y). (15) 
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EHEM Jep TE 


Gryp 7 d Cix yP ing t iliri iy ilir iyi’) 


-ida-if-ls riy tite ry) —ile—y’) 
= sty le ti iai Hz ial 
=i(x, y). (16) 


FEY a 是 复数 时 ，(15) 仍 成 立 . 故 内 积 的 条 件 C) RE. HDI 
地 , 我 们 还 可 以 证 明 

(2, 9) = Qn 25 

(z,z)— leji 
SAP AKHEGU). GORE. DHUG E TERIOLO E SUR VTRUE 
个 内 积 空间 ， 不 难 验证 ， 由 内 积 (I12) 导 出 的 范 殖 就 是 召 原来 的 范 
Te un. 

注 如 果 互 是 实 赋 范 线 性 空间 且 满 足 (11), 只 要 令 
(2,9) 3 o : al 12 v2, (17) 


WER CAHE R E iR G7) EAA R R, ERARECO 
i515 Zio E E Bm ius. 
JFAEfE— Lr £z PETS (1 B9 EC A AREG IN BL B, 
例 5 空间 C[ae, bir i 3E XE d SER el = max tsCE iU 
(x€Cta, b). BEI: PEE OD, Mz BP BE. 
FESE TARAGA BUE E XCORMEN, MAA 
1* 内 积 空间 是 空间 R^", C" 的 推广 ， 但 这 种 推广 是 重要 的 ， 
有 意义 的 . 且 于 内 积 的 引进 ， 一 方面 可 以 由 它 导出 注 是 等 式 (人 13 
的 范 数 ， 使 得 内 积 空间 成 为 一 类 特殊 的 赋 范 线性 空间 ， 力 一 方 
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年 可 以 利用 它 定义 直 交 。 这 就 使 得 内 积 空 间 保 留 并 恋 承 了 空间 
R^, C* 以 及 一 般 研 范 线 性 空间 很 多 有 用 的 性 质 ; 

2* 非 完 备 的 内 积 空间 都 可 以 完备 化 而 成 为 Hilbert 空间 ， 
ERASER Di h w eak Hilbert zs 间 是 崔 一 
的 ; 

3^ 并非 企 一 赋 范 线性 空间 的 范 数 都 高 由 内 积 导出 ， 故 研究 
范 数 可 雇 昌 内 积 导 出 的 条 件 是 有 意 交 的 。 作 为 例子 ， 本 节 提 出 了 
一 个 充分 必要 条 件 ， 


84 内 积 室 间 中 的 直 交 与 直 交 系 


41 直 交 与 直 交 分 解 

利用 内 积 可 以 引进 直 交 . 这 一 段 的 目的 就 是 要 引进 这 一 概念 ， 
并 讨论 Hilbert 空 间 的 一 个 重要 特性 一 一 直 交 分 和 解 ， 

354.1 ARZ Up x. sy US, 是 指 z 与 ? 
的 内 积 等 于 零 , 即 (zy, )-—0,irls EMEUR- iT, XX 
2 与 以 内 的 任 一 元 素 直 交 , WERE MES. ar LM, UNE 
是 让 的 一 个 子 集 ,和 如果 对 任意 的 EM, TEE BU, CIN Arly, WER 
型 与 广 直 谈 , 记 为 了 上 .让 中 与 条 站 交 的 元 素 的 全 体 叫做 对 的 直 
X4 du My, 

由 定义 4.1 容 易 证 明 : 

1 WW BER totoon, WEES. Err trte 
T 24, Mif 

Iz = pn p b mH ns 
这 是 多 上 股 定 理 在 内 猴 空 间 中 的 推广 ; 
2” 车 妇 中 的 元 素 * 与 1 中 一 个 秽 密 子 集 工 直 交 , 则 x 二 全 
3” AHEfRITÓE MCU,X ARA Muhr; 
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我 们 只 证 明 27, 3, m HE 1° 贸 给 读者 作为 练习 . 
性 质 2° 的 证 明 ， 因 工 在 URRAN, MAAA CLoa- 
1,2,3, ekak F z, 由 内 积 的 连续 性 , 有 
r,r) —limG, tn) =0, 
ik r=ð. 
性 质 3? 的 证 明 ， 设 x, YEY+, MAHTI EM, 
(xz py, z) = afe, z) t E, 2) —0, 
A axc8yCcM-, MEI OD MO RE, MERA uc 
MAT B SELBE SR MEUS 
(r,2)— lim zs, £) —0. 
dk rceM-, MIX AAEE un. 
BRE RARS 并 的 一 个 子 集 ,zE1 为 给 定 的 元 素 。 Aud E 
中 存在 元 素 y 使 l 
js—yl —inf]z— 2l, 


NIER y d mdp EB Aa EENE. 

151 E j& U RATE, BUR FEE B gn. gn E 以 及 满足 
osal 的 任意 实数 a, TE ay haly 05 4R T. E, 则 称 召 是 
O U RLE, WR E RETIE EAR, ME E U pé LAR, 

Hilbert 空间 中 的 凸 闵 集 有 下 述 重 要 特性 ， 

定理 4.1 WEEZE Hilbert 空间 1 PHCA, 则 1 中 的 任 一 
元 素 z 在 妃 中 存在 唯一 的 最 佳 逼 近 元 ， 

证 令 

ur 
MERIH) CE Ele yla, BTE Me 
du neg, 因此 


= I05 * 


+ 


在 中 线 公式 C3 不 (DD) H m BRE ya cc, VE BR c qs WE 


| 


IH 一 
—£Ws—c[tez]lz—gd4 s im 


x2|]z4—2z]'--21£—3,1?—42*. 
Bio m aco, lar] e leyla, it 
ls — yn) 500m, n7 62). 
Ele Gr) ERRAI dude op dp, UD. ELNE, k 
JEE, dex | 
Iz—yl lim] —yl=a 
可 知 ,y Ea 在 至 中 的 最 佳 道 近 元 ， 最 侍 还 近 元 前 存在 性 得 证 
现在 证 明 叭 一 性 ， 设 久 也 是 x EE PIU REOR USE. Pt 
线 公 式 ,有 
oly—y P etel 
-iy-aherpe-a i-a ELE 


x;2a*4-2ag*— 4a! — 0. 

&ty—s»'-98py—y. REEERE, VERS. 

由 定理 4.1 可 以 得 到 下 面 量 要 的 直 交 分 解 定理 . 

定理 4.2 WEM E Hilbert 空间 1 的 闭 子 空间 , 则 对 世 中 任 一 
元 索 *， 有 下 列 唯一 的 直 交 分 解 : 

Y% 一 # 十 z， 其 中 gycCM,yCc M. (1) 

y 称 为 zx 在 开 中 的 直 交 投影 , 

证 志 切 谨 , 形 是 的 周子 空间 ， 故 为 也 十 集 ， 由 定理 4.1, 
x JEM pE A tE T y, a iz—yi =infje~uf, 
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ETCH, T AEXEHE—3C A ELE um, y- AuCM VT 
eub- GUAPO 
—[z—gl'—A(G—9y,: —205,z—-9) 3 | Al Jur. 
取 A= CU pee Io yas 


2 ; [(z—g,) | 
G^ x Cd] . 


TÉ 
| Cr— gy, u) P0. 
BAREH- 加 有 一 40 时， 上 式 才能 成 立 ， 注 意 到 人 是 型 中 任 
—3538. eyl M, 令 z—z—y, EA 
=y +z, r yEM, 2EM 

Ii) RITETE MAEHE 

hua t WADE =g tr, Eh ycM, 
z'CM-, 由 

l gy iz 

可 得 y—y'-z-—z, hT yy EM, z — EMi, ielas y y) 
一 (一 扩 ,5 一动 一 0 Aie s= y BE z=, MADA NE 
H). IEE. 

4.2 内 积 空间 中 的 标准 直 交 了 系 

在 $4.1 中 ,我 们 利用 内 积 引进 了 直 交 于 念 . 有 了 直 交 委 念 , 全 
可 以 进而 引 人 直 交 系 ， 它 是 Euclid 空间 中 吉 角 坐标 系 的 一 种 推 
广 ， 在 这 一 段 中 ， 我 们 先 讨 论 内 积 空 间 中 标准 直 变 系 的 一 些 基 本 
性 质 , 然后 在 下 段 中 讨论 Hilberi appi t ARRETE 
简单 起 见 , 我们 限于 讨论 最 多 只 含 要 列 个 元 未 的 直 交 系 , 至 于 一 般 
情形 读者 可 以 参考 其 他 著作 ， 但 从 方法 上 来 说 两 省 并 无 本 质 的 
žy. 
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定义 4.2 内 积 空间 1 中 的 元 素 列 {es} (n==1,2，3,…) 如 果 
WE 
0, mn; (2) 
1,m-—m, 


(em, Bn) = v= 


例 1 LLO, 2z]A ERN n=0, +1, 2, …) 
是 L0, 2n | BB A EE ECT SR. 
例 2 LUwinsEsmEL GO: 
e, — ((0,-..,0,1,0,)] (1—0,1,2, ---) 
n 
是 如 中 的 一 个 标准 直 交 系 ， 
例 3 D(L-L1j) — PRAE. SERRAR 
T.I) =—=eos(narccost) (CtEC—1,1],n#=1,2,3...) 
FEET (Oi n AZAR, RIR EHAA Chebyshev gM 
X. BM T(O-LTO)-4. ERR 
cosnÓ -- cos(t —2) 9 = 2cos0cos (n —130 
" 48 are cost(t€[ —1, 1]) TTA, Chebyshev 多 项 式 满足 下 列 
递 推 公式 : 
Palt) —20P, (1) Tual (8—2,8,). (3) 
BO», RIA 


T CE) = 4t5-31j 


We T DRA n CAE DUX, EE £— eos0, 我 们 有 
J08" 


1 Palm E) 
f. A/1—t* 


1 Pilt) a Ed . 
| umet | costnoa= 7 (8550); 


-di- | cosn& cosm848 — 0Cuzem) ; 
Ja 


1 Plet) 1 M . 
| mS | owl A. 


Ip jas 0; 
I 
EEROR E 
His 


WAT) G-0,1,2,")8 IL71,15. pg) 
RERA. 
定理 4.3 设 {e,; 是 内 积 空间 11 中 的 一 个 标准 直 交 么 ， 则 对 
任意 的 rEll, 不 等 式 
SU eae] (4) 
成 立 
证 令 Cg (x, en) m=i, 2, 3, J), 由 以 下 一 系列 等 式 


n 2 ka n ^ 

1 
z-— » Cre | 一 (了 一 > Clk 3— > ae, ) 
ka k-i Kl / 


-[z]- &le0&2- Dole, e) + Sel 
PE k= 


k= 


=Jzl 一 jos (5) 


n |e- Xen 


EE 


s 109 * 


各 
EAA 
k=l 


令 n— con, (及 式 成 立 ， 证 毕 . 

(4) 式 称 为 Bessel RAA, MALRA, 中 的 任 一 元 素 
a XT (e; ff Fourier &ZZUSIUES] (6,4 BT UC. 肥 之 ,对 
天 中 的 任 一 序列 eah 是 否 存 在 V HB on ER (0) 丛 好 是 这 个 
元 素 关 于 {ej 的 Fourier 系数 集 ? Pomp d Riesz-Fischer 定理 给 
这 个 问题 以 肯定 的 回 管 ,但 需 假 定 内 积 空 间 Ut ARR 的， 即 需 假 
定 1 是 Hilbert 空间 . 

定理 4. 4 (Riesz-Fisher) 设 ien! 是 Hilbert 空间 1 中 的 一 个 
MEER, EACC), MARE 1 中 唯一 的 元 素 z， 使 得 c， 
是 z 关于 (ej 的 Fourisr RHEA 


jz Slon]? (6) 


nzi 


mar. n 
证 ẹ zn = D) Crêt RARE man dE moa, FIA 
k= 


5x 3X (2) EXE V. 4.1 后面 的 性 质 1", 有 
me I | = 5 les. (7) 


k=nt+1l k-nd 


T 


由 于 当 mnop, D3 [erl 0, Ék 124 — 2.190, 因此 {zw 是 


t=n+i 
中 的 基本 点 列 ， 直 fade feft se Eten 
"m e)», e) (n-»6). 
另 一 方面 ， 当 n> EF, (24, £4) = Ci 页 
e, (n, 04). 
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AEE, RURI E R n, IRCE, En) =en AIE ea 是 关于 
Tent 的 Fourier 系数 . 


8 inlet Mie PX des E Hz 可知 ,je 一 Xen. 等 


式 (6) 成立。 证 毕 . 

等 式 (6) 称 为 Parseval 公式 或 封闭 公式 , 由 定理 4.3 可 知 , 不 
论 肉 积 空 间 U 是 否 完 备 也 不 论 标 谁 直 GR (e 是 怎样 给 出 的 ， 
Bessel 不 等 式 始终 成 立 。 但 Parseval 公式 则 未 必 疙 是 成 立 ， 这 是 
因为 {esj 中 的 元 素 UI AA E E" Bo ie e, dm Ce) 中 的 元 素 “ 足 名 
多 ” ,那么 Parseval 公式 就 有 可 能 对 一 钱 元 素 xEl 都 成 立 ， 当 这 
种 情形 出 现时 ,我 们 称 {8s} 是 完备 的 ， 具 体 说 ,有 下 面 的 定义 ; 

定义 4.3 谈 {es} 居 内 积 空间 宙 中 的 一 个 标准 直 闯 系 ， 如 果 


Ses cl, Parseval 公式 
Jel = 9| Gi, ez) [* 
n=1 


RL, RR e) Re d 

与 完备 性 密切 相关 的 是 完全 性, 

定义 4.4 设 tes} 是 内 积 空间 1 中 的 一 个 标准 直 交 系 ， Eu, 
ARE (r,e) 二 0 对 一 团 # 成 立 可 以 导出 #2 二 9， 则 称 {e,} EE 
E 

定理 4.5 {en Ri Hilbertse(s] VU 中 的 一 个 标准 直 交 系 ， 则 
"FAUTES ft: 

G) 1e. EAEN 


(i) 对 1 中 任 一 元 素 pR le, e e, Rep AE a 
LES 


(ii) Xf U IPEXSPNT TUR 2.9.8. 
11: 


(5) = 1G, 62 (653 (8) 


Qv) 12 是 完全 的 ， 
证 RERA i "ODDO" XH] 
H, 
GGD, BEA 4.3 中 的 等 式 (9) 并 注意 到 oz= (7, er), 
有 
2 1 E 
l-2 (2, es) 8s | 二 J 有一 之 | 《zy ej) |. 


=i 


因 {e, Eddy, dk Parseval 公式 [x 一 3l (z,e | 成 立 ， 或 者 说 
k=l 


[zl =lim5]] (z,e)? 
TAS mt 


因此 


2 


lim 
HR 


n | 
|z- X) G, eres] 
i sl | 


nisi - Mie )=0. 


BREL Geek N HAT GD gr, 
二 上 
GD = (iii), WE z.y X U rPESEWIA E, 令 


n n 
Tac P, Cr) Et Ya 5 XG, erll 
E=1 El 


于 是 (X di) > (x, er) (y, 8,)* 


ki 


= 112 


由 GD rhe ice, MA 
(x), (a) 一 > 所 


再 由 内 积 的 连续 性 ， 


D = lim Gn Ya) — im 2G, 62 Que) 


= c» rej) Q, e- 
k=l 


GD =v), HEU BG, e.)—03—U)2 R Hi 59 XX 
(8) ,对 任何 8EU, 有 
(2,1) 0, 
At r= o. 
fi 之 人 设 z 为 1 中 一 给 定 的 元 于 由 Bessel 不 等 式 ， 
((,e,)) EE, EREM 4.4, PEEN fb (2, e) A g XT (ed) 
的 Fourier 系数 且 


yl 5] He, en) |2. 


注意 到 (zx, e) 4p c XT (eu f Fourier 系数 ， 帮 x 一 y XT (eu 
的 Fourier 系数 是 (zy en) — (z,e) 一 0。 由 (Ci) 中 的 假设 ， A r—y 
=0, Bit 


"a 
lej = 21 Gel, 
n=] 


Parseval AA pir, WEHE, 
注 容易 看 出 ,对 于 未 必 完 备 的 内 积 空间 来 说 ,定理 4.5 中 的 
(2，、(ii 及 1 入 理 是 等 价 的 ， 论 证 名 之 (0 之 (il 与 让 完备 的 情 
形 完 全 一 样 , naaie, EFD), HEAD pe 
r=; WERA, Eaa, 便 可 得 下 面 的 推论 ， 
" 着 了 了 > 


推论 BARZEN 中 存在 完备 的 标准 直 安 系 ， 则 1 是 可 
分 的 . 

证 Bertu 中 的 完备 标准 直 交 系 ， 由 以 上 的 注 ,定理 4.5 
Gi) yir, de Ce? SR BR Pa TAE FRE U 中 稠密 , 因此 诸 es 以 有 理 数 为 
系数 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 构成 的 集 工 EU 中 也 稠密 ， 人 得 LG 
列 , 故 U 可 分 。 证 毕 . 


例 5 1° 函数 | o irem IOLBELJE DC, sets 


一 个 完备 标准 直 交 系 ， 这 是 因为 由 三 杀 多 项 式 族 张 成 的 子 空 间 在 
了 [一 fj 中 圈 密 ,因此 读 吉 详 系 是 完全 的 , 故 完备 、 
2" 天 中 的 元 素 {en} AAD 是 居中 的 一 全 完 畴 标准 直 交 


R. KERAHET 2—(602€D, Hz) s iod 注意 到 ca 


--1 


C Gt, 0,)) RAE x XE GIU BS Fourier 系数 ， 因 此 Parseval 公式 
成 立 , 收 完备 . 

3” SERRO RADE L (Eo 1, vs tmu) m 
的 一 个 完稿 标准 直 变 系 ， 我 们 将 证 明 , 狂 要 叙述 于 下 ; 用 形 表 示 L 
[—z, wj HARAR RT RI. m RAM EU SS ELER CE 
(eosn0) (n—0,1,2, +, € ar, n DSE I T-Zx tale M p iis, 因 
$23 9€[ 0, zc Rf, RRE (oosn9) (n —0,1,2, 2 张 成 的 子 空间 在 
TUG] PAR, AERA DL0, n] 中 的 每 一 个 国 数 可 以 延 折 成 
[一 x,xJ 上 的 惕 函数 ,因而 局 于 NN. 

现在 再 考察 LTO a] S I(L-1, 1] ——.) 之 间 的 关 
F, EEEE oTa t 的 映射 ; 

£—cos) (BH f= arccost), 


这 里 经 [50, aG tCL—1,171, HB SERIDLUEBRZx d] LLO, x GER 
114 。 


函数 以 9 为 自 变量 ) 与 空间 zo(e 1,155 m) Geb toil 


CARRE) 等 距 同 构 ， 由 Ta T, (D) 与 cosn9 间 的 关系 ( 见 例 
DA, Hi (T. QYN TT Tn (OT ERIS T SR 4E E^ (0—1, 1], 


MELLE PEKEN (P C) HEENCT 1,7 3) 


中 的 标准 直 交 系 , th Me TA (Ps C e L^ (— 1,12, -人 
中 是 完全 的 , 因此 完备 . 

4.3 Schmidt 直 交 化 法 

PARE] U 中 的 任 一 可 列子 集 均 可 用 Schmidt 直 交 化 方法 
把 它 转化 成 一 个 标准 首 交 系 . 

定理 4.6 (E= {zn)} 是 内 积 空间 ll 中 的 一 个 可 列子 集 , 则 由 
X 必 可 作出 一 个 标准 间 交 系 {es} ， 使 得 张 成 的 子 空间 与 {ew)} 张 
成 的 子 空间 相同 . 

证 设 z 是 关中 第 -个 不 稀 于 零 的 元 琵 , 令 


^ Teu 


则 se 的 范 数 lei1=1， Y mu ARUBA — 7M 与 el 线性 无 关 的 元 素 ， 
4 
h= an, (as, €,) Er 

则 1250 Ce WERE ta, — (2,600), X18 

Cha, 61) = (Kn,s 61) — (Z4,, ei) (e,6)) =0 
i haler 4 

R 
e ep 
则 es: 的 范 数 fei = 一 Vt 4 是 全 中 第 一 个 与 e1 es 线性 无 关 的 元 
E ES ~ 
he = Ena Gu €I) E — (25, E2) 8s, 


* H15* 


则 55250 且 m 16; (2— 1,2), ui: osi i ABI], A 


h 
67 uo 
则 es 的 范 数 | ex — 1, 继续 上 述 步骤 , AREER THLE ZAHA 
均 为 1 的 元 素 ei, ene tty Eri, VE an, EX PARE T Senes, 
er-1 线 性 无 其 的 元 囊 , 令 


k—i 
hz. — v r.a, £5) ey, (9) 
$21 
则 5,250, B. 0. Le; Cj—1,2,-, k—1), EA 
EE 
a= (19) 


于 是 得 到 有 限 个 相互 直 交 和 且 范 数 均 为 1 的 元 素 es ose, MEX 
张 成 的 子 空间 是 有 限 维 的 ， 则 上 述 步 取 经 过 有 限 次 就 会 终 目 ， 否 
则 , 便 可 继续 进行 下 去 . 于 是 得 到 可 列 个 相互 直 诡 且 范 数 均 为 1 的 
元 素 : el 81，,"…。 不 论 屠 一 种 情形 , 我 们 都 能 得 到 标准 直 交 夭 {eij， 
(e) JE PR ERAR, 

现 证 明 {es} 张 成 的 子 空间 工 与 * 张 成 的 子 空间 5’ 相同， 出 建 
站 标准 直 交 系 的 过 程 容易 看 出 , ei 可 用 ta ERE 表示 ，82 可 用 mss, 
xz 线性 表示 ， 由 (9)、(10), AISE THEE eH JA fainge 
z,,05—1,2,8, ) FER, BLUE LCL, 

反之 ,zw 也 可 以 用 ei 线性 表示 ,zs 可 用 e ez 线性 表示 , 仍 由 
(3). C10) 3E HIR ZA TELE BH, ep, RE epen es( 上 二 1,2,…) 线 
HRR, 因此 L CL, ie L-L'. 证 毕 . 

推论 ”任何 可 分 Hilbert 空间 U dA e dE SE i P n EN RR 

WE 国 世 可 分 , 改 直 中 有 可 列 的 稠密 子 集 {fzsj。， 由 定理 4.6, 
78 H3 (2,3 8D vr E EAR (e Bon) 与 {es}j 张 成 的 子 空 间 相 同 . 
而 {zw 在 1 中 稠密 , 故 世 yj 因 抽 1esj 张 成 的 子 空间 在 UC rp RE 


+ Ji6* 


METATA. ADIRE ALB, Gr, es) 0542 —1, 2; 3,… 均 成 立 ， 
Mz SMER, 由 定义 4.1 后面 的 性 质 2" 可 知 , x — 8. 故 {e} 完 全 ， 
由 定理 4.5, {ex} 完备 , EH, 

例 6 I2(( 一 co, co);e- 坟 中 的 完 甸 标准 直 交 系 . 

TAR L f i3, o i", ARTF Loo, +o); €"). 现在 我 
们 将 函数 族 {1, t te ERE. e 


加 (有 一 上 


ii 
co'(1) 2—2te U,w'(t) —(Gt—2)8 ,oe 
由 数学 归纳 法 可 以 证 明 ( 详 细 过 程 从 咯 ) 
| o9 (t) = pa (0) e7", aD 
rb y. 038 6 的 2 次 多 项 式 , 其 最 吝 次 项 的 系数 是 (一 2"， 注意 
到 对 任何 多 项 式 p, 函数 e^ pL) o co) 上 可 积 再 注意 到 


lim e “ptt) = lim e "p(t) =0, 
FEY uH JE SOGAR, 我 们 可 以 对 下 述 积 分 实施 多 次 分 部 积分 
AOO om (usa 
一 一 (一 1 "locum coat. (12) 
Bc uO Bos pr z kh, IBTEu 0) (0) — A 
WAGHOLE =0, 


这 表明 g.TE Ua, -09); e 中 与 所 有 次 数 低 于 #8 的 多 项 

XO. BRE (ga) (050, 2) 实际 上 是 国 数 族 1 6, 0,7) 88 

过 直 交 化 而 得 到 的 多 项 式 族 ， 因 ys (如 ,不 全 为 零 ， 故 | 站 0, 这 
里 1 开关 (人 一 co co e 人 中 的 范 数 ， 仿 
H,(O) -. O2 / 1g]. 
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WE CH.) ELU, 00);e 7) 中 的 一 个 标 礁 直 交 系 ， 我 们 称 
HD Àj Hermite 多 项 式 . MER yA. A yali) Aud 
Jj B 38 t E), dt 

ya (4) — (7—2)"n1. 
1E (12) rn u (2) — gy. (), 0) H8 


T ML ORT 
=| om cuc» coni] ecco 


=z | e "gt = 2n] jx. 


B Ig] = Qon x6 7. gp OD) j [An Hermite 多 项 式 具 有 如 下 
的 形式 : 


H(t) = tor eG) (m012,). 


最 后 证 明 H) 的 完备 性 .出 第 一 由 第 210 页 中 部 的 一 个 不 
sur án, 多 项 式 的 全 体 P 在 LT-N, N] psp. XN EE 
一 给 定 的 直 然 数 ， 由 此 可 以 证 明了 在 空间 L'( —N,N e^t) rn 
Bi. KLN, N] eU) PARR ERRAL NS, NT], di 
之 在 [一 入, W] 之 外 处 处 为 零 , EDU LC NN]; eU) 记 这 些 
经 过 延 乓 后 的 函数 的 全 体 , 于 是 空间 L(— NN, Nje ERA 
L'((—95,o0); e") B5 "IN, T ELE U z^ C-N, NZ; eU) 
在 L'((—09,99);e-") v EE, iH THEE IN, PEL TN, 
Npe pA, ATE L ppi L (eo, 9); e7) m 
AE. 13— 3518, 83 - E RC EE (H.). 中 有 限 个 元 素 的 线性 

合 , 因此 { 酝 张 成 的 子 空间 在 L^ (6 00,00) ; e) 中 稠密 .由 
定义 汗 工 后 面 的 性 质 2", {上 Hw} 完全， 再 由 定理 4.5, (H.) 完备 . 
4.4 可 分 Hilbert 空间 的 启 构 性 
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证 明了 任 一 可 分 Hilbert AA 中 存在 完备 的 标准 直 交 系 后 ， 
穗 能 进一步 证 明 可 分 Hilbert 空间 的 一 个 重要 特性 一 一 所 有 可 分 
Hilbert $ H tk ES ER R, 

定理 4.7 每 一 个 实 (或 复 ) 可 分 Hilbert 空间 必 与 实 (ND 
空间 1? REAN, 因此 所 有 实 { 或 复 ? 可 分 Hilbert 空间 和 被 此 E 
I] 3. 

证 UU SE GE SO SEA Hilbert 空间 , (e) Æ rp — 56 
AEEA T 是 l 中 任 一 元 素 , (09 4 e XT (eu) Bf Fourier 
系数 集 , EUR I? 中 的 映射 T; Zz 一 (e. T RRRA TIMER: 

G) ika, 月 为 数 ，z。、3EU 有 是 Tx= (e, Ty— (e. BT 
ar -Py R Fie.) fa Fourier zl (ac. Bon), x 
T(az-t fy) — (ac, t Bet] —a(es) - B (0) — aTz-- BTy; 


di) 由 Parseval 公式 可 知 : [wj?= DIle? 
"—1 


[z-yl*- Xe, 7e 


BF T (z—3) j= [e—y] 355 CO E HT, TAE HU 3] TOO Cr 
的 等 距 同 构 映 射 . 

Eide) € 17. Hh Rierz-Fischer 定理 , U kE- HEE 
+ 以 {ex} 为 其 Fourier 系数 集 ， 因 让 在 映射 下 的 作用 下 ，x 在 ?7 
rj BOR Ez ESAE (0.3, Wc T EWERS EEU Es D SERERREES, E. 
HUDAR (或 复 ) 空 间 , 相应 地 U 429 9: GR EDD 空间 ， 

BERRSEO EO 可 分 Hilbert 空间 与 亿 (或 复 ) 2 空间 锻 距 同 
T9, 于 是 实 (或 复 ) 可 分 Hilbert 空间 必 徙 此 等 距 辣 构 ， 证 毕 ， 

这 一 节 系 统 地 研究 了 内 积 空 间 ， 特 别 是 研究 了 Hilbert 空间 
及 其 特 全 可 分 Hilbert 空间 ,希望 读者 注意 : 

1” 首 党 我 们 有 关于 最 佳 殖 近 元 的 存在 及 歇 一 性 定理 及 其 特 
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例 直 交 分 解 定理 ， 这 两 条 定理 都 很 重要 , GU AD, Hilbert 空 
间 中 的 任何 一 个 元 素 均 可 在 任 一 亲子 空间 中 找到 它 的 "影子 "， 这 
个 看 来 似乎 很 直观 的 结论 却 是 Hilbert 空间 中 一 个 基本 的 事实 ， 
由 它 可 以 获得 标 奴 直 交 系 的 存在 性 以 及 与 标准 直 交 系 有 关 的 一 系 
列 重 要 结论 ; 

2* 与 标准 吉 交 系 有 关联 的 重要 概念 有 两 个 一 一 标 谁 直 交 系 
的 完备 性 与 完全 人 性， 它们 既 有 区 别 又 有 联系 ， 在 可 分 Hilbert 空 
关中 ,它们 是 一 至 的 ; 而 在 准 Hilbert zia] rb irse d BEST ELSE HE SE 
全 性 , 反之 , 则 不 然 ; 

3” 与 标准 直 交 系 有 关联 的 重要 事实 也 有 两 个 一 一 Bessel 不 
等 式 与 Parseval 公式 ， 前 者 对 内 积 空间 中 的 一 其 元 素 成 立 , 后 者 
风 视 情况 而 定 。 当 着 标准 直 疾 系 中 的 元 素 “ 足 够 多 ”而 成 为 完备 标 
ER RH, Parseval 公式 恒 对 内 积 空 间 中 的 一 切 元 素 成 立 ; 

4" 由 于 可 分 Hilbert 空间 存在 着 完备 的 标准 直 交 系 ， 因 此 
所 有 可 分 的 Helbert zx [Ri E c5 ER [s] 3. 


$5 线性 拓扑 空间 大 意 


在 外 LI 中 我 们 已 经 指出 ， 为 了 研究 数学 与 物理 中 提 姓 出 来 的 
大 量 线 性 或 非 线性 问题 ， 仅 有 距离 空间 是 不 够 的 ， 还 需 有 线性 运 
算 . 由 此 产生 了 线性 空间 ， 进 而 还 需 在 线性 空间 中 引进 适当 的 收 
化 艇 念 、 和 而 在 线性 空间 中 引进 适当 的 收 敏 概念 可 以 有 多 种 途径 . 
引进 范 数 只 是 途径 之 一 。 我 们 在 $1, 8 2 中 对 引进 范 数 后 得 到 的 
赋 范 线性 空间 作 了 较 详细 的 讨论 ， 在 这 一 - 节 中 ， 我 们 将 介绍 另 一 
种 更 广泛 的 引进 收敛 概念 的 办 法 ， 即 在 线性 空间 中 引进 透 当 的 括 
扑 , 从 而 得 到 线 任 拓 扩 空间 ， 线 性 拓扑 空间 的 内 容 非常 丰富 , ET 
I E RIER RT Sia, 
* 120 + 


5.1 线性 拓扑 空间 的 基本 报 念 

设 EAGLE) MHE A, BIA X fT 8, a 为数 ， 
则 AB RRM ety 的 元 素 的 全 体 , 0A 表示 形 如 xz 的 元 素 的 
金 体 , 这 里 aC A, yc B. 

EX 5.1 EXERC) HAHAH, Kit r 是 了 上 的 一 
Ajaib AREA A CX, r) E FF RUE 10 T 为 线性 折 
太空 间 ; 

(D) {于 ,如 满足 2 型 公理 ; 

GD X 中 的 线性 运 第 是 连续 的 ,就 是 说 

(a) TES PRESS s, y€ X, Ma ety By f£— S ULLA, dE 
dE xL y 的 邻 域 UV 和 0, 使 

U,--U,CU,. s 

(b) 性 给 数 ac UR 2€ X, WDR az 的 任 SE U 存在 数 

87-0 以 及 的 邻 域 ,使 得 当 |8 一 qj <§ 时 ,有 
AVCU. ;. 
线性 拓 盾 空间 {, 7) 在 木 会 引起 混淆 的 情况 下 , 简 记 为 X. 

由 线性 拓扑 空间 的 定义 ,容易 导出 下 列 性 质 : 

1" 设 zosXy, GCI 为 开 集 , 则 zo 十 G 也 是 开 集 . 

其 实 , 任 取 Ereta, WE EG dE g= rt cmd y areg. 
ELT. G EIER, SC G E y— x, 的 一 个 邻 域 , 由 加 法 的 连续 性 , FE y 
的 邻 域 Vy 以 及 一 zo 的 邻 域 U.., 使 zy U-.CG, 特别 地 , U,— ti 
CG, 因此 U,C mV -G. KRHA EG RES mg, 市 它 的 一 个 邻 
W U, (EU, BAE zod- € rp, di rta ENE, 

2^ ikal 为 数 ,GCX 为 开 集 , Mas 1533758. 

征明 与 1° 类似 , 故 从 略 . 

出 性质 D'sDA 2g Ut E fX UE fR P Z3 BLU eir LS ORE 48 
MR, PURPUREIS BUN DAR, 29 T VEREOR BUR SER, MAR 
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给 出 原点 的 所 谓 邻 域 基 便 可 以 了 ， 下 面 是 原点 饰 卉 基 的 定义 . 
.定义 2 VE 三 为 一 线性 托 扑 空间 , 称 rm 为 原点 的 一 个 邻 域 
JE, 如 果 r 中 的 每 个 党 合 都 是 原点 的 一 个 邻 域 量 对 于 原点 的 任 一 
QURU £N v» tS Y HEY CU. 
由 定义 不 难看 出 , 当 原 点 的 邻 域 基 决 定 后 , 线性 拓扑 空间 的 拓 
扑 也 就 决定 了 ， 下 一 段 中 将 用 例子 来 阐明 这 一 点 ， 
5.2 线性 拓扑 空间 的 例 
例 1 任何 赋 范 线性 空间 都 是 线性 拓扑 空 间 . 
例 2 令 0" 表 示 定 义 在 及 上 无 穷 次 可 微 函数 的 会 体 ，C~ 中 
元 素 的 线性 运算 就 是 通常 函数 的 线性 运 第 ， 我 们 取 如 下 的 集合 作 
为 原点 的 邻 域 : 对 任 给 的 e>0、 任 给 的 非 负 整数 n 以 及 任 给 的 紧 
集 KCR, RKW U (n, e, K) ERARE 
[a9 (£)|«e (GEK, k=0, 1 n) 
HER *EC- 的 全 体 ， 然 后 再 取 Ulm e, K) 的 全 体 作 为 原 虚 的 一 
个 分 域 基 , 不 难 验 证 , C" 是 一 个 线性 括 扑 空间 . 
例 3 令 DERELER 上 无 穷 次 可 微 , REX- ARAE 
闻 ( 随 国 数 而 异 ) 外 为 零 的 函数 的 全 体 ， 红 中 元 素 的 线性 运算 就 
是 通常 函数 的 线性 运算 ， 我 们 取 如 下 的 集合 作为 原点 的 领域 ， 对 
性 给 的 >0、 任 给 的 非 负 整数 %* 以 及 任 给 的 紧 集 CR， 原 点 的 
QR V (5, e, E) RREMAN E 
jese @=0, 1, en); 
z(2).-0,24 t& K, 
的 元 xE 多 的 全 体 ， 我 们 再 取 下 (ne eK) 的 全 体 作 为 原 虑 的 一 个 
MRI, 不 难 验 证 D 是 一 个 线性 拓扑 空间 . 
5.3 线性 拓扑 空间 赋 范 的 素 件 
线性 拓扑 空间 是 比 冉 范 线性 空间 更 广泛 的 一 -类 空间 ， 现 在 要 
间 : 在 什么 条 件 下 在 线性 拓扑 空间 中 可 以 赋 以 范 数 , 使 得 由 这 个 范 


”2 


数 定义 的 原点 的 部 域 的 全 体 和 该 线性 拓扑 空 癌 内 原点 原来 的 邻 城 
的 全 体 一 致 〈《 这 时 我 位 称 这 个 线性 折 扑 空间 是 可 赋 瑟 的 ) ,为 了 天 
等 这 个 问题 ， 我 们 先 引 进 几 全 征 念 为 简单 起见 ， 仅 以 实 空间 
为 例 . 

d Pbi Har IRLX OTA 4 称 为 有 界 的 ， 如 果 对 原点 的 任何 邻 
域 Us 存在 a0 E ACU. X RT RARA, RURXHE 
EAI r, yEA 以 及 任意 的 c0, 有 

&x-Lr(l—a)yCA. (1) 

TA, BERIAN b IHRER E CS ARA Urb hfc e SC EA 
同 的。 实际 上 , Pa ORA: FUIS ELEEIE MUR 26, 页 在 一 般 的 线性 空 
间 中 同样 可 以 引入 凸 集 ,而 且 也 用 人 ( 切 来 定义 ， 

线性 拓 半 空间 了 的 子 集 4 称 为 对 称 的 ， 如 果 4= 一 4 这 里 
一 4 表示 集合 人 2: 一 ze 和 4， 同样 地 , 存 一 般 的 线性 空间 中 ， 也 可 以 
定义 集 的 对 称 概念 ， 

定理 5.1 线性 拓扑 空间 苹 可 赋 范 的 充 分 必要 条 件 是 苞 的 原 - 
BUB — SES DAR. 

证 BERERA D6XCRHIEDGOEBOERS(OL.D 就 是 原 
Ao AU REIS AUR, 

充分 性 ， 设 可 为 到 中 原点 的 一 个 有 界 同 邻 域 . 
A V= 一 DND, 则 也 是 原点 的 有 和 界 凸 邻 域 而 且 是 对 称 的 ， 对 任 
— rEX, 


Iz[— inf A (2) 


现在 证 明 , 由 (2) 式 定义 的 | "1 具有 范 数 的 所 有 性 质 . 

1* 先 证 明 191=0， 黄 实 ， 于 任意 的 2>0, 有 8E 禄 ,由 (2) 
可 知 ,101 一 0. 

反之 , 设 1z1 =0。 由 (2), 对 任 一 自然 数 s ce Lv wg 
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MEAR. HYAA EAH N, EE n>N h, 
VCW. 故 EW. BWiff3 RES 1 8g,r-60. 

于 是 我 们 还 明了 jx|==? 的 充分 必要 条 件 是 2—0.. 范 数 的 第 
一 个 共性 成 立 ， 

2° 证 时 [az 一 [ellzT 

由 下 的 对 称 性 哥 知 , EAr 23 E (0283 — 2€ AV, 因此 


Lx |æl. (3) 
现在 设 a0, EAr SpHdYGparCaAV. TE 
laez|— inf p= inf «A-a«inf À- az]. (4) 
azt: F mace«lF saik 


BG) GD TAB, 对 任意 的 实数 a, A 
lar] = [æj] 
因此 范 数 的 第 二 个 条 件 成 立 , 
3* Wiz. yEy 并 设 1z]==&.1yj 王 86， 由 下 确 界 的 定义 ,对 任 
RH ofa 以 及 任意 的 序 > 有 ,有 


zEaPigEpT, 即 — Lev, — Bev. 


p 
TH 严 的 凸 性 ， 
2 

. IN: a 4 f' (3) ty (3; ev. 
因此 

&-- y€ (a' + B')V. 
ik 

lez yl p' 
4 a'—a, B' B, 18. 


lz +yli le] tul. 


范 数 的 第 三 个 条 件 成 立 ， 因 此 兰 契 赋 范 线性 空间 , 
4” 现在 还 需 证 明 由 42) 定义 的 范 数 所 导出 的 原点 的 邻 域 的 
"了 2 和 学。 


全 所 与 作为 线性 拓扑 空间 发 的 芝 点 原来 的 邻 域 的 祭 休 是 一 致 的 . 

HSO r) eo X REL 9 PLEA r APR TETE RETE CO REX 
RIER, GAER A BS — PH ADXRW, 因为 了 有 界 ， 故 存 在 v—O 使 
vtVCW. A— Jj i, e (2) #86, S(0,D0 CV, dk S(8,r) 
CW. 

反之 ,任意 给 定 一 个 球 SO, r) Er 满足 : Ov Wl 
?了 中 元 素 按照 (2 式 定 疼 的 范 数 不 大 王 m， 故 ”下 中 的 元 镶 均 属 
于 球 S (8,0), Hilt r ESH, v). 

EA ERRER HIERAR EA I 定义 的 邻 域 的 全 体 和 
于 作为 线性 欣 朴 空间 时 原点 原 素 的 邻 域 的 全 体 是 一 致 豚 ， 证 毕 . 


tE 3 B 
£1. 52. 
i. Kin HRES E eb] o ERE ARA E PEORES Ca, 
bP.. XEV[a, bim. 
flll= La (a2 | Yo (z&V[a, b), 


W V[a, b] TE BE] -| 总- 一 个 不 可 分 的 Banach 2:18]. 
2. Aln SRo 的 于 绝对 连续 菌 数 的 本体, 其 线 福 运算 写 Oa, b] 
的 相册 ,在 Ala bpe 


fiel 1e 十 | rE EAT, b. 


证 期 Ara, bim | 是 可 分 的 Banach 空间 . 

3。 设 AM.RE[abi i RE ed RPE, RERE C[a, 到 中 的 
HR. £H, hẹ 

lzi  sup[ ao |, 

REEN M, 是 不 可 分 的 Banzcch 空间 ， 

4. W He(O-pxDDXGn[a,b] Ei Holder 条 性 

EAM — s (E) [x M | E — t]? 

HARKS, fX TES HUE X, Sy Cbl pR., TE Ht pA 
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lal = lza) | + _ sup dettò =r l 


ZELSTELA 一 二 
AR RERERBR []- [| 77 为 Banach £1], H7 是否 可 分 ? 
9. BTI- BERRIRA, Ex TEIS RES 1? epit], E HA 
izi= supi éns 
其 中 s= {f Éa e Én JEES, 则 天 按照 由] 为 不 可 分 的 Banach 空间 ， 
6， 设 "为 一 切 收 化 数 列 组 成 的 集 ， 线 性 运 咎 与 1 中 的 相同 ,在 c 中 令 
lei sup15.], 
Ip s= {f Ea rs, dL) Ee, 则 < 按照 中 为 可 分 Banach 空间 , 
7， 设 mm b MTERA RNE URGE ES Co 中 的 相合 ， 
在 0 中 令 


js||l= sup] £s |, 
mak 


XH r= {E Én rs Ens tt Eco MJ es REIR Ta Banach =E 
8. BEZE EZ E, LEE Mata, 在 是 / 工 中 令 
Nel-=inf lel (EEEL). 


证 明 E/L EE [ety SEETEEREU. XE DE. MELLS, AR EE, 
WH JE] 2d (x, £0 , iX E d x, D op e 与 工 的 距离 。 

9. BE Banach 空间 , LEERTE, 按 第 8 题 的 方法 定义 商 空 
和 辣 囊 /上 中 元 崇 范 数 ， 证 明 按 照 这 个 范 数 , EL 是 Banach 空间 ， 

10， 设 再 是 赋 范 线性 空间 ， 五 是 名 的 闭 于 空间 ， 如 果 下 及 E/FOGIF 中 
元 素 的 范 数 按照 是 8 的 方式 定义 ) XE Banachi H, WEE Banach H. 

11， 设 轴 是 赋 范 线性 空间 ;正己 8 XE, EENE. EN: EK 
XX y 使 jz 一 站 二 dist (z, K). l 
论 ， 如 果 CCO,1] rp] Tx ij h RT DESRL e EG, 则 它 是 有 限 维 的 . 

13. JEE X Banach 空间 , & 3l (2,) CE i A 


mel 
m 


其 中 对 20 为 省 数 , 证 明 ; 存在 LEE, 使 得 c Tu, Bs] M. 
n=} 
14。 求 出 一 个 与 题 2 中 的 4[a， DRT R 的 商 空间 4[w 妆 /及 ejt] 
构 的 子 空间 . 


+ T2048 


O0 E Re Tan etg 


15. E Li Ls DL REIR IE LE Taaa Db. WEE 
L3 REAL ICONGONEIE Ew 0.3 Ea E Le. Las "sg 都 是 
Banach 空间 ,证 明 加 按照 1 中 (15)、(16), (17) 诸 式 都 忆 Banach 空间 . 

16. W Li Lye, … 是 一 到 见 范 线性 空间 ， 仿 也 表示 形 如 x 一 {x1 
Barts Eart Haa EL) BRR E o AE 


supi] ay] «eo, 
EE = supl|z, ll. 证 明 在 加 中 适当 地 定义 线性 运 咎 后 ,至 接 照 贱 1 是 典范 线 


性 空间 ， 如 果 所 有 工 , 都 是 Banach 空间 , ME (ij Banach 空间 . 

17， 设 圳 是 赋 范 线性 空间 ， 工 是 吾 的 真 HDI, EHL AE DE 
HE. 

18， 证 盟 窜 项 式 的 全 体 在 On b rh RE 3o 

19， 证 明 多 项 式 的 全 体 在 Ca, 瑞 中 也 是 第 一 责 型 的 集 ， 甘 中 OD, 5] 
中 元 素 的 范 数控 照 节 1 例 6 中 定 闵 。 

8&3. $4. 

20. 证 明和 # SPHF (DR (20; 证 明 空间 L^(a, 5], e(t) 是 
Hilbert z3 [s], 

21. B TL, Wa V, e IM FIL PHERSS RI. 令 妇 表示 形 吉 = natu n, 
Ta RRA A E 


Depas. 
n=l 
证 明 在 人 中 适当 地 定 习 线性 运算 并 对 e, yE, A 


人 用 一 全 Gs), 


人 n=] 
(这 里 z— (2; 2, y Tn h E= iF Yo to Ya e D i 了 是 一 个 内 积 空间 . 
ERAU, BUE ABO, ILLE SE en. 


22. 4 S Xn FURY COSE: 


a€L[D, 20], e(t) 5 (a, engnt -- b, Bin nb), 


naj 
[EO MICE 之 十 co; 令 
y= 
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n=1 
RIES, 是 Hilbert [R8]. 
23. RE En 稚 线 性 空间 , {8 ea ren+ 星 吾 的 -一 个 基 . Gu) (i, j=l, 
a 


2,-,m IE -aE AREE, E PRE 2 一 5 Te Roy ESTE 
i-1 imi 
" 
(z, — 9 aun; a) 
IPLE 


Me, OEE Efi — t EL LGE X TIERE REI E 3C, T8 eH EC LT ER E 
TCR EERFEHED. ARIE.UECOQOAXEE bü9—- T PUBL MAE feu BE QD 
COS 3r. 

24. Ehe RER TE SERT GDATA e PESE DA, 

25. JR WJESENXER EE, xr y€u, Eleyii Dy P, Ly. 
车 是 复 内 积 空 间 , 这 个 结论 是 否 仍 成 立 ? dnJCRTOROGL, RREA REE 
分 必要 条 件 . 

26. MEUEPRBIEXmLI,r-U, WoL MIO SEAUEGEX IW EG, 
A lle es dla f. 

27. WEE BUR], zy cU, Nr p y IIR EUR EE EE TREE a, 
有 lz 十 a 下 lx— o gll. 

28. jk M, N ERRTU RS TR, MON, INT LM" 

29. WUEARA H, HEURTE, IES (MO-t Eu ME mr 
e [n]. 

30, wt 五 ,rs EIN BULL ERI, Da Du L3 Lu !3 Diff CE I 
(由 于 五 与 LEE: iA RS ILE JL dO RESI L BUD fx LO 
充分 必要 条 件 是 L, Li SI RI. 


S1 i H, 是 满足 DY jasjs<<co 且 在 单位 轩 1z| <1 中 解析 的 趣 数 () 


n=0 


- Slaat BA EA H REDAN RIS EMAR, g) lim z 


n-tü 
W Freh g(re'*) dó 是 可 分 Hilbert wi, Hepe H, 中 一 完备 标准 直 
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QU og Tra foa. 


i Mens 


RR 证 明 当 |zj [ C1, | za 1 时， 之 es (a) aG) mi 
32 ER BUE BUB IEEE REESE E E R ERTE ER, 

33， 证 明 可 分 Hilbert rit r pubri di E A e enf UAS, 

34， 证 明 可 分 Hilbert 空间 中 的 完备 标准 直 交 系 必 定 号 可 列 的 。 

35。， 举 例 说 明 内 积 空间 中 的 完 念 标 准 直 交 系 不 一 定 是 完备 的 . 

36. Meier}, (61) 057 1,2,8, e) A Hifbort 空间 中 鸭 两 个 标准 直 交 过 


适合 es ere, MM ieh ha CERT A oH dE I. 
Ecl 


87. WS Hilbert £59], cR BE: 


T "mj 
f T LER 
a min [7— Dey] OC gun ngu 
ki 


PERS i G Guam nu 


IET 
XH X Pg ROC x yu grs WUP or E, m 
QUSS c 1) 
, (n, a {ys yu 
luy) ceo O54 
b. HERR men A 


Giy. y. o ccs 4) Or Yn) 
G iYe Ut H4 ` Uns Fa) 


Makam 1), 
Giu dur a EG i PALE o as Y, 
Go Yn Y) EA aG yo EIE TED 
38. iUi Hilbert gf], (p) C0 k= 1,23, eo HEMOS, wig 
(r n 3 pid Kp LEE ES IU 
(y, yp "n FEN 
(Fir Ya) e (9, yu) 
T Od, 
(Pfr) ot 6E. €i. 
a, tt ys 
ABO, 1,8, - Gu. us gn. 
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39. 4 L(t) Laguerre Bi $ ed areo, 证 明 Greiz ia 
1,2,3,«) Æ PO, o2) h lf) — Se d Enc ELE AR. 

$5. 

40. £& MES SIRE on ERU T RESORTS 201 EAR 

Al, IEE mtha A ERI: 

a. ACX HE], RE rt cA EHB ox Ba IL 

b. LCI AT EB WLR ad EXE TH. 

DART AT PUDIPCITPMERETIPEEDETET X 
Arg, WAHE EÅ, g6A 以 及 数 a Ocagi az - (0— 0 4CÀ. 
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第 八 章 吴 范 线性 空间 上 的 有 界 
线性 算 子 


§ 1 有 界线 性 算 子 


微分 方程 ,积分 方程 ,经 典 力 举 , 量 子 力学 中 的 许多 问题 ,往往 
以 算 子 或 算 子 方程 的 形式 出 班 , DEA, de 第 六 章 86 中 ,利用 压缩 
映射 原理 讨论 微分 方程 ,积分 方程 解 的 存在 性 .唯一 性 时 ， 我 们 就 
基 将 它们 换 成 瑞 射 { 邯 算 子 ) 的 形式 来 考虑 的 。 因此 算 子 的 洛 念 与 
距离 空间 , 赋 范 线性 空间 {包括 Banach 空间 ) 以 及 内 积 空间 (包括 
Hilbert 空间 ) 一 样 是 泛 丙 分 析 中 的 基本 概念 ， 氢 开 和 类 算 子 的 上 县 
体 属 性 , 我们 可 以 将 算 子 分 成 两 大 类 ; 一 类 是 线性 算 子 ， 另 一 类 是 
非 线性 算 子 . 这 一 节 的 目的 大介 绍 有 界线 性 算 子 的 一 些 基 本 性 质 ， 
关于 有 界线 性 算 子 更 深入 的 讨论 将 在 $2 及 $3 中 进行 . 

1.1 有 界线 性 算 子 的 基本 概念 与 性 质 

我 们 鞠 给 出 线性 空间 上 线性 算 子 的 一 般 定 义 . 

定义 1 1 BREME, 同时 是 实 { 或 复 ) SER PETRI, T 是 由 加 

的 某 个 放空 间 怀 到 线性 空间 忌 的 映射 ,如 果 对 任意 的 zyED， 有 
Plata) = Tr Ty, 
风 称 卫 是 可 如 的 。 若 对 任意 的 数 «及 任意 的 zeED, 有 
T (axr) = afr, 

MRT EARR. "Dr kA RR ERRET, 4 
Jg 81 EHE HETA 45 n, 

D FAT HRN hk, TD) RIT RHR, TEX EAIN 


. I3 


Dr 表示 .DD 中 使 Px=98 HRE z 的 集合 称 为 不 的 零 空 间 . 
UEXE 是 实 ( 或 复 ) 数 域 , 于 是 外 变 成 由 号 到 实 ( 或 复 ) 数 域 的 映 
射 , 在 这 种 情形 下 , PRT AEA OLE ARO. 如 果 卫 还 是 线性 的 , 则 
FT WRTA IZEONGRIEIESRUOB fig 等 符号 表示 . 
ENL? WERE 同时 是 实 ( 或 复 ) 的 赋 范 线性 空间 ,万 为 
EREA T 为 由 刀 到 E. WREST. WE 按 照 第 六 章 定义 
2.6, 了 是 连续 的 ， 则 称 卫 为 亿 续 线性 算 子 ， 如 果 卫 将 五 中 任 - -有 


界 集 映 成 E 中 的 有 界 集 , 则 称 是 有 界 的 ， 如 果 存 在 也 中 的 有 界 
集 4, 使 得 TC4) 是 中 的 无 界 集 , MT ERÉ. 

$61 将 拭 范 线性 空间 加 中 的 每 个 元 x 陕 成 自身 的 算 子 ， 
就 是 一 个 有 界线 性 算 子 也 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 称 它 为 上 的 单 
BET. 单位 算 子 常 以 了 表示 ， 将 五 中 的 每 个 元 x 映 成 0 IDEST, 
也 是 一 个 有 界线 性 算 子 同时 也 是 连续 线性 算 子 , 称 它 为 替 算 子 。 

例 2 解析 几何 中 常 匈 的 旋转 变换 

b e056 ysin? (0 为 某 一 国定 的 角 ) a) 


y' — psinÜ yeosp 
就 是 二 维 实 Euclid FPCA P-DE RRIT b MA 
连续 线性 算 子 . 

DES ARAHI. 


f(r) = [ a(t)dt  (xCC[a, b]) (2) 


就 是 定义 在 连续 函数 空间 Cle, dl ER -AARRE ER, BE 
A ME BEL HIE GR, | 

Bil, 52 及 例 # 中 出 现 的 线 性 算 子 或 线性 泛 函 既是 有 界 的 
又 是 连续 的 。 其 实 ,对 线性 算 子 来 说 ， 有 界 性 与 连续 性 等 价 ( 见 定 
理 1. 4). 

定理 1.1 ZE 都 是 实 距 范 线性 空间 , 作 是 由 忆 的 子 空间 
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D$ E 的 连续 可 加 算 子 ， 则 了 满足 齐 次 性 ， 因 此 了 是 连 续 线性 
x3. 

WE 对 任 给 的 S€D, 4 f(a) = 和 (az)， 则 了 连续 旦 对 任何 实 
数 anas 有 Fa ta) 一 fa) --f (a), RISE S 3.2 中 引 理 
的 方法 让 以 古 明 (由 于 完全 类 似 , 此 处 就 不 重复 了 ), 对 任何 实数 a 
有 f(a) =af (1), Bn 

T (ax) — aT (1) (3) 
齐 次 性 上 成立， 证 此 

推论 设 召 , 互 , 都 是 复 赋 范 线性 空间 ， 人 是 由 攻 和 的 子 空间 
到 部 的 连续 可 加 算 子 , 且 Tir) = iTe, 则 全 满 足 齐 次 性 ， 因 此 7 
是 连续 线性 算 子 . 

证 由 定理 1.1, 对 任何 实数 % 及 任何 xED 有 T (az) — aa. 
Dika JRM a= tin. WEER., TO) -iTz,ME 

T(az) —T((a,-iom)x)- Tiar) + T (iaga) 
= T -H ig Tr aTr. 

定理 1.2 设 E 都 是 赋 范 线性 空间 ,人 TT 是 由 的 子 空 间 D 
到 E, 的 线性 算 子 , 则 了 有 界 的 充分 必要 素 件 是 存在 M 90 使 得 对 
一 切 EE, A |T| 5M frf. 

证 JEDE. PERDRE, MEE M>0, 使 得 对 - - 切 
ED, HITI] <M lal. 令 设 ACD 为 一 有 界 集 , 则 在 在 正 数 上 ,使 
得 对 一 切 EA, le Dc KC, Mo rE4 时 ， 

| Tat x M fap cM K. 
Eb Af) T CD E E, PRERE, 

必要 性 ”在即 中 到 单位 球面 S-(stlxb—1, s€D). HSE 
TETOR, PRULXETE IESEM, 使 得 S 18 M, [Tz [M 
Alte E DARIE-AER URS Moses in (sar, mm 
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的 齐 次 性 ,得 
(Tr M Isi. (4) 
M z= 站 时 , (O TARY, EEREN ED, (D yr, WES, 

在 很 多 话 函 分 析 著 作 中 ， 就 是 用 定理 1.2 中 的 充分 必要 条 件 
作为 线性 算 子 有 界 人 性 的 定义 ， 引 外， 由 定理 1. 2 的 证 明 过 程 不 难 
看 出 ， 当 于 将 如 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 映 或 有 界 集 了 时 , T 就 
是 有 界 和 的 、 因 此 为 了 验证 线性 算 子 是 否 有 界 ， 只 要 看 它 是 否 具 有 
这 一 性 质 . 

定理 1.3 iE E.P, 都 是 巍 范 线性 空间 ,人 7T 是 由 有 五 的 子 空间 了 
到 E 的 线性 算 子 、 如 果 了 全 在 某 一 点 xwoED 连续 ， 则 了 在 整个 D 上 
连续 . 

WE HER y, y.£D(n—1,2,8,) HE (9). 由 了 的 可 如 
性 , 有 

Ty, — Ty =T (yamg) — TG. 0) Tz. 
PREH, {ayt 29) xo, H TIE to Bx ETE, REG UP (Gs. — y - 
29)) — Tas, 故 
{Tya} — Ty. 
因此 了 在 ?处 是 连续 的 ， 证 毕 ， 

定理 1 3 告 激 我 们 ,为 了 验证 一 个 线性 算 子 是 否 连 续 , HER 
证 它 在 某 一 点 是 否 连续 就 行 了 ， 由 定理 1. 3 的 证 明 过 程 则 可 看 出 ， 
若 将 算 子 的 线性 换 戌 可 加 性 , ut PRRU ETE US RI, 

定理 1.4 jk E, E 都 是 赋 范 线性 空间 , TEHE HISE D 
到 的 线性 算 子 , 则 于 连续 的 充分 必 村 条件 是 全 有 界 . 

证 ”充分 性 ETAR, WTE M>0, 使 对 一 切 z€D, [Tz] 
<Mr], WE xED, 任 取 m,-D(n—1,2,3,-2 fi (,) 2, 于 是 

并 人 一 人 一人 (一 2 一 了 -0 
Eit, T de DES, 
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JEFES BEI VETGESE[HOESR, 则 对 每 个 自然 数 n, d 
存在 trED, rn (n= 1,2,3, e) 使 
res rt 


令 加 一 "IPs ul mi Iz. 一 P 因此 EAR, ->0， H T 的 连续 性 ， 
{Tya} >00. 5 — 
ITal=| 


FE RTAR, EE. 
由 定理 1, 4 可 知 ,对 于 线性 算 子 来 说 , RUE SERER. 
对 于 有 界线 性 算 子 ， 我 们 特 引 进 一 个 重要 的 量 一 一 算 子 的 范 
数 ， 为 了 使 读 者 对 这 一 概念 有 比较 清晰 的 了 解 ， 我 们 先 作 一 - 些 解 
FÉ 设 人 为 自 DCE 到 ,的 有 界线 狂 算 子 ， 任 取 rED, r0, H 
和 的 齐 次 性 ,对 任何 不 等 于 零 的 数 as 当 zen. 时 ,有 
| 
[Ei EAR 
mel zl 是 沿 e 方向 的 出 量 经 过 算 子 下 作用 后 的 伸 长 素 ， 当 t 
在 D 中 变化 时 ,相应 的 伸 长 率 也 随 着 变化 ,而 定理 1. 2 中 的 数 开 便 
是 这 些 仲 长 率 组 成 的 集合 .L 的 -… 个 上 界 , 上 界 当 然 不 唯 …-, 我们 取 
其 中 一 个 特殊 的 , 叫做 工 的 范 数 , 具体 说 , 有 下 面 的 定义 : 
定义 1.3 WrESFQEDRWGRRRMEERURL TE hE FAR D 
P E 的 有 界线 性 算 子 . IL Ta | M Lr E 一切 ED 都 成 并 的 正 数 
M TARRA TRER, HITI. 
我 们 已 经 指出 , 对 任 一 给 定 的 正 数 M, SITs] <M zs [3E D 
z€D 都 成 立时 , 正 数 M Rxk o :zED, 22d 的 一 个 上 鼻 . 央 
此 算 子 的 范 数 Tj 也 是 数 集 


Ma :zED， ip 


Tz, 
nl, | 


zs, 
T 


bá 
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的 一 个 上 办 ,而 且 是 工 确 鼻 , BR 


1” 对 一 茹 z€D,& [Tz] s -jia 
2° |T] — sup Tz] — zl Tzj. 


其 实 ， 由 于 |7] 是 数 集 Io ED, eolit, & 1? 
Rin. SD D, MERRY. 

虽然 算 了 的 范 数 是 与 算 子 有 关 的 -个 重要 的 量 ,但 不 能 试图 通 
js A ii RR] RET. 

现在 举 几 个 实例 ， 说 十 如 何 估计 算 子 的 范 数 以 及 如 何 求 出 算 
子 的 范 数 ， 不 过 - - 骤 情形 上 水 算 上 的 范 数 是 很 困难 的 . 

例 4 1(20,0(i,2771,2,:,2) 29 —HpER n oO RI, a, E) 
为 实数 , 由 等 式 


E 
t= 人 qi {j= 1, 2, e,n) 
izl 


定义 了 一 个 由 R" A Rt 的 算 PTLTr—ysETISCXEY CE, Es ns, 
Éa) lige y — (51, Tis uud" Ta). TER" sb ££ pi i [1 Er = {EP E 
ErP e ET) —1,2, HEC 


* 

S1 ct a 

Nes EP HEP) px £N Ya: uti 
121 < 


可 知 ， 罗 是 可 加 的 ， 妆 位 地 可以 证 明了 是 齐 次 的 . 因此 全 是 线性 
算 子 ,由 Cauchy 4X 


4 


可 知 儿 有 界 困 此 连续 H. | ri«(5: ar). 


$15. 31H C(—2o,co) ao Xe (— 0o, —99) 上 有 界 过 
然 函 数 的 全 体 , 其 中 的 线性 运算 与 和 [ap 市 的 相同 ， 在 C(C— o5, 
co) re scq d d P: 

jyl= sup Ja) (g€C(—co, 095). 
则 避 ( 一 00,c0) 是 一 个 Banach Ai, Alt z€L(—coo,-r900, & 
y- TuiyG) =| “esa td, 


则 由 第 五 章 §3 可 知人 是 定义 在 LI( 一 2@， 十 co0) 上 而 慎 域 包 
合 在 0( 一 oo, 二 吕 ) 中 的 线性 算 子 ， 再 由 
KOIORA la) le, 
可 知 TAR AmE LITS. 
例 8 在 内 插 理论 中 , 我 们 往往 用 Lagrange 2 RERE mE 
BARESI, We cs€C[a, b], Æa, b] AHER n TA 
ax. ip a b, EZA 


CNEA N L 
(Ep Ee o GC teri Cie to) 


Hp k=l, n 再 令 
y=Lsiy (t) = AGLO, 
Wi L, 是 由 CCo, FINU UHR HIE TR 
ln] — max 2o. (3) 


MESE 


其 实 , La 的 线性 是 明显 的 。 现在 证 明 (5)。 令 
g= max $3140, 
aSK EOI 
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mj 


Sleite) l) | amax z(t)| -alz[, 
re" aub 


IZ,z|-— max 
gxicb 


[Ll a. (6) 


Bd. TI COUCs, 0D esl, HE n GTa, 
5 l 
a= PH l- 
取 EC a, 到 使 | 和 = 1,0 (2 sgn (52 601,2, n), AF 


zo 在 其 他 虚 上 的 值 则 可 以 任意 ， 只 要 绝对 值 不 超过 1， 并 保证 
zz) 连续 就 可 以 了 ， 于 是 


[Errol = i Lnr (921 一 | BA GOsgni Ct) 
. PES 


= $Gp|-a, 
=l 


ik 
|Z a (7) 
由 (C6)、(7) 可 得 (5). | 
倒 7 RKU DEEE aib, assa ERREN 
Sc, 在 实 连 续 函 数 空间 CL, 5] 中 定义 如 下 的 和 分 算 子 ; 
y()- 02) 0- | KC, 2 (ds, 
WT% CLa, 的 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 且 
izi= inox 1C s) (s. (8) 
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T RRE CCa, 5] 到 其 自身 的 线性 算 子 ， 今 证 有 界 且 (8) 成 
3X. 4 


a= max | [E(t s) ds. 
ni&idsbln 
则 
[7x|— max I. Kt, s)s Cds] 
Builbxblln 
zz; max [z(0)| max | KG,s)1as =alzl, 
astiwh ü«ixbn0 
TAR HIT |< 
由 于 | IKC, o lds 是 二 的 连续 图 数 , 故 存在 hiE[o, 5] 合 
a=| [ECGtos)las 


ideo (s:K(4,5)250), FAR 


l8 ,e 
Palt) 1ad0, e) ' 


其 中 dlt e) £5 eo DER, Mpal t) Fa, 5]. EXESE; | pC) l 
<1 且 有 下 列 性 质 
1,35 Eep — O4 — U); 


a ios ( 当 n>00). 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,有 
(Tp) 69) — [ Ko $90, ds [cC Ioa 
HI pll, H [Te lio) I IP Lc 1T] le. IT FÆ 
jTi2«. 因此 71 一 < | 
例 8 在 连续 函数 空间 CO IPRA T =I. tE 


[0,1] 上 连续 可 机 轨 数 的 全 体 0! 作为 了 的 定义 域 ， 则 了 是 定义 在 
C! 上 且 在 CC0,1J 中 取 值 的 线性 算 子 ,这 里 C" 作为 C50,1] 的 子 空 
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其 实 , 取 45) — sinnt, Bl Tzu] —1, Ire AS |A sinntf=n 
[cosn£ | =r- C3 n co, Bc T 46 C! sp fh Dre ii UC CO, 
1 中 的 无 界 集 . TER. 

RITE MIELE LO, Lb EROR T=, 

例 9 我 们 将 Z0, 1] 中 具有 平方 可 职 导 数 的 绝对 连续 函数 
HUKFU SEDES T— Spe SOR, Wr ez SHE D 上 且 在 O, 
1] 中 到 值 的 线性 算 子 ， 我 们 证 明 人 也 是 无 界 蚀 ， 

其 实 , 取 (tf) 二 v2 sinnat, tl 


fr," = xx([ sin t£ iar) =a, 
但 ZF) - / 2 nzcosant, CT 
ia o Eus (f^ cosnazt |t) - nane (160), 


B T 38 D rb is 8 br SR E BRE. LTO 1J 中 的 无 界 集 , 因此 无界 ， 

12 线性 算 子 空间 

EFL 工 中 我 们 研究 了 单个 线性 算 子 的 性 质 ， 如 有 界 的 充分 
上 必 娄 条 件 ,连续 的 充分 条 件 ( 实 际 上 是 充分 必要 条 件 ), 有 界 件 与 过 
续 性 的 关系 ， 等 等 .现在 我 们 要 从 更 高 的 层次 来 考察 有 界线 性 算 
CT. 今后 如 不 作 特 别 声明 ， 凡 有 界线 人 性 算 子 均 假定 它 的 定义 域 是 
整个 空间 E, 我 们 将 由 赋 范 线性 空间 召 到 贱 范 线性 空间 ES 中 的 每 
一 个 有 界线 性 算 子 看 成 一 个 元 素 ， 所 有 这 些 元 素 构 成 的 集 用 溉 
( 吕 , 吾 ) 表示 .在 知 ( 及 到) 上 可 以 适当 地 定义 线性 运算 使 它 成 为 
一 个 线性 空间 , 再 以 定义 L 2 中 算 子 的 范 数 作为 SR (E, ED oos 
的 范 数 ， 它 将 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ,这样 从 五 到 EQ 中 的 全 部 
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有 界线 性 算 子 就 很 好 地 "组织 了 起 来 * 而 成 为 一 个 有 机 的 整体 . 探 
计 这 个 整体 的 性 质 无 疑 是 很 有 意义 很 有 必要 的 . 
定理 1.5 设 E PERRETE, E Z(E, E) PEX 
线性 运算 于 下 : 
PTIF TT (TQ TEA, ED, ED; — (9) 
(aT)r—o(Tz) (TC€A (E, ED, n 为 数 )， (10) 
MJ CE, ERR EES EERE — D EX PETS IST, HELL XE XC 1. 2 中 
算 子 的 范 数 作为 范 数 , 则 IE CE, E) RE — T A EX PER d. 
证 不 难看 出 ICE, EO (9), OO SE iR PES ERU 
性 空间 .， 令 证 它 是 赋 范 线性 空间 , 为 此 需 验 证 范 数 的 三 个 条 件 ， 
(0 ITa ERAH. 37 T—O0 CERTO, AAT] 0, x 
gairi =o, 则 对 一 其 EE, Trp, ie T =o; 
GD [aT|—-supiaTz]— lal supTz[-s jæ] (2f; 
Gi) |T; rT,p— sup LOT E TO 2) = up [Tie + Tar] 
x sup EHE 十 jun [Tog] = iTi {Pl 
今后 称 Z(E, E, PARRRLSN 5 BESE Wh, RENEA 
HEE, 
EEEE Lp, APEX TRER AE 中 点 列 依 范 数 收 
你 的 概念 ,这 个 概念 对 OE, E) 无 疑 是 适用 的 , 但 针对 OE, ED 
DATA I 间 这 FEIE RIET CASE, E) (n 1, 
(ORARET TEAC, E), Hp 
lim|T, —7] =0. 


RAR RET UN TRE GEARS MEET, MERA, 这 


一 说 话 ， 
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我 们 之 所 以 将 算 子 列 依 算 子 范 数 收 化 又 称 为 一 至 收 伪 ， 原 因 
TE-F Pri B] E 580 PE RR] BRL ES EE, 

定理 16 i7,-1,2,3,—), T ET AE, E), WT.) 
fKSEGGESCK AUT TE) DE AERE CT.) E Ec iE —H JE 
上 一 至 收 做 于 了 . 

证 SEPE ilim ]7,—T]=0, ACE HARE, EF A, 
存在 正 数 下 使 得 当 zE4 时 , Io <K, ik 

IT, z — Te] ]T,—T Hz]  K]7,— Th. (11) 


fe 0, 存在 0, EH >N B, [Ta T< p aA, R 
等 式 

Tas Gale (RN) 
对 于 a&€ A— sc Hor ik (T0) 3E A LRAT T. 

Eat, W(TOCA(QE, E) fg Eviitytt -ARR LE XU 
SCTTCAOQG,E). NEW BS SERE S—i:[zl—1,z€E), 根 
据 假 定 , 对 任 给 的 60, 存在 No 0, 108 n IN Br, ES 

一 人 < 
对 于 ESR, FE 
IT,—T] —supIT,s—Tz|sze nN), 


MOTO RATEREA TT, EH, 
定理 1. 0 36 B, HRA TE Ue DR o OU CER B P. 
AHi, A (E, E Ve Do o ER RES ILS — SE d, 但 车 吾 完 
4 , 则 有 下 面 的 定理 . 
定理 1.7 3X E, Æ Banach $0], W (E, Ej) 也 是 Banach 
#5, 
证 TAE 喀 ( 吾 ,至 ) 中 的 一 个 基本 点 列 ， 于 是 对 性 给 的 
e720, 存在 NZ-0, fli m aN iif, 
1427 


一 了 
任 取 x€ E, 则 有 
[Pattar] lT milice] Om 20. 02 
Bk (P,2) & E, 中 的 基本 虚 列 . 依 假设 ,如 sé dn, x (Tun) HE Es 中 收 
& FAC — 2638, 记 为 护 于 是 
lim Tr = (13) 


定义 算 于 T; Te =y. AMEND T ERLER LIO dide Fs 
的 有 界线 性 算 子 , LET) e ATEREA TC QS UU. 
的 线性 是 显然 的 。 现 证 有 界 人 性 ， 由 于 
EA A 
BUT, D EESTI, EAE IURE, UTIM (17 1,2,5,). Hh 
[Pe im TuspedimiT.Dle]ecM|e] GEB) 


可 知 , Tt t H.ET || c Mf, 

ERER.) kE rEg TT, 在 (12) 中 令 m->co 并 
TUBCODELR YAT: =y, 得 

[f.z—Trjzxs|z], (GEE, n>N), 
因此 
(P, Tie (n>N). 

BU RRTEEKAT T, TEA, E) 中 任 一 基本 点 列 必 
TERR. (E, ED XE Banach 空间 ， 证 毕 ， 

算 于 序列 依 算 子 范 数 收 化 无 疑 是 一 个 重要 概念 ， 但 是 它 还 不 
能 氢 括 分 析 中 另 一 些 同 桩 也 很 重要 的 收效 概念 UU 著 名 的 Be- 
rnstein 定理 中 算 子 序列 的 收敛 性 ,就 不 能 锋 插 在 依 算 子 范 数 收 全 
的 概念 中 。 请 看 下 面 的 例 . 

例 10 Gf CORE XOÉELO, IERES AS, Ba DESO 
ff9Bernstein % Jyi 3, RI 
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. Ln [EV CE 5 2yn-k 
BD DNY (1—1)'7*. 


ARUAD OBS, O, BICUD TERRE La Æ CTO JAR EUH s 

有 界线 性 算 了 ， 根 据 Bernstein 定理 (第 五 章 ), 对 任 一 SECCO, 1] 

M nohh, B, (f; OAEEO, 1 上 一 致 收 北 于 F0), FÈ 
1Zf 一 ZHI->0， 

X I A OTO, 1] 上 的 单位 算 子 ， 但 可 以 证 明 Za 不 依 算 子 范 数 收 

SCFI 随便 取 定 一 个 EO sse) , HET IB EHE: 


[a Eo ia [59-1 1]. 
1, Elo, * U Hr, Jr 
- 2h01, 
f. $9, iB; 
H ko 2ko FHI] e pof 2ko tl k +I 
RTEA e|, 2a j2 al 2n > m |- 
M Phe py 


IL, f. — Ifa] —-IB.Gi ') —f, URBC lo) -- falia) ł 
in M i 
pu 1 to)" 5 — fatto) 
Ej 


ld n 
~ Sr ja- 


fg1f.l — 1, ak 
1L.— 711 GO — D £1. -1. 
L, AMET ARAF I, 
ANL CREAT T. 如下: 
QTarex, (8-1,2,8,—9, 


HE r= {E15 Eo tts En "JEP JN rs Tns ntis … 小 。， 不 难看 出 ， 
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T GWRHEARSEXCPHOT.IRIS 注意 到 对 每 个 zi Aizo 
(n0) , lx 


lim T,r—f. 


18 (7,) JE RRCT- ECCE UTE, ERAI BET n, AR 
Yn= 10, U,0, 1,0, e), ] 
Áo 


出 1 yal —1.H. Taya (1,0, -, A 
IT. mM 
TAXMMED-1, BEES TRATE AKATA, 
鉴于 例 10， 例 IIBrpEHRUEB E JE, RISIA FE SE 
概念 : 
定义 1.4 IRT, TEA, E)(n-1,2, 3, =), EIET 
XE 如 ,有 
tim[T,z —z =0, 
则 称 TAREA P T, RA 
lim?, —T C38) s Tm. 


按照 这 个 定义 , 例 10 pE FEA L) SRI DICT 7, B 11 h 
8535 CIEXITSRUOUCT RET. (RADI CAURCTIRADEHROET E 
EOQGCPAE COM D. WRsR4ecCTHEI-— Of. RONDA, X 
于 算 节 序列 的 强 政 化 企 这 g 中 还 将 继续 讨论 , 
13 算 子 的 冬 法 与 后 范 代数 
关于 映射 的 乘 靶 ， 早 在 第 大 章 8 6 中 讨论 不 动 点 定理 时 已 作 
了 简单 介绍 ， 这 里 就 有 界线 性 算 子 的 情形 再 作 更 加 详细 的 讨论 . 
Wt E, E, E: 部 是 赋 范 线性 空间 ,对 TIE (E, EQ PEA (E, 
Ej) 我们 规定 T. 5; T, RUE Cae Bl TT, 如 下; 
{TT TT (E). 
* 145 * 


显然 了 sm EELEE LE 中 取 情 的 线性 算 子 ， 由 于 人 有 
Fo KT 将 如 中 的 有 界 集 映 成 BF 中 的 有 界 集 ， 叉 因 TURIS 
T. 将 E, DTE B PHARRR, TÆT EE P pj 
JL ARA WE Es 中 的 有 界 集 , wT: AA. 有 界线 性 算 子 的 乘法 还 
具有 下 列 性 质 : 
1° TT) Fi = PaT 
(aT,) T, = (TT); T;(aT,) —-a(T,TO, 


RETEA, Ej) , TEE CE, E, TES CES, E3) , i Eg s e RA 
线性 空间 
2" T,CT,--T,) 一 用 3 十 了 3 了 
这 里 T, T C3 (E, E) TSA E, E); 
ETT, = TT ETT, 
xx UH TEZE, ED, Ta TEB (E, Ep). 
3* [TII ESEN F 
AE TEZE, E), TEB (E, ES). 
性 质 1°,2° 都 比较 明显 ， 现 在 证 明 性 质 3". ER ZEE, 则 
[TT al = EPIO TT Tl s ITATIE, 
B TENE YSCEITSOTUSITIPT. 
.现在 考察 有 界线 性 算 子 均 属于 S GOBSTUD. BREK 的 性 
质 工 一 3 MARR. MA TT: KTT, 都 有 意义 ， [Bk Cu EB 
3e ih i], Tu T; TH3R — REP RA ERIE, RRT P = TT RE 
成 立 ， 如 果 靠 号 成 立 , 则 称 TT. 可 换 . 
在 第 六 章 86 中 , 我 们 已 经 引进 了 记 导 T^, 今后 对 季 TEE), 
我 们 沿用 这 一 记号 , 即 T* 表 其 x 个 了 相 莱 而 7 Nus E, 
下 而 的 价 子 说 明 算 - 产 相 导 确 实 不 一 定 服从 交换 律 . 
BLIL 在 CL0,11 中 考察 下 面 两 个 算 子 : 
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(r0) - «cas, (T0) (0). CECT, 1), 
AOT, 是 第 六 章 PO 中 介绍 过 的 Volterra. 积分 算 子 的 一 个 特殊 
BOE, 我 们 仍 称 它 为 Volterra BU RE» ET. 为 乘法 算 子 ， 

显然 Zi 都 是 从 CL0O，1] 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 。 易 见 

(rp) (t) =t | nds, CIT) CO) = | sonde, 
若 取 z(t)=1(ie[0, 1, RI 
(POD, (Tun (Ss 


Bi UE, T. Tav 7 T.T am, EE T TATT o 

BLESRERTS SR (E), TEZE) EARR, 这 在 
前 面 已 有 详细 阐述 ， 其 次 A hiRARDET (E). HH 
Sei f MEME 17,27? TA, 22 (B) scs A At, Æ OUT 
加 法 满足 分 配 律 , H-FAE CE) B x He PER, BRAE AUR FERE 
算 子 环 ， 它 是 赋 范 环 (或 赋 范 代数 ) 的 一 种 特殊 情形 ， 关 于 赋 范 环 
的 理论 ,读者 可 以 参考 [ 纪 . 如 果 2 是 Banach 空 间 , MA 

定理 1.8 iE RR Banach 密 间 ， 则 静 ( 本 按照 它 的 范 数 也 是 
Banach 室 间 . 

证 ”由 定理 .7 立即 导出 . | 

在 这 一 节 中 , 38019 E T EX PET RURCREER HEATS. 希 
tB ear HE E 

1” 有 界线 性 算 子 是 一 类 特殊 的 但 又 比较 重要 的 线性 算 子 , E 
有 不 少 有 用 的 性 质 , 邵 ; — ER MERCT- Ap ETE A ERES, 那么 它 在 
SEHE CPU IDES, CE EE SEGETES UL a; 

2° Ej pikt T SEDI FRE UAE — TOR E BS RE S Bod 
而 且 它 袜 是 通常 藻 数 的 条 忻 ， 与 有 界线 性 算 子 密 切 相 连 的 运算 是 
有 界线 性 算 汪 之 问 的 线性 运算 ; 
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3* Xp tz ER Ple e E tI e b] E. 的 每 一 个 有 四 线 
MERE TR E T ze, PREFERIDO SEXE ELI FE AE, EH 
4E XL d ic CHITI fo O0 A E el RE ( 即 算 子 闻 的 线性 运算 ), 则 
中 (1) 上 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 , 这 样 我 们 就 可 以 从 更 高 的 层次 
上 来 研究 有 界线 性 算 子 ; 

4 出 王 匠 (FE, ,) 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 因 此 一 般 的 赋 范 线 
性 空间 中 点 列 的 收敛 概念 对 于 9 CE, E 来 说 是 适 用 的 , 于 是 得 出 
依 算 子 范 数 收 伍 的 概念 ， 


$2 Banach FAHER JERE 


AX — SEA, 我们 将 陆续 介绍 Banach 空间 及 赋 范 线性 空间 
中 吝 基 有 界线 性 算 子 的 儿 条 基本 定理 。 我 们 从 Banach FATE 
HJ 45. 

2,1 Banach 开 喘 射 定 理 

定理 2. 1( 开 庙 对 定理 ) ” 设 有 界线 性 算 子 了 将 Banach 空间 
EW Banach 空间 E, 中 某 个 第 二 类 型 的 集 P" 则 

(i) F= E, 寻 算 子 了 的 值 域 是 整个 空间 ES 

(i) 存在 正 数 K, 使 得 对 一 切 YEz， 有 着 至 中 的 元 素 满足 

Tz—y H þei mKjTs|. (1) 

证 ”为 清楚 起 见 ,将 证 明 分 成 二 步 。 

1° A O,— (at la] in, aC E) (n —1,2,8, 7), 
M,—T(0),W M, 为 9, 的 像 ， 因 瑟 = [Josse r- UJ Mn. h 


于 下 是 第 一 类 型 的 集 , 故 存在 mo 使 到 .不 是 稀 琉 集 。 RES 
BJ HIER 

Qo, ro) = {yy gol ro) 
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使 H ro 在 QR, To) 中 TE. 
2° 4, =, RITER M= TONTE E h H HER Q.,-9 
iu 


(0,80 — (ytiy, có, HE, ER 9€ Qu MU go noy, gs — noy $B 
属于 Qo T), WATE On PIRI Gn (3) (671,2, 3, 7), 
使 

lim Tx = yo Roy} 


LEES 


lim Tri -= Fom tyy- 


kx 
于 是 lim T(z,—21) —2nyy, 
: : azt) 
i lim T zm, i 


[H7 ig ph UT Ot M 在 Qu, PI. 
我 们 用 OL RREPA fatio o UB Qu ER Euh 


tois iri te Dt n 1,2,8,2. HE prb ER ARTA 
看 出 ,对 每 个 所 TCO) 在 Qs PER. 

”我 们 证 明 M, 包含 Qs ,进而 证 明定 理 或 立 , 任 耻 EQ, 
BT T (Ode Qu b BH cte E n 60, t 


1 0 
ly— Tr, [sr 


Hy—Tn€Q,. XB T (0:5 f£ Q« 中 Wi, WO dk x 


z 


lg—72,—T2| «3t, 


或 Iy—? (ted Kit, 


HHAH ef ELUEBR: Tr YE AP) Ela], 2, 3, ee), 甚 中 
149 + 


Tg SO *, fe 


[y— T (2, i dn | ao 
Hi T Hs sca if E 2 Banach 空间 ， ARAD z, f E rb e &t. 
dg -Xe 则 
lac 2s] ect, 


即 zE01。 由 了 了 的 连续 人 性, 在 (2) 中 令 noc, dE Ts, dk M, 
(=T (ODEA Qu. AER EE, 97 0, WI 


FEFE TEO 使 Tx'=y'. 令 zu, ju 


Tzr—y (3) 


; . 
zp- lelle I2. 2 ral. (4) 


由 (3), 可 得 F= E,, 定理 的 结论 (让 成 立 . 令 K-g, HOR: 
lel«K|]T2]. EARE GG ir. WEB. 
推论 1 设 满 足 定理 2.1 的 亲 件 ， 则 7 将 中 的 任何 开 集 
证 “由 定 理 的 第 三 步 证 明 可 知 , 对 于 任 给 的 w (OU 29.8. 
现 设 GCC? 是 开 集 ， 任 取 yeT (G), MEE 26G {È Try, Hbc 
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EG 的 内 点 , 故 存在 ”使 * 十 0D 寺 所 G, PÆ TS ETC IO CT QD, 
B»y-FT(01)CT(8). 注意 到 @ 4 CTO), FE 


1-9 CTA). — €5) 
y 是 # 十 @ s 的 中 心 ， 因 而 是 它 的 内 点 ， 由 (5) 可 知 ，9 是 TG) 


的 内 点 ， 国 ET(O 是 人 在意 的 ,页 了 (的 是 开 集 ， 证 毕 . 

正 是 由 于 推论 1 中 个 将 开 集 喘 成 开 集 这 一 结论 ,我 们 才 称 定 
$8 2. 1 为 开 有 映射 定理 ， 下 而 的 推论 2 是 显然 的 ，… 党 

推论 2 RERS IEM T T i Banach © EJE ER A Banach 
空间 E, KU T HEREKE E. 或 者 是 E 中 第 一 类 型 的 集 ， 二 者 
必 居 其 一 . 

在 第 六 章 8 2 中 ， 我 们 引进 了 刻 映射 的 撤 念 ， 将 这 一 概念 用 
王 钱 性 算 子 了 ， 恒 得 到 赣 算 子 梳 念 . Ww T Hid ESSE vl 
赋 范 线性 空间 吾 的 线性 算 子 ,如果 了 是 双 上 映射 ， 则 了 的 逆 酉 射 
T^ ffe. WR T DATOWYBERT. 57 的 道 算 子 存在 时 , 称 人 是 
可 邀 的 ， 下 面 的 定理 提出 了 了 有 有 界 揽 算 子 的 一 个 重要 条 件 ， 

定理 2.2 ( 逆 算 子 定 理 ) 设 有 界线 性 算 子 了 dGBanachss ja] E 
Bk pe Banach A E; 中 的 某 个 第 二 类 型 的 集 而 且 是 一 对 一 的 , 则 
?存在 有 界 逆 算 学 , 

证 BEH 2.1, THERE £, WRR, 了 是 一 对 一 的 , 故 
人 的 逆 算 于 了 了 OFE 4S BBSILUuRHIT AR. Ep yek, W 
z= AO PATERA A 

IT- 'y] - Isl K[72| — Kiyl. 
wT AF. Wü, 

利用 定理 2.2 可 以 证 明 关 于 范 数 等 价 的 一 个 命题 。 为 此 先 介 
绍 范 数 等 价 的 概念 ， 

B E ARER A, lln itl EELEE LAPTE AE 
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在 正 数 Kr, Ko ETSA 
EE (6) 
对 一 切 z€E 成 立 , 则 称 两 个 苑 数 1.1, 5 T pu 等 价 、 

E RAWE s Ds RETRE CIR TES HL 2-91 i29 COE, 
Fip) E Ti). AURI ST De SPEI, CE ESTO, 
I- 12 $583 E035. 

He iR, TD. CE, plot Banach $E, SE 
3E K EEH EE 有 

lehk irh, (7) 
HDn hi. BEE 1-10 458 G8, otha. 

证 1E LPREMAT, M7 DENS Banach 空 
RICE, [- 18 Banach 空间 (8, 有.) 的 算 子 ,了 显然 是 一 对 一 的 ， 
再 出 17), 了 还 是 有 界 的 ， 由 定理 2. 2，7 BRAT CONES [dL 
存在 EK'0d48|[IehmE ele M 
HORSO n An] D. te Sr, uS, 

2.2 HEREA 

Aot hA f) BOE SOS GEI DE as dh ix ox 
条 曲线 由 平面 上 的 点 (zz)) 组 成 ， 对 一 般 前 线性 算 子 节 可 以 引 | 
和 大 图 象 的 概念 ， 值 得 注音 的 是 , 由 于 一 般 的 线性 算 子 不 一 定 有 界 ， 
因而 不 一 定 有 范 数 , 图 象 就 成 了 一 个 重要 工具 . 

设 ESE,SURLEGEIkTEH. [ESSE 的 直接 和 EDE, WE 
pE, 是 线性 空间 ， 在 EE, FEER: 

æpir] Cae DEEDE). (9) 
FEE Ip pEi, ADE RREO S V D ie o — E ER 
性 空间 ， 

今 设 荆 是 定义 在 吾 的 子 空 间 忌 上 且 值 城 包 含 在 F 中 的 线性 
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TEDE, 中 形 如 
(z, Tz)  (xcD) 

的 元 素 的 全 体 称 为 了 的 图 象 , 记 为 Gr. 

容易 看 出 ,对 任何 线性 算 子 T, Gr 是 EDE, 的 一 个 子 空间 , "E 
襄 以 基 团 的 也 可 以 是 非 也 的 ， 如果 呈 的 图 象 G7 是 EDE, 的 亲子 
空间 , WERT Zap ETE RET es RAET. 

EH 7.3 设 琴 2 都 是 风范 线性 空间 ,TT 是 由 及 和 的 子 空间 DD 
到 | 的 线性 算 子 ， 则 了 为 周 算 子 的 讽 分 必要 素 件 是 对 任意 的 
(e) CD(n-1,2,3,.), Banh, (Tan) dE E, E, pi 80 Mr CT 
z. y, Kl z—- D B. Trey. 

证 充分 性 , 任 取 (z, y) C8 5, WERE (0,) C D(n 5-1, 2, 8, …)， 
使 

{lens Tz,)) -> (x, 9), 

PÆ (unb, (Tr) gy. dp BE, ED, Te=y, Me (x, 一 
(xr, Tx) Gs, RIE Go - Go, T Jj Hr. 


BRIE, (r) C D(r-1,2,8,) E Gu) oz, (Po) y. 这 
Æ rE, yek. 于 是 
(., Trat a, g). 


由 于 Gr HAR Mc C DG 因此 ED, H. Tz-y. IER, 

对 和 于 一 个 给 定 的 线性 算 子 ， 现 在 已 看 三 个 比较 重要 的 概念 : 
连续 性 .有 界 性 及 闭 性 ， 因 连续 性 与 在 界 人 性 等 价 , 故 本 质 上 只 有 两 
个 不 同 的 概念 : 有 界 性 与 闲 性 ， 有 界 性 与 闲 性 既 有 区 别 又 有 联系 . 
有 界线 性 全 于 不 一 定 闭 ， 闲 戟 性 分 也 不 一 定 有 界 ， 因 此 我 们 契 
问 ， 有 界线 性 算 子 何 时 是 六 的 : 逆 算 子 何 时 臣 丰 办 的? 

利用 定理 2.3 可 以 证 明 ， 由 赋 范 线性 空间 的 子 空间 品 到 赋 
范 线 性 空间 BB 的 有 界 钱 性 算 了 是 闭 算 了 的 充分 必要 条 件 是 其 定 
XGRDONEGTIEE]. dio GEMBQQA, BAAL. 
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下 面 的 定理 3.4 则 回答 了 第 二 个 问题 ， 刀 曾 算 子 何 了 时 是 有 界 
i. 
定理 2,4 (HERE) ik? A gBBanachze[s8] E Zl Banach 
空间 E, HHF, WTHR. 
dr A E, E, 都 是 Banach 空间 , 于 是 EDE, 也 Banach % 
B orb iro d PH 3X (90 EN, AF Ge EEDE, m: B], I Gr 也 
是 Banach 空 间 ， 现 在 定义 由 Gr HEMET T. 
f(x, Tz) =g. 
TEES, T 是 Ge 到 召 上 的 一 对 一 的 线性 算 子 ， 首 先 ,多 显然 是 
EREHE ARM, Ait Ta, Tz) 一 0 出 定义 可 知 z= 册 于 是 
T6 —0, $k (z, Tz) = (09, 从. 这 表明 全 是 一 对 一 的 ， 
再 由 
[f (6, PO = pelate] ETe] HG, Te) 
"jn, T cg. 
由 定理 2. 2, T ACER Ce TU. CEROHE- cB, 由 
(x, Ta) =P le 
有 
te Tolsiř ijel. 
因此 更 有 - 
入 有 
T XH. Wh, 
定理 2.4 比较 重要 ， 因 为 它 将 判断 算 子 是 否 有 办 转化 为 判断 
算 子 是 否 闲 , 这 在 不 少 情况 下 比较 方便 . 
但 是 ， 如 果 闲 算 子 的 定义 域 仅 仅 是 Banach 空间 的 一 个 子 空 
H, IER- XE SC. 
91 考察 微分 算 子 T=， 它 是 定义 在 C[a, 8] 内 具有 连续 
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导数 前 函数 类 C, 上 而 值 域 包 含 在 Ca, 妇 中 的 线性 算 子 . 现在 利 
用 定理 2. 3 证 明代 是 闲 算 子 ， 设 {zo} CO! BAECDa, bh (,) c, 
{Pey 局 时 成 立 ， 第 二 个 极限 实际 E ddr (2) 3 (09702). 
Fi JE FACIT] (ns OARE RAE, (03-9 — RECAP. E) X 
OMETTLSLECNTOEUCETEITIZOERREMORTIOS 
网 此 zEO' HO Tr—y, 出 定理 2.3 可 bn TEAVET. DAMEA 
EATER, 因此 T 是 无 界 闵 算 子 ， 


$3 共鸣 定理 及 其 应 用 


3.1 共鸣 定理 

早 在 放 芋 分 析 形 成 一 门 独立 的 学 科 之 前 ， 在 古 时 分 析 的 很 多 
方面 , 例如 19 Ht hett Fourier 级 数 的 研究 , 20 世纪 初 对 级 数 
求 租 法 , 播 值 问题 以 及 关 王 种 种 机 械 求 积 公 式 的 收 化 考 的 研究 , 稍 
后 , ATRA BEARES AIAS E, 都 发 现 了 站 了 胸 定理 的 一 些 
特殊 情形 ”因此 可 以 设想 这 些 特殊 情形 可 以 统一 成 一 个 一 般 的 定 
W, 1927 年 , Banach 与 Steinhaus +A H1 T 3X 4e E PB, 

X 3.1 设 吾 为 线性 空间 ,? 为 定妆 在 吾 上 的 证 国 ， 如 果 对 
EER v, 9CE, 有 

patrem + pO, 
则 称 了 2 为 次 可 加 的 , An3ESE f£ X609 Scr a0 以 及 任 总 的 +EB, 有 
paz) 一 akz)， — 

iEn. ME 

显然 范 数 是 Minkowski Z, J& 7 Hj^R — XE. Rp HG, 
Minkowski 证 本 是 线性 拓扑 空间 中 的 概念 ， 这 里 为 了 方便 借用 了 
这 一 名 称 , ETHAN, 希 污 者 证 意 。 
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定 建 3. 1 { 闪 鸣 定理 ) 设 17.) (gE.x) 是 定义 在 Bansch 空 
E. E. TERE E EG TEX BIE: th 8948 FF RECTE 
族 , 如 时 对 每 个 ICE, 

supii Tarj) «eo, e», 
BHI T) (aC an AR. 
证 令 
p(z) = sup(]Zaa]]. (2) 
Hi CD ng, p» TeSETP EE E-3bsh4 EREA A TAEA: 
1" Hi a, p(az)—lalp(). TROU, P EEN A 
2* p 是 次 二 如 的 ， 
性 质 1" 是 显然 的 、 现 站 证 性 质 2*?， 由 
Pz) sup{IT.(z y) [supii Tani + Hug 


«sup(]T.xp Tsupü Tayi =p) tB, 
可 生性 质 2* oa. DE p EEEE D89—TMinkowskiiz t, 
BE HE- A EA pT psp: 
3* 对 任何 实数 R0, (aip KEE E HA R. 
RIII P Pg AZ 
(eip k) = BEES 
其 实 , 出 (2) vt, X1 [£2 E RE-- uar OR 
pO IT. 
因此 当 z 满足 不 每 式 pæ) k H, A ODD at duo ) Tue E 8k 
位 和 人 A} (n UTE E 
对 一 切 gE 成 立 ， 于 是 
(rpi aA p zT al). 
反之 ; 设 对 一 切 Ed, A j Tar] se, HCPA paak, E 
156 » 


PAD S) te: Pela. 
BREED BOO TL ES, ia Talki EE p 3 pu, 
fE Arc AE, (ip GO sCEHBUR E a8] i, 性质 3° 成 立 ， 

记 Mi= (tp) «T) XU. EOS EL AAT HT pibe RA TR 
fÈ, fk E= UEA 由 于 至 是 第 二 类 型 的 集 , LM pA AE fU 
如 说 M, T 中 的 某 个 闭 球 QG ro = (2: |] x rlan P8885. 
XS £I 是 闭 集 ,页 MID QGu r9). 

任 取 2€ 8, 7-6, WE as EL n-p 均 属 于 Qr), Elk 
更 属于 Ma HE 


pf ot? FT e 2( pl zo— 于 The 


由 性质 1, XPÍÉ B CE, p(—32)—»(z), Wb (m )= 


a (A05) =a (E d doy Ts] 


" "I 
T [E 


«(it a yer e <2 
最 后 仍 四 性 质 1*, 有 
JOE Iz] | GE E). 
因此 对 一 切 aus, 
[TxE] Gen. 


MESS URDHER. JEE, 


HALIER, 我 们 称 有 界线 性 算 子 族 {TD。) (a€ t) — 908 
4 了 57 。 


LO db BUS UE RUIT, HH (Tuo (aal) HAN zE 的 有 界 性 可 
DARE CT: (aad) 5 HE BEIS E BL XC 称 为 二 致 有 
JEM (kpk Banach -SteinhanszE BB), 

SLE RI EAE ZP ETE TA 9E aam F S 1h 
关于 算 子 列强 收 误 的 定 3L, VE TL T,E 8 (E, E) n —1,2,3, 2,48 
对 每 个 z€E, 

lim| Tus — Te] =0, 


Risk PO RATT. AL EPET- PB SR OE, 主要 问题 是 :; 

1” 强 收敛 的 算 子 列 是 否 一 至 有 界 ? 算 子 列 满 足 什么 条 件 时 是 
sn Sx hse 

2 SHO,E)GESCERDRE SES TETZA EE, 3 
对 每 个 xEB, (Tuc) Æ Ev 中 的 基本 点 列 ， 是 否 存 在 TC (ELE), 
使 得 {Tw} 强 收敛 于 To 

现在 先 回答 第 一 个 问题 . 

定理 3.2 设 {T,} (n=1,2,3,…) 是 由 Banach 空间 如 到 Ba- 
nach 空间 如; 的 有 界线 性 算 子 列 ， 则 {7T,} 强 收 人 证 于 茶 一 算 子 
TE 48 (E,E) B336 2 D ES CE: 

G) (T, (121,2,8, 0 — B0B DIG 

GD FEE DAT WEE E 9, 使 得 对 一 切 xzEG, (Tar) ØE, 
rp ics. 

24 (D, G) MERE (7) ORRAT T HARME: 


1 入 mil. (3) 


证 URHE RITARA TET T, 则 对 每 个 EE, {T.r} 
有 界 , 由 定理 3. 1, (TJ — SUR AE, CC Rr. EFOD, RER 
G=E EAER, 


+ J58“ 


充分 性 BOO —30N X, E36 M0, BBC 
5—-1,2,3,--, "HIT. IM. ER SEE, HT GEE TAE, H F 
任 给 的 6770, FE y€G, tÈ 
Iz— i. 
AGD, UDuy de E pl 8e, FE NL0, BE fO] UIN 
以 及 任意 的 自然 多 有 有 


[Tuy Tan] x 


F 
| 了 一 人 下 
十 [7,..3— Tayi 二 Ty 一 人 ,x 
£ & € 
<Mg ty tH sa E, 
页 { 中 是 加 中 的 基本 点 列 ， 由 于 吾 : vm 4p. SE(T.e) dk EQcp d 
$t, dd 


Tz — limus (zc E). 
M) T 3HE£— z€ 吾 有 定义 且 它 的 慎 域 包含 在 c. Bora. 
HERE F E: BgETEROD, MT ALibiH EG E 的 线性 算 子 ， 再 
由 . 
[721 — mE T,21 = im] Tel 
«lim (T, Web = (imiz le] 


可 知 ,了 有 界 且 
IT] slm EAR 


kra 


因此 (3 成立， 最 后 , 根据 算 子 列强 收敛 的 定义 可 知 , (Ta) 8B 9 
FT. uH, 
» 71539 9 


注 定理 3.32 的 充分 性 部 分 设 有 用 到 此 柄 定理 ， 因 而 只 需要 
HEE EBR aN. 

在 8I 中 ,我 们 曾经 证 明 当 盏 完备 时 ,线性 算 子 空间 鹏 ( 叫 E) 
PEAK MESAER E, E. BA, DE,E) 
ST 9i gi ERA COL m e fEREISSUDBE ARH N 
EEE TATATAK S8 B9 — 7 [RET 

定理 3.3 j& E,E, 都 是 Banach $6, RIZ (E, E) 在 算 子 列 
SA SCEENCN Sedi. 

证 W(T)CASGO,E)(—21,2,3,2 E -HEHARMECBCE I, 
对 每 个 rEg, (Tar) 是 E, 中 的 基 林 点 列 , 我 们 证 明 UP) 59 cet 

国 {7"z} 是 基本 点 列 , To AR h EG ERAT) 
SCHO. hFE, Æ Banach 空间 , MO ART CE, {Tar} tE E rh 
Mer, CPGE T BUB HB 3.2 rn A OO, GD RC UT ea F 
某 :~ 有 界线 性 算 子 TEA, E). iX XE UD AE, EDER T 3 
政和 化 意义 下 完备 、 证 毕 , 

我 们 应 当 广 意 , 在 共鸣 定 烹 ， 定 理 3.2 及 定理 3. 3 p, X pex 
间 E, ,的 假定 彼此 不 同 ， 在 共鸣 定理 中 , 需 盆 定 吾 是 Banach 空 
六 ,在 定理 3.2 的 充分 性 部 分 中 ,各 限定 E; 是 Banach 22i, iik 
必要 性 部 分 中 ， 需 假定 如 中 Banach 空间 ， 在 定理 3.3 «pu 38 
4E E, E, 都 是 Banach 空间 ， 

3.2 共鸣 定理 的 应 十 

作为 兵 鸡 定理 的 应 用 , 我 们 介绍 几 个 实例 ,它们 都 是 共鸣 定理 
或 它 的 敢 否 使 题 在 各 个 不 同 问题 上 的 特 珠 形式 . 

例 1 Fo'rier 级 数 的 发 散 问 题 $ C2, 为 定义 在 实 加 上 以 
2s 为 局 期 的 实 导 期 连续 国 获 组 成 的 集 , 在 C», 中 定 文 范 数 于 下 ， 

Jri = Bay. de()] | (G€01). 
Wl Ca 是 一 个 Banach 2 iN. 
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NE rCC. Bj Fourier 44 $y 
dat NT (nacoskt L b,sin Ei). 
2 ren 

E AA, ERI Eo 2-01 ms 0X9 


in as > (Carcoskt + b sink) 


"EM 
pa F " 
- zs) La Xlesk(s- 0 ds 
o Sety) (0 
=| 8) Tls, 
un 2asin -y (s— 1) 


sin( 
令 K.(s, t) = 一 一 一 一 一 
Za sin 36-0 


p 


我 们 的 月 的 是 证 明 : HEU LEL], C, 中 必 有 函数 
v(/),"EBRy Fourier 级 数 在 £o XR. H Co. h B A HO DA 2r 
为 周期 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 to=0. 对 每 个 n, 作 €; 上 的 线性 证 抑 


AORN £(s)K.(s,0)ds. 


由 区 ,8,0) 一 如 -十 二 SNeoshs 可 知 ,Ka(s,0) 是 连续 的 ,因此 f 
kal 
有 界 ， 利 用 $ 1. 1 BUT 中 求 连续 函数 空间 CCa, b] 上 积分 算 子 范 
数 的 方法 可 以 证 遇 : 
MISLEUI 
现在 估计 积分 | Ks Olds. edel 


* igl- 


[xs, 00 10s= | [Kales0) las 


1 
"n 
24 lo sin ls 
2 | 
1 =fn a 
zig” un(e teeta) 1 n] sina y 
72x s/2 xl. u 
由 于 


put | sina] du— 5 pe 1sinul gy 
8 u begt s u 


$n Gc De 3h 2 
L5. 1 | inulduc Ws 2 
二 | sinu [du TD 


Ifal= | 1 Eas, 0) lads->o0. 
由 定理 3. 2, 至 少 存在 某 个 函数 0&0 使 {f(z0)) 发 数 .由 所 的 定 
义 可 知 , fo(0) 的 Fourier RRE £0 RY, 

例 2( 机 要 求 积 公式 的 收效 问题 ) 设 fE0[0,1]， 我 们 的 目 
的 是 计算 积分 | Od RR REDRA ERR, 因此 
往往 只 能 求 近似 值 。 取 [0, Ihi 

OKIP cip cec? x, 


MADIO APAA [Toa london s 
FII 


Auamaspe| ios (机 禄 求 积 公式 )， (4) 


k= 


» 1627 


其 中 APP (5:0, 1, 0 AE BERE BS, 我们 选择 4 知 使 (全 式 对 一 切 次 
Sen 的 多 项 式 精 确 成 立 ， yg HRS CHATA, l, i, i, ttg i" 成 
3r, VATI LRA, 现在 的 问题 是 ,对 一 切 SECCO, 1 是 否 都 有 


SP Ai» —| fcoat. (5) 


由 定理 3.2 可 以 证 明 ; (50 残 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 止 数 
型, 使 得 对 一 切 生 有 


之 APEM. (8) 
为 此 , 我 们 先 作 C[0, 1] LRA RREZ Fa: 
FG) uar) AP, 
则 ,的 范 数 请 足 
IFJe 22141. 0) 
其 实 , 对 任 一 fe C[0, 二 ,有 


|n 
[Ff)|= Sm A 
=ù 


| 


{È | AP? | yn. 


[F.A (8) 
k-ü 


3-7 Tb ERES n 1 2 3,…)， 可 取 区 间 F0, 1] EAE 
faio ti 

[f] 1, fe (49) —sgnA; — (&—0,1,2,-,2), 
于 是 
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a 


Fa IF Cf) = EA, (9) 


ka 
H (8), {9) SER (D, 
REFEROHET AER, WEAF f€CDO,1], 
(35 成立 ,由 定理 3. 2, {F -RA RR, Nep de MO, Ea DJ 
R [EEM RER. 反之, 如果 {全 成 立 ， 则 对 每 个 多 项 式 
POLARE nKCE pCOPQXESG EL 


” rt 
2ipUP)APT| pt, 
i= 29 


故 lim Pop 429) Af | pg 


morwELD E. 


注意 到 多 项 式 的 全 体 在 C[0, 1] PAR, 由 定理 3.2 可 知 (5) 成立 . 
Bi 3(Lagracge 揪 信 公式 的 发 歼 上 问题) 31.1 例 5 中 已 经 指 
出 ,由 Lagearge 猛 值 多 项 式 可 以 引进 有 界线 性 算 子 Da: 


y= L,z:y(2D 一 DOGOÓQQ), 
&-i 
E Mamas S, a0 l. 
ALED pg 


ERNOD (MID BAEN LRA P, He] 
>00 (n->00) ,由 定理 3. 2, C a, b ] i 3g AT dk — " E ER C BE Lar 
P101 

1E 82,8 8 中 ， 我 们 研究 了 Banach 空间 中 的 几 条 基本 定理， 
Banach 开 映射 定理 及 其 畦 例 Banach 逆 算 子 定理 ， 闪 鸣 定 理 , 此 
外 还 介绍 了 Banach 逆 算 子 定理 的 一 个 重要 应 用 一 闭 图 象 定 
理 . 希望 读者 注意 : 
= i64" 


1° Banach FREM (AREH Banach ETE TE 

. HEUSQEESDLE M pEi Uu a E Ao Ein f 
Banach Zr RETE 在 及 省 界线 性 泛 光 理论 中 的 茜 本 定理 . 
通常 称 为 三 大 此 木 定理 或 基本 原理 .它们 有 符 广 泛 的 应 用 ; 

2” 无 界线 性 算 闻 无 范 数 可 衣 , 于 泪 图 惑 就 成 了 研究 无 界线 性 
算 子 的 一 个 重要 工具 ， 汀 用 图 农 ， 我 们 引进 了 闭 算 子 的 概念 ， 有 
界线 性 算 了 于 无疑 吓 REEDAS. HA PIERA TRE 
算 子 之 后 为 一 类 重要 的 线 仔 算 子 ; 

3” 闭 和 性 与 有 界 性 赴 岷 有 区 列 又 有 联系 的 两 个 重要 车 念 ,在 一 
定 条 件 下 它们 相互 转化 ， 其 中 又 以 闲 世良 定 理 汶 主要 方 而 ， 它 提 

供 了 一 个 简洁 而 又 有 用 的 别 咖 淮 则 ， 依 所 这 条 准则 ， 在 一 定 积 件 
下 , 半 算 子 转化 为 有 界线 性 生子 ; 

4 ”在 学 习 这 两 节 针 ,Banaeh 空间 的 完备 性 是 一 个 经 常 起 作 

用 的 因素 , 离开 了 它 , 有 的 结论 就 不 再 成 立 , 希望 读者 蛙 别 注意 . 


$4 有 界线 性 泛 函 


在 8I 中 ,我 信号 [ 进 了 线性 算 子 与 有 界线 性 算 了 予 的 概念 ， 作 为 
BERL MA Rt ASAR AERAR S. EA EAA A 
1k. RE DREZR PETE ARAA R E AAE UE, Sik, 还 不 
知道 尾 一 含有 非 零 元 素 的 赋 范 线性 空间 召开 是 下 一 定 存 在 非 零 有 
FERTEL HEZA aa HATEHA T A EAE 
dmik -EAE RARE. XX DARRERE EAR ER 
苦 干 推论 ， 

4i BANI 

i ELE E Jode 23 kx TE E PRN G1, 9。 上 的 
RTEZ tA, RREA FT ARTE: 
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1* GGG; 
2* XHMf£—zCG,.fi)—RhG) Wi fs 是 请 在 上 的 一 
TE. 
定理 4.1 jfa ARAA EFR, f 是 定义 在 GG 上 
WT i£ REIR HS, pÆ ENEL Minkowski zE HB. [Ep 
FA 
fip) 0Og—9:—0), 
则 必 存 在 定义 在 召 上 的 实 线性 泛 函 P. 使 得 
) NEG a€G Bi, Flr) - fir), Bl FR fE EBS—^ 8E d8; 
Gi) 34 rER Bp, For) pr). 
WE 不 妨 设 和 所 如 TEHOXQCENG. A G. 是 弛 与 种 张 成 的 子 
2E TBI: 
G= {arit 2:00am dco, zc. 
对 任何 ,x”"EG, 有 
rE CHO Emn EC -fG'"'—a')spG'—z) 
. EC 
rid =pl r-r) —f G0) xaG' r) S a). 
s.a" EG BEER TC 
c'=sup{—p(—a'— z) —f()) 
xc" — inf (» (x Ez) — f (z7)]. 


HER e Mig c'scescc", (E C, EXE X E S 如 下 : 
f'(amax,--a)-— ae f(r) (€). (1) 
BUT nEG, lur p dee RTE AR Rar dr SD A, 因此 (1) 
WE— HBE TERTERA 's MEEN, SHE artEa, E 
f'Cax, -F 2) s&p taiar). (2 
zi a=0, 则 无 需 证 ， 车 aL—0, H c 的 取 靶 , 有 
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cs A MALRA lins rinde. ME M rara i-i, Er e 


eot ir (p(z" 4-2, —J (zx )) sp (Z + w) i) 


[64 
& IUOS 
WiL SELA o, 可 得 
ac H FCT JAP (uri). 
+F a0, RIPE 


A 
于 是 (E) 2-2) 


P MIIR EE a, 可 得 
ac d fir)y«p(xr ta). 


RIED RY. 
LEG TEUEE D,E f 160. f —A dn BR ERER). 
用 实 RR f | 
F(z)«p) 
的 延 拓 五 的 金 体 ,在 上 述 不 等 式 中 ,+ 属 TF 的 定义 域 Dr. 由 于 我 们 
比 经 证 明了 可 延 拓 于 G EE WERL C M STET, (c S9 中 规定 如 
FÉ: aH PEF, EF. F 的 延 拓 ， 则 称 ;在 FF 之 后 记 为 
FP 属于 是 当成 为 一 个 华 序 集 ， 设 型 是 匀 的 一 个 全 序 子 集 , 令 


p= |] Dr, 
FEM 
ED HEXER p MmT HERED, MeV RTET Dr， 对 此 等 
z, 令 
PT) FG. 


出 于 型 ERITI, OK e ELD Ay X EROS - Ut Doe ETE ER HL. 
满足 
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e(r)«pG) EB). 
pA By-—RMda. mpor. gp 还 是 OMA UEWU TE 
F 满足 第 一 之 Zorn RRt d F dU AC. RP F.xe o 
—^-B SE. Südrdr B] Fur WM D —E. RRE, Muere 
&,€ END, di E, WA Dro Huzd IR IHLL RE Fo REESE E, 上 
iq ge F, BETER 
Fix p) 

Zj E CE 成 立 ， 因 此 FAC. Fi XEPGÉU— T nH F Fo 
与 F RAET EDren E. JE Fo Æ FE be AE 
HE Perya (xEB)， 证 毕 . 

4,2 Hahn-Banach 定理 

BUTE4 T 3 B 3: EE, AWEH P S5 LRL 

9]38 Wb f REEIDHEUESB E EEUEARUEIUS, F v9) 
—Ref(r) (H-A sCE),Wj p 3E E EIS EXHI ES Hd: 所 
谓 实 线性 , SR BRA Imee h, XE TE fup 3E HR oH e n0 maple), 
H 

f(x)—g(x)—ip(iz), [ft = Jeh (3) 

证 dE f(G)—g(G)bis(n) xx B oo Gods IO) 

的 实 部 与 虚 部 ， 显 然 p y E) E LDBSSCIRTRILEA. HA. 
ipeQGr) mr i$(z)]—-if(z) = = Pr) tipli), 
可 得 par) = plr), RA a= plet ipaha an, (9) 
FTE. EXUEuEBIQ) AX PM CNGS. H 
lop) | I) Ii (€E, 
可 知 , gp AREIS h IES E H CE, Wawki IO) 
的 辐 角 , 十 是 了 le 2) JE LX, E F(e e) m p(e r. d 
fr) — je “f(r)! = if Cee) | 
=|ple 2) iiielizi, 
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Hz dft DeL O 中 第 二 个 等 基 成立 ， 证 毕 ， 
ERA ROP VD ES EU, Wik PERRIRDU — iil TR ERA 9T 
以 是 实 空间 也 可 以 是 复 空 间 ， 现 在 我 们 仿 遵 循 这 一 约定 . 
定理 4.2 iG Ets iktkuse] EByY xx f REX EG E 
58 S ERTETE ER, NJ f ECARESOSUECT-E E EGGS REC x, Bd 
EENE EHRT RTEZ F FESR: 
() XHf£— 2€ 0, FG) f(x) 
QD. [Fol 7 lf La, 3& EE Lf ER f. FACEA FE SR 1EZE iR 
的 范 数 . 
证 REEE Metia, H3, 
f(x) gle) i i) GEG). 
因此 只 需 讨 论 REH. E, IRT G Eek PETRI, 
me WikSEG EI AXÓ&UEERHO 4 
px) Hfielz] (zc E). 
Wj p EEEE kA Minkowski zz &£ H 24 rEg kf 
pE SK] olei 2G). (4) 
Ak p.p EER 4,1 的 条 件 ， 半 古 可 以 将 pp 延 拓 成 定义 在 整个 吾 
ERO SER HELLO go 且 对 任 一 EE, A eu (r)mp QR) X4 
PT) = palt) iplis}. 
以 下 证 明 便 是 满足 定理 中 人 外 、( 记 两 个 条 件 的 有 界线 性 泛 
ER. E, ERI EE E 
Fy(iz) — plir) —$9y(—2) 
= pliz) cip) 
=i pkr} ie, lir) ]- iF (n). 
再 由 F 的 实 线 性 ( 因 go 实 线性 ), 对 任何 复 煞 a= a tia, 有 
Falar) = Fy(aa- idie) 
—a Far) 
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—af Tie -aFG). 
Ae Po 是 定 文 在 吾 于 的 线性 攻 师 ， 其 次 , 当 2EG 时 ,有 
Fi) plr) ipili) = pl ipli sh 
ik F E S EE ER Att. 
最 后 证 明 o 有 界 生 Hl 二 1f1e。， 为 此 先 证 明 ] ie. 因 
为 po Ep E m, Aeleel-]eie Hi5T88, fple= ifle Bist 
lestmiflde 另 一 方面 ,由 ecr)spG-- UICE 成 立 , 有 
| of ZJ — paler) rer) = | fle leri =i fleiri (5) 
Hd 2 二 1 或 一 1 视 go{7) 守 0 或 plt) HE. IR COO DAD, | qo1 
«fle. Bises = 和 je， 由 Fe 的 定 尺 及 引 理 可 知 ，Fo ARH 
MU pos. IF]. 
这 样 , 我 们 恒 证 明了 F 满足 定理 中 的 心 、《ii 丙 个 条 件 . 证 
HB, 
定理 4. 2 有 不 少 重要 的 推论 ,现在 逐一 加 以 讨论 . 
推理 1 设 吾 是 赋 范 线性 空间 ,了 关 { 昌 ， 则 对 尾 一 nCE, Æ 
3E E ERBEUSSEHUMENRGE f dk 
lfi-1 fixo) = fzo] (6) 
证 不 站 说 nt 令 G= {ar}, Heh a BORSSDÉ kR REC 
域 . EG LEXE f; 
fiare) — az, [. 
了 显然 请 足 (5) 中 第 二 个 等 式 对 任 一 + 一 wxo， 有 |ftx)| = |a] zi 
—]anl-izl,2Ó fo n3 HIfle—l REA 4-2, 了 可 以 延 折 到 整 
个 召 上 且 保 持 范 数 不 变 。 为 简单 超 见 ， 将 廷 拓 后 的 泛 通 仍 记 为 记 
M FEO HARA, EH, 
由 推论 L, 可 以 看 出 : 
1” 对 任何 赋 范 线性 空间 E, H ES(0, VEE EEE” H 
JEFA RRE ER 
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a. 
i EE MER Dn. S. 


2^ 如果 对 于 是 上 的 EARE A f, fo00, WI 
ro 一 日 
由 2 为 了 判断 召 中 的 元 x ECET, RERNE ER- 
切 有 界线 性 证 国 上 对 mm 作用 后 是 否 为 零 就 行 了 ， 
推论 2 设 G 是 赋 范 线性 空间 必 的 子 空间 , vC E, S 
P (Gro, G) = inf [zo —2] — 870, 
WEEE EHARA f, fs 
[fl f(x) 一 二 而 对 ze f(2)—0. 0 
证 令 
G,—Ííamn--zira€K, EG} 
则 C, 为 吾 的 子 空间 , 再 令 
Fiar ta) a, 
那么 是 鸟 上 的 线性 江 函 满足 ; 
f(e) =l; 对 4EG,f(7)=D. 
注意 到 当 «40 hh, 
[arta] = ja] 
当 “一 0 ih, LATEA Ri. i 
|f Car ta) | — aj dans hs 


因此 了 有 界 且 


xi. 
toti lao 
tx lato, 


Lf To, - (8) 
P- Hm, Ri EG (— 1,2, 3, , f [4 — r -> 于 是 
Ifi gi | To— r: |f ita Ead) |= if Cro) |=1, 
ák luz. 4 7 一 co, 得 着 
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1 
[flo 23 (9) 


由 (8) 及 (9), Ifl. SB 4.2, f LAG SIE E LH. 
RHEEDE ENMIA A R JRE. WER, 
在 推论 3 h, ES fo of MIU I- 1 fiG0c6, 于 是 推论 2 
又 可 改写 成 ; 
推论 3 设 G 是 贱 范 线性 空间 万 的 子 空间 ，xt& 尿 藻 
p (5, G) = inf jzo 一 可 一 >0， 


则 存在 妃 上 的 有 界线 性 泛 郧 请, 使 
flo LfiGO =é, BERE a€G, F2) 0. 

利用 推论 2 (或 推论 9) 可 以 导出 下 列 结论 : 

1 a€OHDUEDIMEGHRXALE LE dije fG) 一 0(zEG) 
的 有 界线 性 泛 函 PU FO =0; 

必要 性 是 显然 的 ， 完 分 性 由 推论 2( 或 扒 论 3) 立即 导出 ， 因 
此 ， 为 了 判别 二 中 的 元 加 是 省 属于 节 ， 只 要 判别 上 一 切 满足 
f(z) =0(zEG) 的 有 界线 性 泛 栈 f, 4 zo 作用 是 否 仍 等 于 零 就 
行 了 ; 

2。 WnCE A REIS A-T48s W r 可 以 用 4 中 的 元 素 的 
oL LEE NB E UTE o RU PRAE LT. -有 办 
REER Po FG) S0 GE 4 时 ,有 Fia) 9. 

Xx, BACK AGEMVTONEL, M ro 二 以 用 形 如 六 ”cuzs 


k=l 
(EA, c Gi E51, Zen 2,n 为 任 一 自然 数 ) 的 元 以 任意 的 精 
MEERA A 村 条 作 是 zeEC， 再 由 性 质 王 可 知性 质 27 
成 这 ， 
性 质 2* ARIER T D AED SEE fige: HA P DU oC B £x 
'170* 


性 组 人 台 忆 任 意 的 精确 度 腺 这 的 浊 刚 法 ,这 在 表征 伦 中 呈 党 用 的 . 

现在 再 束 讨 论 定 理 4 232， 从艺 的 证 明 过 程 容易 看 出 ,了 满足 定 
理 中 的 条 件 G), GD B 46a — EE, fj DE n, LS 3L e 
有 趣 的 结果 ， 

BE BRR rco 

jæ] =- [& E | £si 
组 成 的 Banach sia, DGA RE nik h jie 4$ G4 R 中 形 如 
(Eo 001m ERR Fonsi, EG LES AI REZA f: 
fix-£& (EG), 
AXA[fle-l. ÆRA Ejo a1 的 数 a, MEN R^ 二 的 有 界线 性 
TA PF. 
Fa(r)= taf (r= (En ÉDER’. 
EN F.E f EK HIFR pS, XA 
IF Sl lel li S l= el, 

A FIL CFGEDIF.DI—1. E E F ET dn LEI 
—[fle, BEAR ds D) ARRE ARA, — MEHR, CNN 
ZEE RI ME n ARARE — MA ESL TEL SR S P T SS, 

其 次 , WERE REA E PH 4.2 pp RIGO, MaA 
方式 可 以 任意 ， 例 如 在 上 例 中 ， 证 为 任 一 给 定 的 数 , 则 FL 525 
了 的 一 个 延 拓 , 但 不 一 定 保持 范 数 不 变 ， 


85 共 钱 空间 ， 共 力 算 子 


5.1 dt$gzeisl | 
在 8 2 中 , RIBAR LB, JA IHREIEER TESI] E SUD —A- MR 
范 线性 空间 Es 的 外 部 有 界线 休息 了 构成 的 集合 OE ED uz x 
了 线性 运算 并 赋 以 范 数 后 , 它 就 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 当 ELE 
* [735 


Ait GOEQE,) 5248, 现在 设 ES-K, MARE L4DikIPIE 
RAAHE. 

XX 5.1 $&E L'a5 EU FRISAIETERUDBE AR MIBE E 
T6 3E BEBO RR Y EX E LED 29 9 dc e s 8], 记 为 8*. 

HE’ E= AE, K), h TEZA, dk 如 也 完备 ， 因 此 
E* 为 Banach ZEL 2538 38 8 Uu, RAEE Fikia hE 
HAREAREN. WAS R.feEt, BER 1.5 中 的 一 般 定 义 ， 
XHÉ— € E, 

Gic fo) fiio fitt (DG) afi a) 

范 数 则 由 下 式 给 出 ; 


Hlc fz a? 
由 于 B+ p ENERUAMEUR IB] 实际 上 是 Banach 空间 )， 因 此 
Pr URREAN IOS Bh FI MER VUL E, f 


SAri ha H 


"- 

现在 来 考察 已 与 B** (XR. WESCE, JEE, TA Jr) ks 
(或 复数。 原来 的 观点 是 ， 沁 了 范 了 是 给 定 的， 着 Y ERE Y 
36, 现在 反 过 来 ,让 x 固定 而 让 f MOS E", XXDBPÍODRURTOE X 
在 ?上 的 一 个 泛 函 , 记 为 J， 于 是 对 任 一 EB*, 有 

JP) = Gy. 
由 (DD) 可知, Je EREN, D LO 可 知 
II ADIZIO, 

Ee JAR. de Je AEVO, BETA ET ZEB, 这 个 结 
RERI KARLE S ade AtS HETA: 

1° 映射 是 线性 的 , 即 
a 1745 


和 
其 实 , IE JEE, A 
Jarn PSF Et E E Sda O e) 
= (Ja, HFa) P); 
Jas) 7 f(x) —af(t)- aJ. (), 
UJ /EB* 是 任意 的 , 改 
A 
2” 映射 是 等 距 的 , 因此 是 一 对 一 的 . 
其 实 , 对 任 一 fEE*SY 
[J [— HL fCGro s fed TFT, 
ldsi 56-4 5WLOW-T BB x, 存 在 fSOET 使 
iff=1, flH [a], 
TE Mel = lo lS ADS Il 
iik lJa l = fæl- 
根据 以 bie. Jå $i Pl E** 中 的 - A BISITISIAT 
EADAE 当 了 十 lr AER; m JO) —E** pp, 3g E RE 
AERA. 
我 们 应 可 以 从 另外 的 角度 来 看 待 严 与 Br** 之 间 的 关系 ; 由 
1" 2° wpAn, RA AAR M PAARE EU uz 
E. BIJEZE-E*', WEE JE E LIC RHHI, 
值得 注意 的 是 ， 以 上 两 种 外 理 加 与 下 ix* 之 问 英 系 的 方 靶 并 无 
本 质 的 区 别 ， 因 上 比 , 有 时 使 用 前 者 ， 有 时 全 用 后 者, 一 切 坷 视 情况 
MEHE LARE RADERA. 为 明确 起 见 ， 鞠 假定 所 
讨论 的 空间 都 站 实 的 ， 对 于 复 空间 的 情形 ， 有 的 与 实 的 情形 完全 


类 似 , 有 的 则 不 然 ， 当 不 完全 类 似 时 , 我 们 将 加 以 说 明 ， 
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定理 SOEC a bI iS A CDaQ b] 上 的 有 
措 线 性 泛 男 ， 则 邦 在 定义 于 [cz | 上 的 圈 变 画 数 o fije 
(2) 


[a,b] 8H 
jz 一 | ztt de(t) 


b b 
B V606)-|fü,ixm V ORR o 在 Ta,5] 上 的 总 变 分 ， 反 之 ,对 
f£— i X eu, b]. E 8 BEL RE RAE v, CO UE SU. a,b 上 的 一 个 


AE. 


证 ELEM ADAF: 
i Pes p Cn bp. 


As , 2254 8b 
因 CCa, 5) L*La, 6 ipfi fl, x ; HEj L^[a,5] EHRT 
范 数 不 变 , EmN F. 今 
v(s) - F (X,). 


b 
FUER e REIS ERG. H. V G0 mif. 其 实 , 取 分 点 
a= Ig TE E LT 


令 
e,—sgn[v(4) —o(4,-0] (一 二 入 2， 


uj 
> EIES —v(t;,. 3] = Selot) =v D] 


ll 


2 CF) - FGG Y F[ Sle xs] 
i= i-1 


«iri[215o.- PE | 


i=l 
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WiFl-Ub [325072,2] 18k 
Sjoel- Sli. 
1-1 


FPE o MEA V c). 
任 取 3€ C[ a, b], Aa 
y = SrOnNLX, Cs) -Xina D 
. FL 


则 
FG) 7 Piso) v(t) (3) 
ia ò= max 1565, ] RD 350 M, Eg 2150, i F iE, 
FG)-F(GD), Wih R-S 积分 ENP 的 定义 ，(3) 的 右边 相 于 
Paten o, me. 
F(z)- | aC£)doC0. 


因 x€OTa, 63, EF (x) - f(22, (D Hir, i 有 -3 积分 的 性 质 , 对 一 
Bj 2€ C[a, b], 


O | f'ecoeco] «tat V o, (0 


5 b b 
A's Vo RREZE Vosifl- Vo. 2 


BRBS SS — dp 2 ES. 
BL. o WX da b] EOS SEHR AR, A 
. 17 


f(z)= | ayt). (5) 


由 五 -积分 的 线性 以 及 不 等 式 (和 ， 等 式 ( 申 确实 定 尖 了 Cla b] 
上 的 一 个 有 界线 性 诈 国 f. 证 毕 , 

一 般 说 , 当 CCa bLA RERA 了 给 定 后 , 满足 (2) 式 的 
EEH o REE. 这 是 因为 在 定义 v 的 过 程 中 , 需要 用 到 ;的 
延 拓 了 ,后 者 一 般 说 不 叭 一, 因此 通过 己 而 得 到 的 ”也 不 瞧 一 ， 为 
了 进一步 研究 CLa,b Inodz Sg zs RI, RICE E EURO 式 的 众多 
BS ER] S ER REGERE AERA XX REPRE DEAE IR ER E 
葬 数 。 称 定义 在 Ca,5j 上 的 图 变 沙 数 ”是 正规 化 的 ,如果 o 满足 

(a) va} 20; (b) 对 gt<b， 有 vf 二 0) 二 vt). 

用 FoLa, 5 表示 定义 在 [a,8] 上 全 部 正规 化 辕 变 函数 构成 的 尝 侣 . 
VoLa, dii HA tS R RELE 25738 75 FRU C £ SES TE. mre dc NU ER 
le] V Wx, Xx v€VoLa, b], PPLE, Vole, blik FOX RE 
定 交 的 线性 运算 与 范 数 是 一 个 Banach 空间 ， 还 可 以 证 明 ， 通 过 
SEXO), Vola, b] 55 CCa, b AHRR NCC, b)" RER. F 
是 我 们 说 CCa, 5 1Bg3E Su ]R] ER Veb], ATED RE, SCA M, 
对 于 读者 来 说 ， 只 需 知道 这 个 结论 就 可 以 了 ! 想 知道 证 及 的 污 虱 ， 
可 参考 12])， 

这 里 还 需要 强调 两 点 : 第 一 ， 从 Va b gj Cla, 5D * B5 
卡 同 构 映 射 并 不 唯一 ， 如 果 用 下 表示 通过 等 式 (2) 而 得 到 的 等 距 
Hi vo f. 出 一 全 也 是 一 个 由 Voa bJa (CCa, 6) * 上 
的 等 距 同 构 上 映射 ， 如 有 果 CEs, bE ER, 则 对 任何 x:0< 委 ca<2m， 
e^ 仍然 是 一 个 由 了 ofe, bJa (CLa,8* Ef] EAE SE; DN 
此 ,第 二 ,我们 总 是 取 册 (C2) 得 到 的 全 作为 所 需要 的 千 耻 同 构 映射 ， 
因此 当 我 们 说 CCa, 5 ]893E e zx] Jk Von, 站 时 ,总 是 措 在 等 距 同 
HRA TELTE. KA R- ARARE AE 
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充分 注意 . 
今后 凡 涉 及 -个 给 定 的 空间 的 兴 饭 空间 的 表示 时 ， 也 者 高 不 
开 一 定 的 等 距 同 构 喘 射 
定理 5.2 Luob)0-cpccoü Hexe LLa, d), 这 里 
1 1 _ 
4 是 p 的 相伴 数 ， 即 少 十 上 一 1 
证 AER ELTA i] A 
foy «coca erra ED (6) 
由 Holder KHR 
oef cora yA f cora)" — e 
可 知 ,了 对 一 切 seLr[a,5] 有 定义 ， 册 (6), 了 是 线性 的 ,理由 (7),f 
FAH 
picil G(r dhe) ). (8) 


\ 

JERS Tiye 了 ， 显 然 全 是 线性 的 ”由 (8) 可 知 ,了 有 界 ， 因 此 了 
EB La b JAL 0) * 中 和 的 有 界线 性 算 子 ， 下 面 证 明 外 是 由 
LCa, BJA CCa, DO)" ER EA ARA. 

先 证 明正 是 一 对 一 的 ， 为 性 只 需 证 明 当 £—0 y5 设 不 
然 , 则 # 汉 9， 于 是 存在 正 数 入 ERRA G OSN MEK 
FẸ. 记 ex 二 {i D m NP 

x, co DESC M Ceni 


0, 当 i€[a, b]Nes- 
TA X.eL'[a,b] 由 


F= | ZAE], TC ar Nmeses t 


可 知 f550. PR. KATEN y— 0, BET E—09— 89. 
其 次 证 明了 ERRI, ij 是 Lr[a,5j 上 任 一 给 定 的 有 界线 
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MERE. ffe Ela bl 4 六, 为 [4,8] AAAA. gls) 
一 了 (Ya 我 们 下 gla, P] ERREA S. 设 0; — Les, E] 
(j21,2,-«,n) At-- EBATE a, b p B SER EP RR PELCURT, 
id e;—sgn'g(t20 — gs) ]. W 


a 


> gE gE) | 2. fg 2-90] 


T 1 


=g] Dey ka) E fM (X 一 2.) 


了 


=|f! (j; PA (E) 一 Lm diy 
n" a 1 1 
(x au mx us 37 
Hà £0, 5 B eff]. "ERSTES nf, 


Dlg) -gll ae. 
451 


Ak g 绝对 连续 . 
4 3()—9 {83)， 由 绝对 连续 区 数 导 数 的 性 质 可 知 ，yEL[a， 
b]. 再 注意 到 Xa 对 等 T€, ik g(a) =f(¥ a? 0. LE 


jas) OL 'xscoscoa. (9) 


r(A EECa b] LAY RAR. iR 508 
ETHER EE raO) YL6 5] EJDP AES T x00. HOA 
了 的 线性 ,得 

Fe) =| za DY) (10) 
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请 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 负 知 以 下 两 个 结论 都 成 立 ; 
{Cy dt COGO wt, 


\L 


Iz eto (f let) Ct) ead Y o, 


在 (10) 中 仿 2-705, f 
f(z)={ eC) ar. (1) 
因此 (6) 对 于 有 有 界 可 测 函 数 成 立 
现在 证 明 ye Los bT, La, 63 上 定义 如 下 的 有 界 可 测 函 数 ; 
tl sgny(t), By) | aN; 
w(t)=} 
AUT pog, Sat) -N, 
RRN GEM, Wey Gt pL 
fa usta | EDSS yea. 


E 方面， 


fg) fly = ux. EA ay 
uu ly Citer Da Y 


一 人 cora y. 


1 


因此 (f, pray sish 
再 令 Noe, flf 
n 
wt (j coran) «t. (12) 


页 y€ L?[ a, b]. 
BELAR), XHE- 26 LoCo DR US. MCa, DNIA 
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FEST WUER CRI (0.02) (0 1,2,8, E 


INDOLIS 
BEx.CO ERA INA SEDI COR. Pern COIA GD 


并 令 noo, 得 
jz)= [aawa 

(6 成 立 ， 以 上 的 论证 表明 ,对 LCa, 站 上 上任 一 给 定 的 有 界线 狂 泛 
ES f, fe veL pa b], lE B CO RS. PLE T AW, 

TEST 0 4 EL 

ah = fl. 3) 

因此 人 起 等 距 的 ， 这 样 我 们 就 证 明了 TP 是 向 L754,5] 到 (Le[o 
bp* Eit —4- HIERO AUS, eR TTL La bI fis i 8 a RD E 
L*[a, 5), 证 毕 . 

同样 应 当 强 调 的 至 , 当 我 们 说 L?[a, 7H d Sir f] La, b] 
Bl, 也 是 指 在 定理 5.2 中 的 等 三 同 构 了 :yf HEURA. 

此 和 外， 我 们 可 以 讨论 LCa, bJ Hem ul, Beg 
5.2, LCa, bn XAR BL LLa, b). 帆 此 可 以 看 出 , LLa, 053 B 
反 空间 (就 是 说 定义 5.1 E HAAI IAE LEa, b] XE 
说 是 满 映射 )、 

当 Dla, 5] 是 复 空间 时 , 定理 5.2 仍 成 立 . 但 和 有 时 我 们 用 如 下 
的 积分 


fo {a(t BI 


来 表示 LCa, 如上 的 有 界线 性 汉 函 ,这 里 zeL?[a, b], y€L"[a, b], 
JO 4.45 "——" Zorn GC, 

关于 La b], IP (1 poc), R^, C^ ldt i as 8], 请 参看 本章 
习题 第 34 题 和 第 42 RE 
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9.2 RRF 
d rit£mzs EASA RER FY mum. Wi Tes, 
E), WT Zur ess ex PER] E SURETEE PEZEIRD 吾 中 的 有 界线 性 
BUE. FEHOIE€E,, WI fOD2) X F zCE ERE, 由 不 等 式 
HETO | MAT ETE a 1 
Han, FOER, BIUDUJEXCT zE 吾 的 一 个 有 界线 性 泛 


f*(z) = f (Ta). (14) 
则 f*CE*,S EAN foe EY hi RE, f'wüdk E pE RR. 
这 表明 我 们 实际 上 建立 了 一 个 由 E13) E* 的 映射 , 这 个 映射 通过 
SRON SERSA igik RARUS T* T E Tf. 
X2 We TUSTBJo UR. 
ANEREN ME ZEE DRE fE 本 ,有 重要 等 式 


Cf) = fO). (15) 
HEREA FEH HEH: 
1” TS ORA T T EAA AT, H 
本 从 (18) 


2° (aT)*—aT*, XX H a 为数 ; 

3° (T,L-T,)*—TTt 十 人 ,这 里 T,, TCR (E, E) 

4* (T,Tj)*- T1Ti, XE TEA, E), TC 8 (E, Ej) Eo 
世 是 赋 范 线性 空间 ， , 

5^ TREER T T* UB CRESCE OTIO, 我 们 将 它 简 记 为 
T** dip EORR E*" 的 子 空 间 , 则 T** 3E T fio ER. 

我 们 只 证 明 性 质 1*,5*， 其 余 的 都 比较 显然 , 留 给 读者 作为 练 
可. 

性 质 工 的 证 明 ”到 的 线性 总 比较 明 ui Bu. 现在 证 明 T* 的 
4S HB OOD,»HE-ICE RE EELA 
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严 - 


[OP* 6» = ITD LETT T Ia]. 
TEUPFISITIIAET, ETER EIT ISIT BEM 4.210 
1 ,对 任 一 zE 有 fICELIE 
foi(T2) =] Tef; 15911. 
故 
[Te] = | fora) | = T FOE 
SUAE pEr LG PTT. 
因 EE E FERIIS CEEUT IS ET h IT] = DT], Q5) RE. 
MER 3° 的 证 明 (DI ICE, miig. FR e Jl. x [E E*U 
中 的 对 应 元 , 则 对 任 一 fEB*, 有 
JP FEE), 
& 
(T**J (GO) — JO D m OI FI) 
=f (Tr) =J ralf). 
因 FEE" TEXERS, 所 以 
T**J.—dr,. (17) 
JB ES E**fr-p- x IBI, 04.0; z NEU Bd m, Jo. 5 TY 应 视 
Ap. TUEGTUOSDELUR T**r= Tr, 这 表明 Tt MD otim. 
ETLER., DGidburecRU4pEBCR FEIERT RECS 
子 的 具体 形式 , 我 们 仅 举 两 例 羽 说 明 其 方法 ， 
便 1 WA-—(mOdEnxmiBpE, XE gulis, 2, j 
=1,2 e mm ERR Fi i RRIT, JARA, BpAEGUTUT 
H n fk Euchd 空间 R^ 到 m 维 实 Euclid 空间 及 * 的 算 子 T. 


y=Tr ny : Desi lj=L 2,«, m), 
- 


其 中 t= (£1, £s, EM EAER”, y= mn, Pa tta n,) ER”, 容 E 证 BH . 
于 是 有 界线 人 性 算 子 。 由 于 Euclid EHR K gm CE 
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习题 第 34 BID, P JEBORC T Hog SCR EA, T* 是 由 及 "到 R 的 有 界 
线性 算 子 。 现 在 求 出 好 的 具体 形式 ， 由 第 34 题 , R" 上 的 每 个 有 
界线 性 证 函 了 可 以 形成 


f) = m, 


ixl 
TX 
(DG) fOsz) = Te Das 
i-1 i=l 
=>, DJ et = Bee (18) 
i j=] Toiv 
B O8) 可 知 ， . 
T* f = (di, di, tts da), 

其 中 


di oes (i112,:, 0). 
me ` i 


这 表 骨 全 * 由 4 的 转 置 第 阵 AT Xon, 
例 2 itEK(, s)Ro EE to HAWAR (GL, ax: 
FEWOE pu 
f | | E (6, 5) 1178 十 oo。 
i T EA EG D HARGAT: 
(rz) - [Ka s)a(s)as (z€L7[a, b). 
EE e 
, 1 
(| | P2) (ear) 


«(p | K (6,5) |*d1ds FA iw |?às y 


. Tes = 


"An, TR B EP o, SIAL a, 8 中 的 有 晃 线 性 算 子 .由 于 Tec b, 
LCa EAIA, £8 Je BE EL Boe SC s, Tue B "La, 
DIH Lt[a，5] 中 的 有 界线 性 算 子 ， 现 在 六 出 T EER. N 
定理 5. 2, 对 于 每 个 JE(Ee[a, 5D, 存在 yEL?[e, 5]， 使 对 任何 
z€LU a,b lH 
TOR | A 
"x 
AOE = KT Kl, 5) Co ds lat 


ef «c [f cuc Jas. 
Hi F z€L'[a,b E (E E19, i 
T*f= (x (t, s)gCt dt. (19) 
与 ?可 视 为 出 一 , 09) X 8S 
(rp Gs [ K (t, sy Dd, 


或 
naf’ K (s, Dy (S) ds. 


HHE Ro TAEA Ki, 5) = K (s, D AHAESEUD RET. 

9.3 Fii 

到 现在 为 止 , 我 们 已 经 定义 了 下 列 儿 种 收敛 概念 ; 对 于 赋 范 线 
性 空间 中 的 点 列 来 党， 有 依 范 数 收 八 或 强 收 化 概 念 。 对 于 定义 在 
赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 算 于 列 米 这， 则 有 依 范 数 玻 襄 与 强 收 
钱 并 已 指出 这 是 两 种 不 同 的 收敛 概念 。 现 在 再 定义 两 种 收敛 概 
念 :一 种 是 共 锋 空间 中 有 界线 性 泛 函 序列 的 弱 * 收 秀 ， 另 一 种 是 空 
闻 中 成 列 的 弱 收 放 。 关 十 高 收效 溉 念 ,在 第 五 党 中 已 就 到 空间 的 
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情形 讨论 过 , 这 里 是 进 … 砂 推 广 . 

5EX 5.3 iAH. E hipa B E* 中 的 序 
3] (.) (a:71,2,3, -2 3520 99 HAT FEET, EREE SEE, 
有 fa) f) $ fol MERR. 

Hi So * c ax ox SC RT n PI EE RR SE: 

1" gj*exHoiREiZEME— R9. 

其 实 ， 车 召 上 有 界线 性 泛 国 序列 {f PRESE SET fm 
fs, FA SE" RRASA A, 对 任何 CE, fo(1) — fo (02, ik fo fo. 
27H Fe EX VETZ ETA E" piss pul Sk ZO ue "CAN, 

EXE CE*(n—1,2,8, --), EE* Hla folo. f£ 
取 €E, H 
Fae fa Efa foliei 
可 知 , (f. 88 AF fo. 
3° WEE Banach xig], Jm E LAANE tT iA E 
[f (n—3,2,8, 098 lie ST FEES, WICTA TT SUE RUM. 
立即 可 知 ， 性 质 3° 是 定理 3.2 的 简单 推论 ， 值 得 注音 的 是 ， 
E 为 Banacn 空间 这 一 条 件 在 这 里 是 看 要 的 . 
由 定理 3. 2 ve RTEL SIEUT SS "Ie eS — 7 3E D USE AR E, 
定理 5.3 iE E RBanach gi (f. (—1,2, 8,.)R EL 
83 — 178 FREIE IS BE EE, BU Cf. SS Ic SUCT AA EE 的 充分 必 
要 条 件 是 ; 
-© {六 一 致 有 界 ; 
GD HEHE ERFA 4 中 的 每 个 元 于 GE. 
由 于 定理 3.2 WARSA EEE ERE 性 空间 , 因此 
定理 5. 3 的 充分 性 部 分 也 只 需 设 召 是 赋 范 线性 空间 ， 
定理 5$.4 车 峨 范 线 伺 实 间 下 是 可 分 的 ， 姑 由 吾 上 任 一 一 臻 
"B Y roi E EUR E SUC, 必 可 取出 一 个 罚 * 收 委 的 子 痛 列 ， 
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证 h Eagon, 加 中 存在 可 数 铀 密 子 集 {z 0—1,2,3, 
e). WE E LÉA SORRERTECEISITA. XJ 
File), falti), fs), 
是 有 界 的 , RERA rRRESICIB TERI PAD, Si, F, … 便 数 列 
fi? (G0, fi (x0, f$ (00, 
esk. FIERA (f E RROCHEREHLTUT I 1D £57, f$, 使 
fi? (29, fi? (s, f$ (22, 
krek, Atk, 可 得 一 系列 的 子 序列 : 
F, fP, fP, 
PPI Pr 
" eee, (20) 
fi fis fi 
其 中 每 一 个 序列 是 前 一 个 的 子 序 列 , mu Hope kG-i 2, 
3, e), 
IP Gr , fi? (22, f5P (00,7 (21) 
UE, MON QOO rop fai EBSTZESIB RETA 
i? HP, z» KERT 
Hi (21), 对 每 个 天 人 三 1 2 3 2, F9 
和 2 有 (22 
He, BET (57) (00—1,2,3,) — BUG RIS (T) (5—1,2,3, 9) 
At ECREVENARLTÓE, 由 定理 5.3 MaE e)a TF 
ARREA. IEH, 
TEHE MAR St, 
定义 5.4 设 吾 是 赋 范 线性 空间 ，{xn} CE(n=1, 2,8,-), 
TEE, WRAT A SEE, limf (2a) = 了 (zo)， 则 Bises) OC 
于 zxo, 称 wo 是 {xn} fig m IR. 
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Li 


由 点 列 弱 收 化 的 定义 可 导出 下 列 性 质 : 

1” 鹃 收 伐 点 列 的 极限 是 唯一 的 ， 

HEURE. Wiz) CE(n—1, 2, 8, - OBESSIE GC. s 又 弱 收 
Bk Dx. A rrp, 内定 理 4.2 推论 1， 存 在 FREE E [ Fol — 5, 
Filzi ra) 一 [z— Tg ‘l, 另 一 方面 ， (foo) 同时 收 第 于 LE 
fug fte = fs), 于 是 folto a9) — 0, Z8. Et ss TR 
Bi XE E — É. 

2” gps f RC SE dr HR CO. 

WE Bs 5 9 "Mc Barr Z7 相同。 

3^ Wu) CE(n—1, 2, 3, ORRAT CE, Milz} 
FR. 

我 们 将 2. (1 1,2,3, 38) ** 中 的 元 素 , 那么 作为 EB* 上 
EUHARIAETERSRPROTFEU, GuosstEUCEP zs A EUR Banach 空间 ， 
p se * cx B ET S ^W An, rnp SF. 

3r ES ATIS med A RRA B TR, REI CLo, 
的 及 L'La, 为 例 , VAIO n EI P PE On 2c AR tE, | | 

例 3 空间 CLa, b Rio in) (2-1, 2, 8, -) BSHX ECT 
aye Ca, 了 的 充分 必要 条 件 是 ; | 

G) (s. COMES EIC AECA, bhabe T xs (2; 

GO (zs D ABC Rg. 

证 ”必要 性 《这 的 必要 性 由 能 收 伍 的 性 质 3 部 出 ， 更 证 条 
ORDE, ER (E [2,5], Æ CL a, 6] EXE LUE EB fo BB TF: 

fox) =x (E) 
则 f, 3E CCa, b] ETE RLERE ETE ER, TÆ folta) fo. Bl (zs 
DEAT tolto), G) RET 

充分 性 设 f 是 CLa, 3] 上任 一 有 界线 性 泛 菌 ， 由 定理 5.1, 

存在 te, 纪 上 的 轿 变 郑 数 ,使 
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Key- f tde(t) — (a€O[a, b]. (22) 


(22) Hda a LA XE L-S BAM 现 设 (C0) 满足 条 人 性 人 )、 
GD, H L-S 积分 的 Lebesgue pHK AEM, 得 到 


[e COGO | s Ong CO, 


BN fr.) T (19) , Bic (2) 88 C BC. s. 
利用 例 3 的 结果 , 可 以 在 Cla tpi A SIC ACIES ERIS C 
Wc e i ds Ma 5]-[0, 1] 4 


Ya 了) 一 CELO, 1], 5—1,2,8, e). 


E Ia 
S1 2L M OE REAS £EC0, 1], (rt) 0, BS rS ARTE CO TER, E 
UI i e Dr rp OR CAL fE P6975 is TEL UE BR 


za d= G-12,5,-2. (23) 


ax (e. A ATEGOME, Disk) Sock HLHCSSARER 25 0. E 
Hi (23), (e, I fei BU CT E, 

例 3 xe d Vidi HT 908 FL 93e AK dp AT Te eEHES: 
STELLA TES CREER B 

Pla LCa, b cpc) mit y (2) (81, 2,8, …) 弱 收 
SUT zy EL'[ a, b 1883864) 2 9E A EE As 

G) XT Lab], 


[2 Cds a, (s32ds(n—0); 


Gi) {zs 内 为 有 界 数 列 ， 

证 必要 性 ”只 需 还 条 件 从 的 必要 性 .对 于 任 一 #E[a, 51, 
4 X, 为 Fa, tsp GER de. EAR AEL [a,b], 这 里 9 是 ?的 相伴 
Wk. 由 定理 5.2, 等 式 
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fG3 l'a) Gs ['aco2s (24) 


ELT L'[a,b] LARREA fs Mikir) CL a, b nsi, 
2,8,-) S EET rL a, d], RE z, EA COH Anco, 得 

Le (ds | as (s) ds. 
ORX. mE 
充分 性 W{r CL^[a,b](n—1,2,3, ---) M RR A E CO , (i), 
RECO SET l 


f Sas) X, (s)ds 一 > zo (8) X,(s) ds, 


其 中 六 即 为 前 面 已 定义 的 区 间 Fe, IRA, PARONHE— Bt 
TBÉER 


o 
g(- 91a.) (25) 
j-1 
有 
b * 
fs (a G)ds— fz (s) g (s)ds. (26) 


而 形 和 如 (25) Bo EEER Po 4e He LCa, IREE, mila. fea 
界 性 及 定理 5.3 可知, 对 任 一 JEEefa, b], (200R, ikir) 88 
err To, 

URBE 4, REDEE LCa, 的 中 我 到 一 个 弱 收 敏和 但 不 
依 范 数 收 敏 的 点 列 ( 第 44 ID. | 

WREE, MESRA S LAERE aE E* 
r Bo PIC RU OCRCAS, — R, 它 比 弱 ? * 收 化 强 ， 但 比 依 范 数 
keD, | | 

在 4 及 §5 中， 我 们 研究 了 有 界线 性 泛 函 的 延 拓 , HESR 
及 共 统 算 子 , 希望 读者 注意 ; 
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1* 关于 有 界线 性 江 函 的 延 护 定理 ,有 

QD 一 般 说 , CMS HO AE CR HE CECI PO RE d, 但 也 可 以 不 作 如 
此 要 求 。 不 论 是 否 保持 范 数 不 变 ， 有 界线 性 泛 函 的 延 扰 一 般 说 不 
唯一 ,一 昌 不 唯一 ,那么 延 拓 的 全 体 的 势 之 只 ; 

(D) 利用 有 界线 性 泛 函 的 延 拓 定理 ， 我 们 可 以 确定 如 中 的 元 
3 rs 是否 具 有 某 种 属性 , 例如 是 否 属于 某 个 亲子 空间 或 若是 否 属 
于 某 个 子 空间 的 闭 包 ， 是 否 可 以 用 吾 中 某 个 子 集 4 pese 
Hr ELEC XS BUT RE ILE, 等 等 ; 

2° 如 果 我 们 从 更 嵩 的 层次 即 从 整体 上 来 考察 有 界线 性 泛 
晴 ， 则 得 到 共 轿 空间 的 概念 ， 共 轿 空 间 的 出 现 是 泛 函 分 析 发 展 史 
上 重要 事件 之 一 

有 了 共 罗 窄 间 的 概念 ， 恒 可 以 进而 引入 共 斩 算 子 的 概念 ， 共 
统 算 子 又 称 为 华 随 算 子 。 它 “ 华 随 "着 诛 算 子 的 出 现 而 出 现 ， 闪 和 
算 子 与 原 算 子 有 着 慨 为 密 男 的 联系 。 SEIS 它们 有 相同 的 范 数 ， 
BM T L9 2 是 线性 的 ( 见 其 轧 算 地 的 性 质 ) ,等 等 ; 

3^ JXCTARUALRCR PCS VETE ER TOR V GLAS, 则 应 当 注 音 : 
XFTORJFLEUL Te NOH ORAO, BARE TAR 
ER VETEEA RAO UL, MA RUE £c CHI (ca oM MO , 3 OL do" 
收敛 等 三 种 , 


§ 6 ”有 界线 性 算 子 的 正则 集 与 谱 


6.1 逆 算 子 的 性 质 

EERE S 2 中, 我们 介绍 了 逆 上 映射 的 概念 ， 在 这 一 之 $2 中 
我 们 讨论 了 有 界线 性 算 子 的 放 算 子 开 获 得 了 族 算 子 定理 ， 在 这 一 
节 中 ， 我 们 将 继续 矿 究 有 界线 性 算 子 的 逆 算 子 以 及 与 它 有 密切 关 
系 的 正则 集 , ge, 等 等 
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XE, £T ati eA E pci PETEBI E, 的 线性 
SET T, ROBO UM SCENE, E Tea T TU 存在 ， 
ÀpTP pip YR pag, 称 卫 是 可 敢 的 ， 

现在 介绍 道 算 -六 几 个 有 出 的 简单 性 质 

1” 根据 第 六 章 32 关于 着 映射 的 等 式 (四 及 (9， 当 了 的 逆 
AT TOPER, A 

TT= Tg, TT =] g, (1) 
其 中 Fes, 分 别 大 示 了 .8B, 中 的 单位 算 子 . 

2* 如 果 存 在 定义 站 E EWER BATE paie TETE TOS 

使 得 
ST-Ig TS Ig, (2) 
M PETEN, BT? 5, 

RETIE 2 BDNE AER m 4 eA ih, Tr 
8， 到 由 了 的 线性 可 知 , TEARS (OO mE T x, 
人 是 满 映射 。 因 此 于 是 可 诞 的 ， 现 在 证 明了 了 -1 二 8， 对 (2) 中 第 二 
TERESA JE EA T, 得 


T^ (T8) =T 
马 一 方面 
T^ (T3)-(1T-7)8-8, 
& Pg, 
Tt AR 2? 告诉 我 们 两 件 事 : 


a。 克 时 存 在 满足 等 式 (2) 揭 算 子 3， 则 它 是 唯一 的 而 且 就 是 

T USES 
t. A TEST RU, RUSUEBILÉC TEE 585 (2) 的 算 子 

3 就 可 以 了 . 
3^ 设 E. A RE ER PET SL, TENEN E, 的 线性 算 子 ,2 
是 由 如 到 E BRAT. 3E T T EIE SERO, 则 TT, 也 是 可 
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逆 的 , H. 
(TT = nh (3) 
这 一 结果 比较 显然 ， 将 证 明 留 给 读者 ， 
TERERAA MS Ca PETIERE 
定理 8.1 设 TCZG(E,EQ0, WV TUBOEJTOERCTBREMUSX 
条件 是 T* AARET, 0AT ARRAT 时 ， (00* 
cm) 
证 必要 性 WETUCA NDOECACT. HT OEA, E), AE 
CT) EJM E* 到 王 的 有 界线 性 算 子 。 任 取 TEE, JEE", W 
LT* (T) *f G3) EOD *F iO") = FOP T2) —- fO. 
H EE Ait EIS, dk 
T*(T *f f, 
XB ICE* EER, x 
T* (T) * I, (4) 
这 里 Ts* 是 E* pE T. 
EER gC E, gCET, ut 
[CP *7*9] = Lrg CP) 59 CIT) — 90, 
于 是 
(0) *T^ = 1 (5) 


这 里 I. 是 ETCBISZJATEZTET. 4:8 0D. (5)X€ Lou Bu tE M2’, 
(TE TARET. BOUOUES,. BKOTUBSBAIGEET,H 
(T=) = (T, 

充分 性 ”现在 设 T AARET. HEA THERE E, 
存在 JEET, Ei [750 H F(Ta) —0 3] — xc E 成 立 , E(T*f) Cx) 
= f(T), ATD) = 0 E rcE EY, DIE Tf =0, BpT* 
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Eaa ie f-—0.3048. 这 南明 了 本) 在 五 RAE, 
其 次 证 明 , 存在 MI, 使 德 对 一 切 EE, H 
[Tr fa. . 
其 实 , 任 取 2CE, 由 定理 4 2 推论 1 ,在 在 FEET, 使 得 
=1, f= fef. 


(6) 


于 是 
[2] — fiy [m9 71438) 
=[ P+) OPI) «T Om) 04 11 iT] 
=| (r) fz]. 
=l if 
Bt M = mit 中 得 C6), 


Br CD spa, T 是 一 对 … 的 而 且 TODH. BL TGD-E, X 
用 明了 了 节 逆 算 子 To XE, HERR yE, iE s= Ty, BO, 


[1 -1 I [ 
17-'y1- Tx] scd iTe iyl. 


A l 
kT AF, IF. 
6.2 有 异 线性 流 子 的 正则 集 与 谱 
我 们 在 第 六 齐 8 6 中 已 经 指出 ， 存 微分 方程 .积分 方程 的 理论 
中 , 研究 解 的 存在 性 、 唯 - -性 是 -个 小 分 重要 的 课题 ， 例 如 , 在 那 
星 我 们 和 用 压缩 映射 原型 讨论 了 积分 方程 
z(t) o g(t)-A| K (4, s)a(5)ds (7) 


E 


当 | 4 充分 小 时 , 解 的 存在 性 ,唯一 性 ， 应 当 转 别 注 意 的 是 14| 需 : 
充分 小 ， 如 果 |41 不 是 训 分 小 ,那么 积分 方程 他) 解 的 存在 性 ,唯一 
性 问题 将 变 得 复杂 得 多 ， 这 些 在 各 分 方程 印 论 中 己 有 深入 研究 ， 
这 里 处 打算 详细 介绍 ， 我 们 的 月 的 是 从 算 子 理论 的 角度 考察 算 子 
方程 解 的 在 存 福 , 叭 一 性 问题 以 及 由 吓 导 出 的 下 出 集 , 谱 综 各. 
4 jé ACT XI UR, 8f IE E 2). Banach 空间 ， 
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对 比 (7) 式 ,考察 一 般 的 算 子 方程 
Az— Tz —y, (8) 

这 里 TES (E), (8) 5g C) AREARE A SALT x S Bi i IG 
成 为 2 的 系数 ,而 T 则 是 一 般 的 有 界线 性 算 子 . 

(8) 式 的 解 是 否 存在 与 唯一 ? 这 遇 然 与 4 的 亿 有 区, 就 是 说 对 
生 的 某 些 值 , 算 了 方程 (8) 可 能 存在 唯 -的 解 ,对 4 的 另 一 些 信 ， 算 
子 方程 (8) 可 能 存在 解 但 不 唯一 ， 而 对 4 的 其 他 一 些 值 ,牌子 方 各 
(8) 可 能 根本 不 存在 解 ， 为 了 区 分 这 些 不 同 的 情形 并 对 这 些 情形 
作 进 … 步 研究 , 我们 引进 如 下 的 定义 ; 

定义 6.1 设 人 TE 各 (如 ,4 为 一 复数 ， 


HARRA THENE I p(T) 表 示 ， 当 AS p CT) B, M R RR 
47 一 下 的 有 界 逆 算 子 (47 一 下 -并 称 R, A TORR 

Gi) 如 果 4 不 是 严 的 正则 值 ( 即 17 一 下 没有 有 界 逆 算 子 )， 则 
PRA WTHR WADAI TRR, A o CD 3S. o0 m 
的 点 还 可 以 分 成 以 下 两 种 类 型 ; 

(a) 对 AEo (T) , Jj CAL — T) — 08 AERE TRU SERI AT f 
REE TRIE KIER NoD TREGER. 24A GET 
的 特征 值 时 , 我们 也 称 4 JEF T H i 

(b) 对 4€ (D), (CAIL— T) —0 RARER, MT HERE E 
的 真子 空间 , 这 时 称 1 AF TEAR, 

对 于 了 的 谱 下 面 的 性 质 成 立 . 

1° e(T)-o(T*). 

其 实 ， 将 定理 6. 1 运用 于 条 一 TT 可知, AL-T 有 有 界 道 算 子 
的 充分 必要 条 件 是 AT TUUS FEET: ico (D) 0 (09). 

2^ S5EXL6.1GDopf9 (0) K CONGR T T Boii o CD BUR 3T8E 
的 情形 . | . 
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EX, di C Toe FECE TRE 2.2) 可知 , 当 2co CT), Pod fit 3E 
不 可 能 出 现 : M- T)z — 8 FUR SERIE, WMA- T SERRE ET x 
间 E. 8k 2^ or. 

例 1 naa C EUH EAER 


gi, 日 ne 0 
dno dag ^ : 
: 0 
Gap trt otn Ung 


定义 的 算 工 也 
q—Trig,o Dts  (E—1,2,958), 
imọ 


其 中 z=(51, 62 tu Enh y5 Oo Tett o E T C. 由 线性 代 
数 知 道 , 主 对 第 钱 了 上 的 数 oo 02e Gn EAT THREE, m 
Aan (5— 1,2, «, n), A EXE T REMTE, 
例 2 CERERA IR CL0, PFARA T: 
(Pz) (4) ta (1). 
设 AEO 1). 4 
(Rr) (4) - 5€2. 


不 难 验 证 ,如 ,是 定义 在 CCO, 17] Efi LEO x dc CELO, 1] 中 的 有 界线 
性 算 子 , 且 | 

[R,CAE— T)z (0) —z(0) A T) ax ]) 
对 所 有 zEO590,1] 成 立 ， 故 4 是 全 的 正则 人 慎 . 

PRU ACCO, 1], h 

(AL— T)x (£) 2 AE) (rt)ECLO, 1) 

"pA, 24 € - ARE, (Acter G) 0, EIE AEE f A (EB 5 
i CE0, 1] 中 不 稠密 ,这 里 ECCO, 1 E (EE S. 其次 不 难 证 明 ， 

i . [972 


4 不 可 能 是 多 的 特征 信 ， 其 实 , 若 有 n CCCo 11, EAT) 
= (—t)z 0) —0, RIS 5A IM, rS) 0. Hs COTES ME RT 
Ait, 2 0) —0, 因此 对 一 切 ELO, 1], zv (0) 二 0?， 这 说 明 方 程 (4 一 
Pje) =0 没有 非 零 解 ， 综 上 所 述 , A JT T oi oif 

例 3 在 复 空间 C50, 1] 中 考察 Volterra 积分 算 子 : 

(C2) (1) = ['654. 

先 设 ANO, TEJE 

IDa =g) Wm A | rts) ds=y(t) (9) 
aer T jr ER 

TORETTO e| Gs. (10) 

由 第 六 党 8 6 可 知 , 对 任何 3EC[0, 1], 5 Q0) e TENE RE, rh 
记 咎 了 定理 ,4 一 下 存在 有 界 的 道 算 子 ， 故 任何 复数 As0 都 是 
ig 3E Mi, 

现 设 4=0, 由 (Tz) (0) = xCs)ds WAAN, Tie RO 
区 间 [0，1] 的 太庙 点 0 等 于 零 的 连续 可 微 症 数 的 例 体 ， 这 个 集 是 
CL0, 1] 的 真子 空间 ， 如 果 (T2) (6) =| =(s)ds 一 0 ha (ORNES 
性 可 知 , z(t) =0 对 一 切 LELO, 1] 成 立 ， 因 此 4=0 不 是 多 的 特征 
利 , 于 是 属于 了 的 连续 谱 ， 根 据 以 上 的 讨论 可 知 ，o(m) = (00, B. 
0 属 丁 人 的 连续 谱 . 

Ai dri iB] [0,1 (acp t oo) b 25 ECRCT- 

(Ta) (0) = (C0) 4- (n G0) d. 

最 然 和 是 定义 在 空间 Za[0，1] 上 和 值 域 包含 在 LLO 1] 中 的 有 界线 
EBF. 


当 AC(o, 1 时 ， 可 以 证 明 区 间 50, AJRAM X, RATT 
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对 应 于 4 的 特征 向 景 ， 其实, 当 oaii, 
(TH (人 一 4 人 if xeasc ee [tna 


M At BD,TXQ(O)0. 所 以 
(TX) G) —AX,0) GECO 1D, 
A x, ERT TaT A ARREN f. 
现在 设 ACCO, 1, ER gy LP 0, 1], 在 方程 


(r-T)e-gy 有 即 (A—t)a(t)— | ss)ds aC (11) 


中 ， 令 20)=| x(s)ds, 可 得 微分 方程 


AD C) -z(0 5 y Orte (1-0. (12) 
TEARRE, (02) T — B8 U alsz), Wl 
rb) EJPSBAODME-— MM. BERTEM, AI TCROH REGERE 
子 , 因 此 4 RT io iERUÉ, 

最 后 设 4=0， 可 以 证 明 这 时 寺 属 于 全 的 连续 谱 , KEAS 
3 最 后 部 分 相似 , 硕 从 略 , 

上 面 几 全 例子 表明 ， 算 茸 的 谱 即 使 是 有 界线 性 算 子 的 谱 也 是 
比较 复 来 的 ， 例 TI. 俩 8 表明 ， 谱 可 以 只 含 一 个 点 或 有 限 个 点 ; 例 2 
WI 过 续 谱 可 以 充满 一 个 世间 ; 例 4 则 天 明 ， 特 征 值 也 可 以 充满 
一 个 区 闻 。 实际 上 还 有 这 样 前 算 子 ， 它 的 谱 充 请 了 平面 上 某 个 闭 
区 域 ， 为 使 篇 幅 不 至 过 长 ,不 再 一 一 介绍 . 总 之 , M URS de gy. 

8.3 正则 集 与 谱 的 性 质 

现在 着 手 讨论 有 上 奏 线 性 算 子 谱 的 一 些 性 质 ， 前 曾 已 经 指骨 ， 
从 6.2 开 始 直 到 本 节 最 后 -- 段 , 如 无 特殊 声明 ,始终 假定 吾 为 复 
Banach 空间 . 

E62 jj TC(E). 

O 若是 了 的 特征 值 ， 风 了 对 应 于 4 的 多 部 特征 向 是 以 及 
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零 元 塞 组 成 如 的 一 个 闭 子 空间 ， 今 后 我 们 称 它 为 了 对 应 于 4 的 特 
征 向 最 空间 ; . 

(i) 设 ASi 2 DÆ Tir T RARE, r ET 
对 应 于 ASBURE— REE. M rr za za 线性 无 关 . 

证 O 针对 应 于 二 的 全 部 等 征 呵 量 以 及 零 元 素 构成 的 集 ， 
实际 上 就 是 算 子 社 一 的 零 空间 ， 由 于 任 舍 有 界线 性 算 子 的 零 空 
iB iB AE RIT ne), SER YE CO Xr. 

Gi) A enw, dE m. 本 身 是 线性 无 关 的 ， RAA 
2,2:1-7,t,[922 MEC HE, EQUI ms ms sr 线性 无 关 ， 现 在 
HERH ip Zost, Tes Seri REDRE, BAAI 个 数 Cis Cots CR 
cx+1 使 


CZy eoa ^ rb egt Op uci B. (13) 
于 是 T (cix44- ata tH reu T Cua assi) 
=ekz bei Àum oou A X. t Cp Agi iXpe i7 D. 04) 
f£ (13) fj 7c ARMED An 再 减 兴 (14), 得 
€i CAÀg mA t, bebes — AL), 7. 
由 于 zz :5,2, REEK 
0 一 4 一 Ca 一 4 一 ee 一 本) 一 0 — (I5) 
LHA AA HRA 321,2, E RI, BE eim 020900, 
一 0 和 伐 人 (13)， 可 得 cs 一 0 AHE isto ora: 线性 无 关 。 于 
是 对 任意 前 n fita tn, za RIENK. 〈 记 证 毕 ， 定 理 全 部 证 毕 ， 
为 了 继续 讨论 谱 的 性 质 , 先 介绍 抽象 解析 函数 的 概念 . 
设 TC) ^E X YER EHD EARNE AmE E PCR 
HARAR. mAT E AEG, 1$ A10 时 ,比值 
TAHAD —T(2) 
AA 


使 加 中 的 范 数 收 禾 ， 则 称 它 的 极限 是 了 (在 4 处 的 导数 ， 记 为 
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LO, FE TC 在 4 处 可 导 ， 如果 TCOTEG Pig ATE, 


定理 6.3 ATESA RAR MASITA ET 
的 正则 值 , 且 


C47 一 ni-y (16) 
右 端 的 级 数 按 算 子 范 数 收效 , CAT — T) 的 范 数 则 满足 
-1 1 
A-T) ISCAI-D 
证 vRXIT ar LFE 
T n T n 
a i 
RE} Banach zr |, ACE) 2b Banach 空间 .于 是 级 数 
$T) aceasocttor uk x — FARAT MRE 


(7) 


MD bEGEDGRUARACRE LE-AR MRT dao C. 


现在 证 明 必 就 是 M-T HEET, 
令 


则 
get 


{AT— —1»)T, —I— Amt 


—TQGI-—T). 


注意 到 当 mco n, (396, 1777] ->0, 在 上 式 中 到 极限 ,有 


(AI —T)C— I —€(AI — T). 
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因此 AI—TCHOBER4SWODRECPO, RAH- EB 


QI-T)- 3E. 


n= ù 


这 样 就 证 明了 (16)。， 和 由 不 等 式 


parno SE 
rt=0 


可 知 , (17) 成 立 ， 证 毕 ， 
推论 1 设 7E 多 (及 有 有 界 逆 算 子 ， 那 么 对 任何 SCA), 
当 15 一 了 JT1<<1P~ 1 时, S ERRARE. iAT—S—T,W 


SI D KOPAPA’; (18) 
&-ü 
~1 -了 
Ise lsi garie T 09 


(18) rh 69 8 c 39 3-5 0 m SUR n en 
dE 5 W OS—-T-CAT-TU-MLTCAT). BERR, 有 
IP AT] T C AT]. 
再 由 定理 0.3 wp n, ATAT 有 有 界 道 算 子 , 且 


G--TAT)7- S (—T-AT)*. 
mios ST EE 3° GEE 6.1 AD A Toi CI 二 TATY-! 的 有 看 
ai, SESTU +T CADA AIA S B, 


S — ATAD T = DISTAT PT, 


a=Ù 


CDRL, HA8), 
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Ek a < (& ATI 17-!|" jn 


. Arr 
1-[ATIIT-D 
(19); xr. EHE, 
推论 2 设 4 是 史 乓 正则 值 ， 则 对 任何 复数 n, zZiiug—Al- 
IAL- 7) "p B8, u 4538 7 63 3E Ri] (t. E 


Ca1 T) = SY)" -3"Qr-T) o", — (20) 

Kat - T) - Gr T) e dA ACT D Es. (21) 
(20) & ho p c Y SEHR LFU A 

证 在 推论 LET BUR AIT, 385 HUX n1 — T 便 知道 椎 
论 2 X. 

定理 6.4 XF Banach 空间 E, 下 列 结论 成 立 : 

G) (E) dep Scr 894-06 RE 2 (I) rn 893 d 

伍 》 对 任 一 给 定 的 TEZE), TROENS o (T) 是 复 平面 上 
的 开 集 , 的 谱 r{2) 则 是 复 平 面 上 的 有 界 闭 集 ; | 

aid C471 一 加 1 作为 定义 在 p(T) 上 的 算 子 值 函 数 是 解析 的 . 

证 (i) 由 推论 1 导出 ，(ii) 由 推论 2 及 定理 6.3 导出 . 

dii) AREKE, 有 忆 一 (4 一 四 -经 过 直接 验证 ， 
下 面 的 等 式 成 立 (第 58 题 ): 

R,—R,—(A— gu) R,E,. 

WI (CD af An, Ra 在 o CT) EE, E lim Re, = P, fi 
天 在 在 且 等 于 一 玛 ， 


-ih 


lim A 


Ri YE CT) REST. irt, 
由 定理 A(i, cg (T) UB RW, TOF DR Eii h JEF, 
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下 面 的 定理 8.5 回 答 了 这 个 问题 ， 

定理 6.5 设 Banach xig] E 含有 非 零 元 素 ， 则 对 任 一 T€ 
SG), o (D) des, 

证 REIER REEE BEDHAAMSE TTG cO -9, 
Mi THRA aS (UT) 在 复 平 面 内 处 处 解析 ， 任 取 A8 CE) 
LAA RRETA S, WW FORO 在 复壮 面 内 处 外 解析， 出 不等式 
《17)， 当 14| 守 上 TI 时 ， 


IFR LIEN Rs ET 


因此 
lim /(R;) =0. 
Bi Liouville 定理 , f(R,) =0， 由 上 于 的 任意 性 可 知 ， 瑟 ,= 日 TER 
z€E, 我们 有 
z—DGI—T)RJa-— (AE —T) (B,r) —6. 
ik E—(00 JH. RATARA oA. iW. 


6.4 WEE 
$*348.2 VE TEA(E), $k 
uc 
AT iig. 


算 子 了 的 谱 半 径 是 与 了 有 密 针 联系 的 另 一 个 重阳 的 最， 但 与 
算 子 的 范 数 一 样 , 不 能 期 望 所 它 来 全 面 地 肇 划一 个 算 子 ， 
定理 6.6 设 TEZE), M T BS WERE rr 满足 
Tr 二 limi Tl , (22) 
证 任 取 复数 14. 由 等 式 
AI — T= (A T EA AET H ee H) (23) 
可 知 , 25 AI — ARRERA TAAR EAT, 其 实 ， 
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Er pbp a Ee TURJAN 


4AT 有 有 有 界 造 算 子 时 , H A 
CAE— T)L QI — T7) 3 (r7 -HAET -E e e Thy ]—I 
sept Ty A AT 一 站)， 
理由 闭 算 子 的 性 质 2"( 在 定理 6. 1 前) 可知 , AL-T 有 有 界 逆 算 子 ， 
办 此 当 和 4 BP T (odi, 2n 必 属 于 Th ioi. 由 定理 6.3 可 知 ， 
anle, PEALII IAR RAP AA n 
成 立 , 令 noo, f | 


lAl <lin [ml 天 
mi A&o CT) (nf ELEE X , AE 


i 
n 


rox limlT*j". (24) 
f 


33—3;: 8, 3514172 IT], 由 定理 6.3 中 的 车 式 代 的 ， 对 8E) 
EHEAR RIEA FUR 


Eur = > c L, 


上 式 左 端 在 (AiAi >r o AAEH , h Laurent RA RRE- TE nd 
|, ERAARWR REA A n) ak TEHE BRA 
rH A pa 2 RENEI HEZO 是 任意 的 ， 


tl 
Bge, for Such Pe p E BAR BTE 
0,0 ERAKO mn PIKOA EITI SOA rn 
cV 
Is pi" Lal. (25) 


(25) Os EE (RUE E A] 9 re RRA 都 成 立 , 所 以 
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1 . 
Yim[T^]*zz rg. (28) 


由 (24) (265 可知, (22) ir, HEE. 

在 这 一 节 中 , 我 们 引进 了 有 界线 性 算 子 的 正则 集 . 谱 以 及 谱 半 
径 的 馆 念 ， 对 于 谱 , 则 有 点 谱 与 违 继 讲 之 分 希望 读者 注 准 : 

1” GREMREDOQTRGENBMEOGOOEJUE, eO y 
Sij. T sA {h eE. E PORGNCGREGEYÉ, MA 子 的 
RENARE RG 

2” 林道 算 子 的 全 休 在 A PERNE, KERE- HE 
归 的 结果 ,对 于 这 个 开 桌 , 2S p RI TRXE-- d UFSE. (HUE SS 
ROTE BA, SCA 

3^ ARRET THORRE R,-- ATESTAR 
KRAH ERARO E ERAR TAA RAE ETUR; 

4” 有 界线 性 算 于 全 的 谱 半 徐 总 第 二 个 与 工 帘 久 关联 的 重要 
的 量 , 它 与 多 的 乘 兰 的 范 数 通过 下 式 联 系 起 来 : 


1, 
Tfr— lim [7 EP. 
ron 


$7 R X F 


在 这 一 革 中 ， 我 们 将 对 一 类 特殊 的 有 界线 性 算 子 一 “ 紧 算 子 
作 比较 系统 的 研究 ， 
7.1 紧 算 子 的 基本 概念 与 基本 性 质 
， 定 义 7.1 设 T 了 是 定义 在 赋 范 线性 空间 名 小 而 值 域 包含 在 赋 
范 线 性 空间 E, 中 的 线性 算 子 ， 如 果 也 将 百 中 的 本 一 有 界 集 映 成 
E, 中 的 列 紧 集 , MUS TOSSCRCE, ERI SEDE SES T. 
ISAT ode SC AN: 
1* ER TEES. 
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其 实 ， 由 于 列 紧 集 是 有 界 的 ， 由 1 定理 1. 2 及 定子 1,4 可 
知 , 紧 算 子 有 界 因 而 连续 . 

2” 算 子 于 为 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 了 将 加 中 的 闭 单位 球 
S(0,1) - {riri x) BRA E, 中 的 列 紧 集 . 

BAPER. GEZAI ACE DE- RRR, M 
正 数 o 完 分 大 ,使 二 4C (6, D, IX A f ascal HR 
x, T( LAJE PEHAR E. TETA =aP( A) BUE, 
PONER TARET. 

BIL ELE, RIERA], TE 48 (E, E), AnI T RR 
是 有 限 维 的 , ET SECRET | 

其 实 , ATAR, TAE sb M E ARER EL 中 的 有 界 集 、 
由 假定 , 这 个 有 界 集 包 含 在 P. REA ERAT SR d, KR. 
于 是 多 为 紧 算 子 . 

我 们 称 例 1 PHETT ERRET. 

例 2 EU, fEaci«b ess 上 连续 , 则 由 

(02) (4) [ R(t, 02 Cas 


定义 的 算 子 多 是 Ora,5] 上 的 紧 算 子 . 
证 RAR Cla 5] 中 的 有 界 集 ， 存 在 正 数 以 ， 使 得 对 一 切 
zc4, 有 |zj< MK， 于 是 
| CPE) 44) — (Ta) 0 Ec | E (tis) — K (5) la (o) lds 
SM| 1o) — KC, 8) [ds 
注意 到 KO, s) 在 a<t<b,a<s<5 上 连续 , 故 对 任 给 的 e>0, 存 
在 07-0, 使 得 对 任意 的 三、 foE[a,5], REL ti tal cA, 就 有 


sz 
IK C, s) Kas) |< a (sc('a, b, 
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网 此 对 一 切 zE4, 有 
LOT (0 — CP) CE | «e. 
EB ABR TUD KEERA. NATERS A, B 
ETORT, DAKE S5 EE 5. m, TONE, ET OUS 
AT, 
例 3 BEANE Co DERE 
S loop 一 +oo， 


3+j=l 
DiE] y- Trin ^ Seat. (3—1,2,3,--, 
i=l 


ELTA P LERA T, Eihr= i, penga A= {no 
75 306577: BRT C. 

证 由 
i 


iy^ z 195 = 3 POP 
了 = 一] j=1 | i—i 


exi iar Sier ) 
i-is ist i=l 


-( > je 


可 知 由 是 定 交 在 ?2 上 的 有 界线 性 算 子 . 

现在 证 明了 是 紧 算 子 . 设 4 是 2 中 的 任 一 有 界 和 集 ， 存 存 正 
数 性 ， 使 对 一 切 EA, Rje KM. AF OP] lag loo, Bi 
对 任 给 的 e>0, 存在 六 >0, 使 得 


z T 2 
XD E ule 


#=1 j=H+1 
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于 是 


ri 


| nm 
Y lp P= D) 1 Das, 


j=N+1 j-N4di i=l 


«X (5 er Ear) 


e? z 2 
malt sme - 


jk ABI HE y — Tre A) BEN AH m. novo ns 构成 的 元 素 
(m, 3, 77, 08 G eR E B ERA TOA eR. BE 
PHAN 维 子 空间 中 的 有 界 集 ， 均 列 紧 、 因 此 了 了 (4) 有 列 芭 的 
-网 , 于 是 了 了 ( 少 列 紧 ,也是 紧 算 子 . 

下 面 的 定理 7. 1 至 定理 7. 6, 讨论 紧 算 子 的 几 个 基本 性 质 ， 

定理 7.1 iR TC (E, E), SCA CES, E), XXI E, E, E; 都 
ERARE, WRT, SCPR—TGEGROGCT. I STEER 
AF. 

证 我 们 仪 以 态 是 紧 算 子 的 情形 证 明定 理 ， 由 十 人 将 如 中 的 
有 界 集 映 成 E, 中 的 有 界 集 , 5 将 百 ; 中 的 有 界 集 映射 成 Es 中 的 列 
紧 集 ,因此 ST. 将 吾 中 的 有 界 集 映 成 Es rh ALAS de ST ERR 
d. WE 

推论 ” 设 赋 范 线 性 空间 E, E, 中 至 少 有 一 个 是 无 限 维 的 ， 
TEA(E, E) RESERCT, 则 世 不 可 能 夜 在 有 独 逆 算 子 . 

证 ”我们 只 讨论 召 吓 无限 绯 的 情形 ， 如 果 了 有 有 界 的 道 算 子 
T^, AEMT. I4 TUT ERAT, TEE pE- -ARREA 
RA HEEREN 2.2, PAARD, FE, SOTCOR 可 能 存 
ERRAT. HEFE, 

定理 7.2 RTEZ(E, E) ETRR#F, NTE pR 
收效 点 列 映 成 吾 vp BO FCRC a aS, 
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证 1t(5)(—1,23,-)] E bi A APIBUS T EE, 
t EEY, ri 

f(Ta,)  (T*f) (,) RK (0*5) (2,9) > CF) (20) =f (Tx0) 
可 知 ， {Trt E, 中 弱 驳 剑 于 Tas 今 设 {Tzs} 在 E, 中 不 依 范 数 
RF Tz, 则 存在 69270 X (5 AYTA en) (6 1, 2, 8, E 

Tta, Tro] Seo (1) 
31 £21,2,3,--- Ey sr. 

由 定义 0. 4. 后 面 的 性 质 3°, (n AERIS, HF TEZAT, X 
MiTo PE EE — AAE MEE 3150871 0822 DAEL, A 
idi Ubi A TARE CP.) 自身 , 记 其 极限 为 y ZECD 
k=00, TA 

Ios — Trif EEn (2) 
HF (Tan E Bl 中 依 范 数 收 化 于 %， 故 在 REAT e B 
一 方面 ， {Tx} 作为 {Tx,} 的 TE E bob ESUE ECT Tr, HE 
极限 的 唯一 性 可 知 ， 加 = 二 Txo. 与 (2) 式 矛盾 ， 这 个 矛盾 说 明 {Tz，} 
T E, dup DICE TS. 证 毕 . 

3387.3 iE TCG(E,EO, 7 是 紧 算 子 ， 则 他 的 值 域 是 可 
分 的 . 

证 FFE HAIR SCO, n) — {rije n) (n—1,2,3, 7), 4 M, 
X S(0, n) YE TIEJB T Eg M= TUS, 1). 由 于 每 个 SC n) i 


有 和 界 的 , Bed A M PR, 而 列 紧 集 是 可 分 的 , 因此 的 信 域 4， 


a=] 
也 是 可 分 的 、 证 毕 ， 
定理 7.4 设 了 是 赋 范 线性 空间 ,8, 是 Banach 空间 , ERR 
FAT) C48 (E, E) (01,2, 3, - RE Bc FTESE, 
Ej), WT 45i E -. 
证 dE ACE EGDBSIDOOH OR. WREE, xp x, T.C 
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EE hAIRE. HB Fi T]—0, Mos EE H5 60, T TEn 
使 得 

[Pant — Tre 
对 一 切 zE4 成 立 , EL UE T. AE TAAR e- I. AE 完 
备 , RRERREER 4.3 TA ORAR. ATARA T. 
ire, 

由 习题 第 76 题 可知, Án ARS, TC AR CE, EL) COT, W 
任意 的 数 a P a8 二 BT 也 是 紧 算 子 ， 再 由 定理 7.4, 有 

定理 7.5 $E ERAEN, E 是 Banach 空间 , Bg E 
到 E 的 全 部 紧 算 子 组 成 的 集 按 算 子 的 线性 运算 及 算 子 的 范 数 是 
(E, PHATA, 因此 它 本 身 也 是 一 个 Banach 空间 . 

5*1 bBeETCT NI EMT Hb, 先 证 明 下 面 的 引 还. 

3|m i E SEDAS], ACE RIER, f} (0 1,2, 
3,-)4& E E89 — BUS RAD 序列 ， 若 对 每 个 *E4 序列 
Go) kk, WCG) EXE LEES SE A 上 的 函数 列 在 4 上 
是 一 致 改 敏 的 . 

证 DA 列 紧 , 改 对 任 给 的 >00, AAAI e- 网 B= (zi, 
Ta, teh TMEBERBCOA, BFR 是 有 恨 集 ， 祖 据 假设 ， 对 于 任 
给 的 62-0, PIEN 0, 使 复 当 mn N 时 ARES 

far) — f (0 | xe 
HF j-1,2,-.,h 同时 成 立 ， 任 取 EA, WA r EB jera 
<e W man N 时 ， 
Fale) — fa GO | fr (C2) — Fa C | 
+ flr — fa Crs) | + [fo {20) — f(r) | 
s QAE-UUDI—zA te 
OM -l)e (3) 
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JoRM-supif,l. ORRA (iG) 在 4 上 为 一 致 收 敏 的 国 数 
Jj u.s 

注 在 引 理 中 , 条 件 是 : {f,} 在 集合 4 上 收敛 , 这 显然 与 弱 * 收 
敛 不 目 , 希 读者 福音 . 

定理 7.6 b E,E, HR EA ES Bl, TEA, EDERA 
TQ BET 的 共 辐 算 子 T* 也 是 紧 算 子 . 

证 OEGpmMumRS-S(0,0,4 A-TG)D, W AXE, 
中 的 列 紧 集 ， 于 是 4 可 分 . 

WO 0-1,2,3,-) Æ EF, Eg — 7 — 908 R ER FE ZAF 
列 . 由 于 4 可 分 , 逐 宇 重复 定理 5.4 的 方法 可 以 证 明 , 在 在 {f;} 的 一 
AT EIUS EU GO SER yE4 为 收 雍 的 ， 由 上 面 的 引 理 ， 
GG) 在 4 [-25 — Sk Vr Sk f, Bex P f£ do 60, TE 
K>0, [ERA ESGIKgaM, PRR |an O — 5,900 Ee 对 一 切 
yCA 一 至 地 成 立 ， 对 于 每 个 yCA, FE ES dE gy—Tr. BUE 
RISK TR 

Fa, PD — fa (Te 
对 一 切 xG8 一 发 地 成 立 , SIUS SEC 
一 人 

对 一 切 acs 一致 地 成 立 ， 于 是 

[7*f,, — 7*1] — sup! (T*f,,) (2) — (T° fa) CO | <e 
BAT fa) A E* 中 的 基本 点 列 . h TE EA, BER (I^ fa fe 8* 中 
依 范 数 收 化 于 某 一 元 素 . 这 表明 T* ROGER. uri. 

7.2 具有 基 的 Banach 空 间 内 的 紧 算 子 

jk E HOHER Banach 空间 ，{e- e5-,6577) W EB3— 
个 基 ， 对 和 企 一 元 素 CE, 我 们 有 

z= M 5.8. (4) 


一 Rei 


*212* 


对 每 个 给 定 的 自然 数 4, 定 义 算 子 
Syr— Eiren Bz = 5 Enta 
EA G: EAR tE T B SHRI "pA R BE ARE 
HERT. Pj lim Sir =r 3t rEE 成 立 ， 由 定理 3.2, {9i 
ER, AE (RU 4 SUR ST. 
ERU GERA BanachzS[g,AJS Ey Rd 
A 列 紧 的 充分 必要 素 件 是 
(0 4 有 界 ; 
QD HEA 27-0, FE KC 50, (34 50 KB, 不等式 
| Ae] «e (5) 
对 一 切 xE4 一 致 地 成 立 ,. 
证 必要 性 .中 的 必要 性 显然 ， 现 在 证明 (让 的 必要 性 ， 因 
Sh RER, 故 存 在 CIO 使 得 
MEN (8) 


AEE-1,2,9,-— FIM ir, £08 60, A n— ge ys 4 PER. 
HEA AIRA gB B= (nus rur). GEB! BCA 注意 到 算 


TOMUS ÉERUT TRI OERER SC FICCT E, mu P EARR, 故 存在 


Ed (7) 


对 71,2, 1 同时 成 立 ， 
今 任 取 cCA, A BEABA, FE r EB 使 Ix 一 d mn. 
Hi (65,35 £—1,2,3, 5, 18,27, Srl C9, Bi 
[Re] = lz— 8,2 x lr zl T les S12] 
S 1a— 25, t [552;,— Ser] H d Baz] 
2155 


s Od OC) His. 
由 (7) 可 知 , So KI, Lyra. WERCO- M 
此 当 b> 下 时 ,不 等 式 
| Rx] 
对 一 切 2€A 一 致 地 成 立 ,条 件 (ii) 成 立 . 
充分 性 ， 我 们 证 明 当 定理 中 的 条 件 (GD 、( 和 满足 时 , 对 任 给 的 
e>0, 4 有 列 紧 的 -网 . 
由 不 等 式 (5), 存在 和 使 得 
| Ha] ce (57) 
对 一 切 a€A 一 致 地 成 立 , 令 
Arn = {Snr rEA}. 


由 于 A 有 界 ， ir E GAR. 另 一 方面 ， E ZB e, ent et 19K 
成 的 有 限 维 子 空间 中 的 子 集 . 由 第 七 章 定理 2. 2, An R. 再 由 不 
SEXCG "Dn, Ar 是 A 的 列 紧 2- 网， 于 An WERE. 
现在 仍 设 召 是 具有 基 的 Banach Sj, (ei eo, en 2 EE 
的 一 个 基 ， 对 于 TEZE), EC 
Ta (Ss + B,) (Te) 
= SLCPZ) A Ry Te) 
= Tier t Tart, (8) 
其 中 T,— S,7, 7, — RT, ifi Se Re 则 为 前 页 定义 的 算 子 ， 下 面 
药 定 理 肇 蓝 了 其 省 其 的 Banach Zr] rh ffo 6C, 
定理 了.8  igE S ROHOEm Banach 空间 , TEZ (E) 39:8 38 i9, 
则 了 为 紧 算 子 的 充分 必要 亲 件 是 对 任 给 的 670, FERS e 有 关 
BS K70, SERES 40K BL IT Eze. 
证 必要 性 de 9—58(0,1 25 E AREER, A—TOD., A 
THRA T. i 4 列 紧 ， 由 定理 7,7, HEAR 0, GERO 
214-7 


使 得 当 RT K H, TSA 
HR] 2/2 
XL—U)?€A Hb. FEE EN, 当 iK, 


[Tz = | RT2l = lalt, 


这 里 ys Tr, Hij Tafe. 

充分 性 ”由 假设 ,对 任 络 的 e>0, FERD : 有关 的 K>0, 
使 得 当 EE 时, [Pece H PaT Ta 可 知 ， 

IT—7,4 «e. 
于 是 
lim j?— P= 0. (9) 

由 于 对 每 个 #, P's 是 有 界 前 在 限 秩 自 子 ， 鼓 为 紧 算 子 ， MOR 
表明 UD ER TEABE RURSUT T, BER 7.4, T ERS 
C. WE, 

AXE E 7. 8 民明 ,在 具有 基 的 Banach 空间 中 ， 可 以 将 紧 算 子 分 
解 为 两 个 算 子 的 和 , 其 中 一 个 算 子 是 有 限 秩 的 , 另 一 个 算 子 的 范 数 
风 可 以 小 于 任 一 预先 指定 的 正 数 。 因 此 ， 在 具有 基 的 Banach 空间 
中 ， 可 以 说 紧 算 子 是 儿 乎 有 限 秩 的 . 

7.3. 紧 算 学 的 谱 分 解 理论 

在 这 一 段 中 ， 我 们 拥 究 紧 算 子 的 谱 分 解 理论 ， 这 一 理论 是 由 
Riesz-Schauder 提出 和 的。 从 定性 的 角度 来 说 ， 紧 算 子 的 谱 分 解 理 
论 已 性 得 较 圆 满 的 解决 ， 在 整个 这 一 段 中 , 如 无 特别 声明 , 也 始终 
假定 E ER Banach 空间 ， 

定理 7. 8 设 T 是 吾 上 的 紧 算 子 ,10， 则 47 一 全 的 值 城 是 
E 83503-5518]. 


证 AREE WGUA-L, AUTE T 换 成 和 而 研究 算 巴 
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IDET. 4 SITE XOSGOUDA, AIDE ATUS 任 取 
PER, WEE (gy,) CR (n1,2,3,) (y) -3 加， 对 每 个 Ya 
TE x,E E, fE 
Bap Ey Tz,— gy ao) 
JH * 3k S B9 x |n JP pa 一 infiz. 2l. £g 9t rhii a il 
， 41 
la, aide ipe 


BA onn Wipscled (1:5. )o. B 

Sza = Sa, — Orr Sr, = Js. (1D | 

MEH (n Ai. 说 ARAR, RATTA E E CURKE UJ 的 
一 个 子 序列 ) Jal 一 00，。 令 一 E iar 财 


Jo 一 1 (12) 
且 


= 1 zone. 3n 
Suc pen me Gino), (13) 


BUFOTOGRESRDCP, GJAF, A {u} 中 可 取 Ub PEG (us fi 
{Tunt SE. EH 
uny (1 — T) us, HTa, = 十 了 2 
VA O3) Auf Óg, 0n) MESE, dB Qus RRA w FE 
8t limBu,, =. 


ME uc HEX) a T ln EN, 有 


Zap T 
un, — to] = ns _— "a — y 
im ctl [isa [parel 


pepe A 
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FATA limen =m PA. AARAA ea AR, 再 由 了 是 
紧 算 对 这 一 事实 ,存在 {zd} 的 子 序列 1z5j} 使 {了 Tzn} ik. R 
QD, Sz, = 4 于 是 

Za Za t T zu = Ya HT Zap 
HF iL anh 4) E94 8t, BIE Cs) Bieg UR RR Azo E 
Za 77 Yn FT Za 中 令 >o, 得 

Zo = Yo + Tg. 

Bk gem Tz XXKGXRW]g«€—9. Wie R= m, REAR, uh. 

注 1 从 定理 7.3 pE NETEN, S4 OE AEE dj iR bz: 
河 时 ,定理 的 结论 仍 真 ， 

注 2 从 定 环 7 了 .3 的 证 明 过 程 示 可 以 看 出 ,如果 护 = 0 —7)2, 
(171,2,3,-0 ELO SR, WIA EAM Gs 出 发 作出 一 个 有 和 界 感 
Fi), ME go T)u. "MA e.) p RU STR PESE S TT 
Find. TERTIT BDE {zs} ERREA RA, HM {zP 
"[HEB — Sete PA. IX — EXER EDS A, 

在 以 后 的 定理 中 , REHBER I EXPE LE EQ RC 26 1) BUS, d 
先 介 绍 这 一 概念 ， 

设 加 是 赋 范 线性 空间 , CEN, JEES, 如果 Cz) 二 0, 则 称 z 55 f 
ARX. d Ag A EL TR, A fE€E* t 4 中 的 一 切 


An EE Hj Rop 的 一切 元 直 交 ， 则 称 P 记 为 ,LB. 如 
RACER MRE BCE* hH —)26 Ho, BUERAS 
BEX, W ALB. 
定理 7.10 设 T 是 上 上 的 紧 算 子 . 则 下 列 结 论 成 立 : 
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G) XUTÉGERU JE MAENE 250, 方程 
(Ar—T)a—y (34) 
有 解 的 充分 必要 于 人 忻 是 y 与 算 子 47* 一 T+ HFN HE GE, 这 
里 PRE 上 土 的 单位 算 子 ; 
GD 对 于 给 定 的 gE8” 及 给 定 的 复数 0,732 
(AI* —T*) f =g (15) 
"NEU TE AHDEARIEE g SNC AIT S RETE. 
证 在 证 明 中 仍 设 4= 1 于 是 方程 (14) 变 成 
(I—T)z-g, (16) 
方程 (15) 变 成 
(IT*—T*) f= (17) 
(D 竟 必 要 性 ， 设 方程 (16) 有 解 r, 则 对 性 一 femt,ow 
F= fle Tr) = 了 (7) —f (Tx) 
=f) — Q'*f) a) = (—T* f) (2) =0, 
Westm, 
(i) BEZE. WESCE Hy [ t, y70, 方程 (16) ARGI 
于 # 属 于 7 一 7 了 的 什 域 并 SIDQCSL BIS kb E nj xd, d 
$4 BB 4.24516 2,8 E LIUC ABPETERR fo 请 足 
fea —])2], Ife — 1; 对 任何 ZER, folz) =0. 
fold = 0(2€S0 RAHE EE, A fo(x— Tz) —0, RAE VASIE— EJ 
sE, H .—T'f0()—0, MK fo- T*f,-0. Bie fem pen y 
H R* EX, k S0, 5 fop —[vl1550 证 盾 ， 这 个 矛盾 说 明 
ER, MZ PRG HE, DARE, 
《过 的 必要 性 ， 设 方程 417? 有 有 解 疡 则 对 任 一 YE 只, 有 
ga) —(F—T*f)(z)—f(x—Tza) -0, 
ig 9tipx. 
GIDAI TE. i gCE'H.G19t, g250, Ef 9g Ct, 则 有 zE 
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Elk y= Q—T)r, ER EX XII s 

f) =g (T), (8) 
需要 证 骨 fG h y 瞧 一 确定 ， 设 另 有 EE E yT, F 
Err ENA gt yz WM g(z—2):-0,80g26G0-9(0. Br 
以 不 论 用 e (2 9 9 (E fo GO Bit, 其 结果 相同 , 履 Fel) H y 
崔 一 确定 . 

现 证 fo 是 嚼 上 的 连续 线性 共 函 ， 所 的 线性 是 明显 的 ， 只 需 
证 fo 连续 ， 为 此 又 只 需 证 六 在 原点 过 续 ， 设 1 C9 (21,2, 
3,- E ECT 0. 由 定理 7. 9 GADE, wp BURN FEE) CE 
(n5:1,2,3, f quo GE — Tx. ELA (4) rb ARH — 1 c CAE TE 
$u(z.). Wtír,)—»2, 4E yap (0— T)a,, 中 令 下 >co， 可 得 0 一 
G-—T)mn,XkXHH a,€ 98. Ehi gd I, kgl) 一 0 于 是 

Foa) = g(z,,) g(zo) =0 (Eco). 

MERR O) 的 任意 一 个 了 序列 ， 申 以 于 的 论证 可 知 ， 
有 基 这 个 子 序 列 中 必 可 取出 一 个 “更 小 的 " 收 伍 于 的 子 序列， 由 此 
FAEN Fao 本身 必 收 笋 于 0, 否则 将 引出 矛盾 ， 这 样 我 们 便 
WB T fo ERRE, BUE f 连续 ， 

由 Hahn-Banach 5g 88, f, WUEMA 吾 上 且 保 持 范 数 不 变 ， 
ERAZEM fo RR, SiE à; PR (17) 的 解 ， 任 取 
aC E, 

Cfo— T* f) (2) = f(x — Tz) =g le). 
ik fo T'fu-g,fa ROD WE. 

定理 7.11 diRTREESUEESCE, 440, WAT IA 射 
的 充分 必要 束 件 是 AL— T JoiB uA S DRUERSEPITS REB x UM 
足 时 ,4 是 下 的 正则 值 . 

证 仍 设 4=1 并 记 SIT. 先 设 S 是 满 映射 令 

81, — (x:872- 0) n= 1,2,3,1), (19) 
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由 于 S OR, pe N REE Hoi Teu, MEDA 
NON CNR, Ce 

Hik S TERRI TERNA, ER ER, n0 S 
HRY, 在 在 OE 使 Sx.—an. 对 za IT ts ESti a RIER 
推 ,得 到 点 列 

21,225 77. En t, 
dtr x,Q—S8z,4(8—1,2,3,-2. Hi Pato, d C98, 但 Seo 
= pr =p ik ENR, Dg 9t AR HV EE Tu. (EIE S E, 可 以 
VIEW Na ZE Mar BOE i] (n — 1,2,3, e). 

1855 -E 3€ $2 Riesz 5[£8, 可 取 yar €9t Na 使 


[ail 1, ds n) = inf dyas 7 yp P (—1, 2, 8, )》。 
由 于 当 men Mts C 1 D Be Tyn o pe — Ss 9s RESE 
Nai 所 以 当 m«n 时 ， 

[Ty Tynl 7 19s Sy Tre D 


由 此 可 见 , Tuy BETKA CH, 'y T RECTORE. EC S= 
一 HAS, 

现在 设 S—I—T RARI, HUERL T. 1000, 3; FR CI* Tf 
=g F iff ge Et EB Ba, DUC I*— T* AENRE AE, 3 ERRE 
证 运用 于 算 子 7 一 T*， afán T* Gam po sh RIBPHOEDG 
7.10(D, JpPERG--T)x--y AEI yC E A B, EE E— T cU 
Ht. 

根据 以 上 的 论证 ; 当 访 = 了 一 TP EW mE. mi, m 
当 它 是 单 且 射 时 则 必 是 满 山 射 , 轩 昆 不 论 那 一 和 情形 ;5 —I—T 4A 
HRMS, MEA rug dup AL S=- BARAT. up, 

中 定义 6,1 E IBIBS TERRI SEA XEIET—TCSS GE o 0D) — 
oiT, GX; TONER P. Xx ÉOBM EB EL. SEXE OLI 
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T XEM, o UO OR o (CI) 6-264189. 

定理 7.12 i&T ARE L89 9E. k 

() 任何 复数 A250 或 考 是 了 (7T*) bSIERd(& GE E TOT") 的 
特征 值 ,二 者 必 居 其 一 ， 当 Azo 是 T(T*) 的 特征 值 时 ， 对 应 的 特 
征 沿 是 空间 是 有 限 给 的; 

Gi) PORRE $R 集 REETA x 69 9 30 
集 ; 

(ii) 设 A, 站 分 别 是 卫生 的 特征 值 且 4 关 A， 则 卫 对 应 于 1 
B5 fer vig di em ia]. T 对 应 子 o 的 特征 向 量 空间 相互 直 交 、， 

证 ”对 于 (人 ,GD 两 个 结论 ， 只 希 就 下 来 证 明 ，2* 的 情形 完 
-全 一 样 . 

(D) 设 24 关 0 不 是 了 的 正则 什 ， 由 定理 7.11 (AD—T)r—Ó A 
AIFA i 是 了 了 的 特征 位 ， 设 7 对 应 于 4 的 特征 向 量 空 前 是 
L. dp L'BIEBUNR ERR A. HHE 6L, 4 Tr=Ar, i TO — 
AA. HT T RER T w TOORE, 于 是 4 也 列 紧 ， 由 第 七 章 定 
理 2.2 wn, L ARCH ORS. CO phe, 

Gi) Bb cCT)mTAAEERNE, HORo DOWD ECT PORA de. 
在 o CT) EC AA TEASE R As L, 2, 3, 488 UG) As, 
PASEO, IERA H 4.250, REMC, AA 4, E T Ms 
TER, POPURI E mu. A Da E totau r, 3E GARI TUE 
间作 为 有 限 维 空间 ， 每 个 5 都 是 六 的 。 因 大 (一 1 2 3 eE 
不 相间 , 由 定理 0.2, {zs} 是 线性 无 关 的 ， 故 元 AL. NERA 
LCi n HAEA S 2 Riesz HIH, uf He gc L. 使 


lyb-1 int fyuy]  -2,3,42. 
FEE. 2 


B[g,EL. IE yu o0 2e anu, 于 是 
Ans — Ty qe AnA) «un ae iG, — Ay- En. EEn- l» 
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E Ea manh, Tyas of" Agde] cbe Amta V LC 
EHE 


Anfu Ta Tum Dns 
i 
| Pya Tyn! = Anya Anya Tyn t TYm) ] 


^ 1 Li His As 
= HA Mrs oun Ts HT) E gh 


HF Au o 42380, RETETE 0270, 对 任意 的 m n, P me nifi n EIK 
时 ,有 


[Tya Tyra > | (20) 
BHW, ihr E- 1T ERRET i, (Pya) PERSE f 
Ie L8 7-1, CRAS OOP. ILE o CT) CER d LRA 


TROU ERSTCHR SR. SEWER, e CP) 45 9 up RIS, 

(i) WT. T'XRET A. AEEA EEI A La LI. AE 
H CL fL BpAMaQ Ag pmi TAI, DE 
A0. 于 是 


falt) = PRECES 一 lf (Tr) = i (*fo (uy) 
=f fle). 


HESL i fele) =. Lt Li EX. WE. 


下 面 进一步 证 明了 及 T* 对 应 于 同一 特征 值 A260 B IE TAI RE 
空间 有 相同 的 维 数 ， 由 于 证 明 比 较 困 难 , 初次 学 习 时 可 以 略 去 , 现 
先 作 若干 准备 ， 准 备 过 程 中 出 现 的 引 理 1 、 引 理 2 及 引 理 3 本身 
亦 有 独立 的 意义 而且 不 必 假 定 其 中 的 空间 吾 是 复 的 ， 

5| 3 jdEEIUEDEGUMENE, pA {r 5,2) 
性 独立 ， 册 存在 召 上 的 一 族 有 有 界线 性 泛 函 fofo fs 使 得 
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1,35 £d 
fi) EM m 
证 对 于 =1， 2, 05, 4 Y.-spanins, c, Xyoa&Faan 
e m. HY, 是 有 限 维 的 , 故 为 下 的 亲子 室 间 ， 册 nuc Y, 可 知 ， 
ded E LR ERA yA fef. —1, m fa tE Ye 上 为 零 . 
II f, f2，…, fa 满足 引 理 的 要 求证 毕 . 
52 设 六 六,…， 思 是 赋 范 线性 空间 丈 上 的 一 族 耕 界线 
性 泛 范 ， 则 吾 上 任 一 于 六 ,六 … f 的 零 空间 的 交 上 为 堆 的 有 界线 
HZA f OEE Dh. fcf. 
证 和 作 由 豆 到 Rk C? Bol T, 
Tz (fia), faf, s fa (0). (21) 
ABIATAR EC) 中 的 有 界线 性 算 子 ， 线 性 是 显然 
的 , 由 


(k i= 1, 2, **-,2). 


^ A2 
ima-(Siicor ] 


k=l 


(iia) (aJ is 


k=l 


可 知人 有 界 ， 
TE T(E) x X EE Fin: 
F(y)-—f(m (T2). 

需要 证 明 丈 由 yy 唯一 确定 设 另 有 x’EEB 使 y:: Te, 于 是 

T(z—2') Z0, B (21) nT Agi, f; (2—2') h jl, 2, -on BRE, 

由 关于 了 的 假定 可 知 ， f(—2) -0 BE £62 二 了 (x')， 因 此 不 论 用 

FDR GOES Got, RARR. dx FG)IB yg VE— IDE. 

HFüESXTRESBIB, FERH, dp Rk C) 中 取 一 子 空间 

Mi& R C") —T(E)COM. BRAF(CMLESTE,TEFFSU 
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REPRE R O CY a INTA RE E eA F. F 
便 成 为 R ORC) LAARNI 国 , BE S 4E n Ts rd os (9 — 1, 
2, tts n) LEEA HJ y= (5i £s Us £QC€R* GE C») H 有 


FQ) Dé (sir) IPSIS ) (22) 


f£ t EF, e y= Tz AM (RD, fo GO Ey 2 T 5 O 1,2, 
eun), 代入 (22), 可 得 


f = FD) = ef) ez Jo. 
i-1 4-1 


(s fG)- ( 2f ko} 


由 z 的 任意 性 可 知 
f= Zoh (s F-22356, ) 


B] f 3» fo fat fa MERTER A. TEE, 
引 理 3 if, fet fn AREER E E n AREG 
有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 五 中 的 元 素 ti Za 050.1588 
(1,3p k =k; 
1007 ds ue A 
证 Pa—IBPS[GLAREEOT. Aitab ARa RE 
证 明 当 e -EFIBISIERUNRGL. 4a 是 fae fg sti] 9M fas 
fos fede Re Eng A19, fils. ery Fal Neri 线性 独 
3L. PAR, 则 存在 不 全 为 堆 的 散 Gs es os E 
(fiH Afat bf Iu, - B. 
X de B] oo fi Fon fa rof. 在 fen HEZA Ne EO ELE 
H 2 , HEE Ger E 
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Ck k= d, 2, en) 


Ofi t ofa beef ifi b. 

Wf fece feas Ed "suc. Bi dt fita, 

Plenn Jel Ren RTRM. BHARU TE Mei 中 的 元 
来 zzgzs…yzx 使 得 

fna = Ge 0 G0] j PTT Gub, eB. 

(23) 

H fo ferns fo SPEAR, HBI 2, foa dk fo fote Ja HI 

R RRR LPAR, PUCA AE p AAR ue PE Sa Eaa) 

=1, J fi Geen) 5 fale D 5 = fC) 0 qp AF 


定理 了 13 iR TEEEBDERNGE, Ax0 ETHAEE, 
则 外 及 全 * 对 应 于 的 特征 向 量 空间 有 相同 的 维 数 ， 
证 JU L RT TALIT À KRAER RAN, M LIAR T* 
对 应 于 么 的 特征 向 号 空间 ， 设 工 RRR n, DIRAB n M 
mn S AFUE man. 
A niae nnn tu RU ns F0 ID La Lt A. 
«BIER LL TETE B ETE EARLIER o o nr 9m 使 
gu) Zh vl (.l—12,2,m. (24) 
EIER DUE E PAPAE: 
LE Eel 
finc iy up Gon m. (25) 
作 思 上 的 线性 算 了 已; 


Sz=-- Dg(r)y GER), 


则 总 是 有 鼻 的 且 为 有 有限 秩 的 ， 于 十 为 紧 算 子 . XA TARET 
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iTS ARAT. 
HUE ER A — CP-- OERA, Xx EE E 
LAI— (CPG) jx = b. 
m 


(AI — T)s,— Sz, D Gi (x) jfi- (26) 


IH (25) & (26) , SIT k= 1,2, s, M 有 


FEIT) r] = Sg (vo) fici = gela) 


注意 到 户 是 THET A RAREN E, X 
fsL AT— T) ag] = [AT Tf) 一 0 
TE 
| ge) = (FE=1, 2,., 1m), {27) 
FC A, C26) BERI, MEHA 7 7229 0, XX REB zoEL H On m ns 
£5) 是 D, 的 一 个 基 , 存在 数 05, 06, t, Oas fira — om beum; be 
Gat. 由 (24) 可 得 4 一 (xo), 再 由 (27) 梧 知 o4, —0.— Hb, — 0. 
这 表明 AI 一 (T+ 是 单 上 映射 。 T+S 是 紧 算 子 ， 由 定理 7.11, 
AI—CT- S) ÆRE. mert ERI R fmn A EE ELM 
(THS) liS 9m TÀI OR far 为 T4 BET A HAARE 
向 量 , 有 . 
1= fmrt Cmr) = fai (LAE — CEH S) Ja) 
= fa dT— 1) — fm CSE) 
—LGI*—7*) fil) 


DNAREN =0. 
TE 这 个 矛盾 说 明 mer RARER, iE mlea. 
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HE 4 也是 T** 的 竺 往 谊 ， 设 LTE TR T A RHEA 

量 空间 , 设 它 的 维 数 为 p、 出 以 上 的 沦 证 可 知 , pn. 
cPARpxamum. E may AA. dk m—n-p. WEB, 

综合 定理 7. 10. 一 定理 7. 13， 得 到 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 
理论 ,我们 将 它 总 结 成 下 面 的 定理 

定理 7. 14 设 也 是 召 上 的 紧 算 子 , 则 

O e(7T (H)o(T) xs Rot fes UL SEG E e gn] 
33k, c (7) rpf£—ROGSEIUSESERE T E T* 的 特征 值 ， 当 加 为 无 限 
维 时 , RIO 必 属 于 o CD Ro (075 

GD ”人 儿 及 T* 对 应 于 同一 非 零 特 征 什 的 特征 向 量 空间 有 相同 
的 维 数 且 维 数 有 限 ; _ 

Gi) ,了 T* 对 应 于 不 司 特征 盾 的 特征 向 如 空间 相互 起 交 ; 

(v) 设 4 天 0 是 芷 一 复数 , 则 是 全 的 正则 值 的 充分 必要 条 
性 是 下 列 两 性 质 之 一 成 立 : (a) 17 一 了 是 单 映射 ，(b) 1 一代 是 满 
映射 

(v) 设 4 夭 0 是 TT 的 特征 全 (于 是 也 是 T 的 特征 值 )， 则 方 


程 
(AI—T)z—y 

有 和 解 的 充分 必要 末 件 是 与 AI* — T" 的 区 空间 直 交 ,而 方程 
AT*--T*) f=—9 


有 解 的 充分 必要 素 件 是 9 与 和 7 一 了 的 零 空间 下 交 . 
在 这 一 节 中 , 我 们 系统 地 研究 了 紧 算 子 , 获得 了 比较 整齐 的 理 
EG D Igi 
1* AE, E) BA RIRIIECHERUR BS UAE A, EBD 
FECHAS IR RAEI T SE IRI GX FE WEE, Banach 空间 ), 如 果 考 
E42 (E) p Bo c SEO CTAER MO HR, SAGE PER ABS (RE) rn 
Fg — 4 BHT- 22 l8] GX EB RES E E 29 Banach 空间 )， 这 个 闭 子 空间 
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WAERTE 由 于 已 超出 本 省 范围 , 故 从 路 ; 

2^ 紧 算 子 的 基 镜 算 子 也 是 紧 的 , 这 一 性 质 的 重 要 性 在 定理 
T. 14 中 已 充 分 显示 型 来 ; 

3” 定理 7. 14 总 结 了 紧 算 子 的 谱 的 主要 特性 , 这些 特性 之 所 
ARY 关键 原因 在 于 紧 算 子 将 有 界 集 颈 成 列 紧 集 , 


88 非 线 福 泛 函 分 析 初 步 


非 线 佳 泛 玖 分 析 的 历 抱 可 以 追 潮 到 十 费 变 分 学 ， 击 典 变 分 学 
中 重要 的 课题 是 求 定 义 在 国 数 空间 上 以 层 分 形式 出 现 的 泛 现 的 概 
天 划 极 小 从 ,这 是 一 类 非 线 性 问题 , 此 处; Mu PUE. 力学 以 及 -工程 技 
术 中 出 现 的 问题 大 都 是 非 线 体 币 分 方程 ， 韭 维尼 积 分 方程 以 及 扑 
线性 各 分 微分 方程 ， 因 此 其 沁 的 分 折 交 角度 米 恬 完 非 成 性 问题 就 
成 为 非常 必要 的 了 ， 早 在 条 世纪 册 千代 ，M，Frsehet 在 Cantor 
裳 合 论 的 基础 上 建立 了 无 限 维 空间 上 的 分 析 尖 ， 从 而 商定 了 北 线 
HZA ERI ME, FREED UL UARIIS EDAX 
SURE GERE RERAMA BR aN (2b T. R. 

x Ende TIA EERE ERAHET JUS B ER R, 
主要 包括 Gáteaux Su, Fréchet 导数 , 隐 函 数 存在 定理 以 及 一 
3 ILE ARRES, 

8.1 Gâteaux 导数 

dk— BER F— Bedae M d REA PUR A GR, — 
PEGA eaux 意义 下 的 导数 , Cie tiko p Jg AL alc coge e 
中 弱 变 分 概念 的 自然 推广 ， 它 的 好 处 是 要 求 条 件 较 少 ， 其 至 不 必 
要 求 映射 过 续 , 因此 适用 范围 绞 广 ; 另 一 种 是 Fréchet 3& LT 098 
导数 , 它 站 在 暴 分 折 中 全 微分 与 变 分 学 中 强 变 分 概念 的 自然 准 广 . 
CHERA FARES ETE A BERRA e Ampe 
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将 非 经 性 丫 题 线性 化 ， 
TEACH D, ABRIERA, R EQE, 等 等 为 实 赋 范 线性 空 


X38.1 WEQIRE Eg ANR, FEH OS: E FRAIR 

ŞEN, REE RREH ER E TRA 

lim EEEN — PG) (1 
(fr, MW Fi Fg x Sb 3r ED A RM o SECOLO TRE US YF. e gy 
Gâteaux 台 义 下 的 微分 ， 记 为 DF (2 月， 如 果 对 每 个 ACE, S 
分 DF, TREMER F (o Abiy H pok pr F TE s RbfG&teaux 
EXTR. 

XpTUSDEA, FEARI RS AS F RRE JE. 

定义 8.2 WVEE,E.R F|ADE XL S rE MARR, WAF 
{E x abi ALFER ER E, MENTER o E3 DFC), 使 
得 

DF (2, b) =DE GOR, (23) 
MEKE fE e sbERTEUSUPDETIER D8 (xz) AREE 处 的 S E T 
Gáteaux x 导 算 子 ， 

如 果 政 在 名 中 的 每 一 点 处 吕 可 微 ， 则 称 了 在 如 中 弱 可 微 .如 
EFEN Hii — I AbEEHE SS RT GR, ME FEO rh ttii a pk, 99 
TEF DF (的 有 时 也 称 为 弱 导 数 或 Gâteaux PR. 

例 1 dETCOQEQEQO. WT Em ES E 中 的 映射 在 吾 中 

F ARES HPESO RI proin Hus cp T T. 

证 由 定义 8. 1,4 HE— CE, 

DT(z, 4) sais TOR T8 


PEE X 8.2 qn, TE Eid Sk FR XDRDÓS OS SHIRE ELSS SERE 
EAT. 


= Th. 
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例 2 RUER Hilbert 空间 ,在 1 BA ESEG fE) jf 
(E1) ng od oy. 
H ”根据 定 交 81, 对 任 -*zEM, 有 


lz--tkI— jel? 
i 


Df(a, h) 一 1im 
ten 


lej? +2, E) HPJ lz 
£ 


= lim 
i+ 
=2{7, h). 
BirhxE X 8.2 e[An, fE di x SERIE SS EGIT EL SO SPEC 


等 于 2x, 
例 3 ”考察 二 元 函数 (在 及 ?中 ) 


S0 Q8 
Zira 5 axc(n,y m) (00,0) 855 


fo) = ra: 
l p z x 一 {zi £2) = (0, 0) M. 
Wi] f£ YE t= (0, OAREN TA A= (Oi, 5 Bro e a s 


Df (xy, A) = lim i ? 


DID AA) BAER 


CIN eTA ALFER 
EX PA RARRATE. | 
Bl 2 说 明 , 即使 存在 弱 微 分 , 但 线性 弱 微分 未 必 站 在 . 
AETSURVU RUE LE DIOC dn, h RA 
L={r-tih; Oil 
称 为 召 中 的 线段 ， 弱 微分 具有 下 述 定理 中 所 列 的 各 项 性 质 . 
定理 8. 1 设 E 均 为 实 中 范 线性 空间 . 
O PEER: 设 / 是 定义 在 菜 一 包含 线段 工 的 开 集 只 如 
上 的 泛 函 , BELLUR- ARRERA MEE s 0< 刀 <1 
使 
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flety f(x) = birt ton, h); (å) 

{iD WFEZXXTE—USERSLSJIÉSOCE mit 

BAAS mud, EFELER- ANEHE h ADA 

WEE fo 0-41 使 

[F Cz 3 8) — F (2) | [ DF Ce 4- toh, 8) f; (4) 

GiD — PER GGBGD PHEN R Fh 再 设 E, 是 Banach 
j), DP (e+ th, b) &-T- EELO, 们 是 连续 的 , Rl 

PLA) —F G) -| DF (ath, hdt, (5) 


EREHE Riemann 意义 下 的 向 是 值 画 数 的 积分 . 

证 GO 4ve(uD-—fGectb aE ip. 由 了 的 假定 ,Pp 在 
COo, 1] 王 处 处 有 学 数 ， 出 寺 点 分 析 中 的 微分 中 全 定理 ， 存 在 to 
Oct, E e) — e (0 — 9", (t). HB eC f (r+ 了 DD, Pp(0) = 
大 e (49) = Df (x4 t4, A) [4n (3) wr. 

G) hH 4.2 RETE 1,08 E, PAEA) —F (x), dE 
在 g€ ET, f£]g] —1 HH. 

gLF (zA- b) — F (2) ] - [F (z 4-5) —F (x)1. (8) 
490) — gLP Gt). DA E SEHE IP GQEO TF EGER, TER 
to Kt, E e()—9(0)—9'(G0. Bip(1) —9 LP (+ 人 DD] 
p (0) — gLF (x) ], e (to) = 9L DE (x o tok, 5) JR (6) 可知 

Gt — F (2) = gLDF Cc - 0A, 8)] 

«DF (2-15, H) . 
因此 (4) 成 立 . 

“iii 由 假设 ,DF (Cz -th 如 关于 #E[0, 11k&k, Bid 
定理 4.8 EIE 1, DP(x-r1À, JO XE E ELO, 抚 一 致 连续 .又 因 囊 是 
Banach f, 因此 下 将 的 Riemann 和 

37708 Lh, b) Ab, 


FL 
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当 6= max {Mt y: 1« ju) >0 时 ,收效 于 | DFC 1 一 
Jj ii, *HE—gEEt, oO) = gLF GE LC) ESCO, TARTES A iA 
S He's [DE (x+ ih, 103. BR gE 

gLF (x: h) —F(x) i *(1)—9(0) 


-[ gd -[ gL DF (a I th, 3) dt 
n (i 


=| f DF (a -|. tà, 041]. 


由 9 的 任意 外 可 知 (58 成立 ， 证 毕 ， 

8.2 Fróchet 导数 

一 段 讨 论 Fréchet i Pit y, 031 E, E, MI EE 

TES fat, 

338.9. KOBER RARE, FIR IR 239] E, PRRI, 
EQ EO. WRYETEHDE 4 E. EUG TARRETRT. T, 使 得 

E 
lim [reto EO- Thl o, (7) 


La +0 


DIER FTE a hb» up (sd MTE x 处 接 Fréchet 意义 可 微 ,而 称 TA 
ApEdExS5EUS RUE. US EF (x, h), $ T Pru 处 的 强 导 第 子 
或 强 导 数 , 记 为 dF) F' G0). 如果 了 在 如 中 的 每 一 点 处 都 是 强 
可 微 的 , 则 称 百 在 只 中 强 可 微 ， 而 aF) =F (a) 则 是 从 昌 $12 
(E, 小 中 的 一 个 上 映射， 称 它 为 五 的 导 里 射 ， 

RTEA rER $h, gBEITAEO. 4 


olz, h  F(z t h) — F(z) Th, (8) 
HOD, or, A) HE 
is Lo Lo, (9) 
(的 59) 可 以 合并 写成 : 
Ft Pa Th o(hD, z-- AEQ). (10) 
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COR E di o 处 强 可 微 的 一 个 二 价 写 法 ,今后 常用 到 它 . 
推论 EFEO 处 强 可 微 , 则 下 在 x 处 连续 . 
证 iHa bir, 由 (1 从 可 得 
{F(z FOLE tD A. 
ie FTE e hott MER, 
8/4 TCA (E, E), Fa)=Tr WFE Ep pfe 
ER, IEE — AUREUS ERA T. 
$35 BF TAHAR 
yi fitm, ey En) 
Js fimi f» ey ER) 
Ym fu T, ZO 
定义 的 由 R^ 到 R peah, Jioc (nz s n)eR", y= 
Gi Vost IS) ER". HUE 8.3, P d x 处 强 可 微 的 充分 必 避 条 和 休 
EHET I —1, 2, e, n0, fi 在 x 处 有 爹 微 分 再 由 吉 典 分 析 
可 知 , 方 在 = 处 的 全 微分 共有 如下 的 形式 


df iG 1) S e fa) htt Rf he 


2f.) 9fu tr) 

da, Zi 
NEG 
BG 2 Ya) 

D. EA 


$6 HL EE FE 处 的 Jacobi 和 矩阵, 
现在 过 论 强 微 分 的 儿 个 基本 性 质 , 
定理 8.2 iW E, E, BUE SECRETS HER f], 则 
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倍加 中 汪 集 马上 的 玫 映 射 的 导 映 射 便 为 堆 ， 即 若 对 任何 
ZEN, WA FG)-—ycE,W) F'():-0 360 mp SbRERR IE; 

G) AJRASESEUTAUSGR AER, ME FS Tr, 其 
中 TEA (E, E), Wi F'(2)—T 3E E pakike S: 

GD ik F P: 均 为 图 如 中 开 集 O B) E piy, BEE 
处 都 是 强 可 微 的 , 则 对 任意 的 实数 &;, os 有 

(a, F, HFa) (z) 一 FD + o, Fix). 

Gv) 现在 再 设 A, CERERA, 是 由 万 中 的 开 集 
D 88 E, ERR, H RE gh E, pH Q, 到 E, 中 的 映射 ,了 (0) 
CA F AACO ARTIR, HEAS Fata MAS 
映射 HFEA a Aka 

GI P)'(z) = H'(g) -F' (2). 1) 

iE (0) ERAR, GD 就 是 例 4 GD 也 是 显然 的 ， 剩 下 

的 只 需 证 明 Gv). FER REE, LACE, Wü 


F(zrth)-—F(x)—F'(r)h-o(lp {then), (12) 
HG O-H) —H'(pk—o(ED. G+EEQY. (13) 

A E-FTA)-—F(z). B02,,8 
t= F' (2)h--o(]4]). 05 


My FG) g- E E- FG) A Q3) JERUR (40 ,得 
H(F(z-E)) — H(F (2)) — H'(GnF'()h-o(I[aD, 
即 
(HoF) (z +4) — GIF) (2) — H' (y) P! G)h--o (AD. 
因此 HoF 在 点 x 处 是 强 可 微 的 , 旦 (11) 成 立 ， 证 毕 . 
定理 8.3 设 卫 是 由 妃 中 开 集 O Ej E, 中 的 映射 ,zE0Q, RJ FP 
在 z 处 强 可 微 的 充分 必要 条 件 是 下 在 z 处 线性 弱 可 微 且 极 限 
F 


lim f- 
[ 


Grm re DF (h 0 (15) 
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关于 AEA, 8 一 1 一致 地 成 立 ， 当 这 一 条 件 满 足 时 ， 强 导数 与 弱 
导数 相等 : GF (x) = DF (). 
证 充分 性 任 给 60,8 BUE, 存在 与 只 到 j=l 无 关 
的 57-0, (fa o4 [4| o MF, 
[ret th) —F (a) 
i 


—DF(xbhR|-s8 (m, zd the). 


记 训 = th, EXHI, MI fA RT, 
|F (A) Fa —DPG)& ]xe!n'], 
Hii 
Fath) —F(a) —DP (x) ' =o D, 
HIE F f c 处 强 可 微 且 
dF ir) = DF (z). 
WEE Fa e>o, haa wow FE 5>0， 使 得 
HE—VEE, jA Jei k, 
IF) Fla) — dF) k celk] (m z4h'€c0), 
SER REE, [h] = 1. 34 t; <8, ju W m h, RAD ET EA 8 
JF (x+ £8) —F(z) dF (o tA]«e|t] (Hl — 2), 
TE 


FG! 2 FO) dPG)h le. (16) 
(16) o4 — Bn REE, Ihp-1i—swtBeeix. EFA a ahg oH 
《15) 对 一 切 ACE, !A[—1 —S&hüpkor. JERE. 
推论 设 玉 在 x5 的 菜 个 邻 域内 好 处 存在 弱 导 数 DFC).B 
DF(.) 在 ?处 连续 ， 则 下 在 x 处 建 可 微 且 强 , 弱 导 数 相 等 ， 
dF(xz)-—DF(z). 
证 hA 8.3, HAEN G5) 甘于 AE, [Dh]—1 —3x Hb 
XL. ERPE &CE,[AD—1JfUb 1220. HizEBH 4.2 4E 15 1, dede 
* 2355 


f F (zd (8) - F(s) 
(Pet PO pr) 
- [re H0 - PG) DF) |. (7) 


3b— J i8. ER 8. 10D d fe v: 0 rt 使 
(I B) IG) DFG)A) 


DIDP Gi elk DEGOM) 
«IDF(zc-vk)--DFGO] (OWMlgl-;A[—-10. (18) 
因 DP CE x Rb3EBR MEI (550 m G8) 中 最 后 … 全 表 还 式 基 十 
&€E,[|h|] 2 1—3& REECE E, REIR C17 REA 
Fie i48) —F(2) 
1501 EF 
KF AEE, Alst Wir 8.3 npn lb WERE, 
在 古典 分 析 中 , 求 导 I go Sr rg uh TRE ORAS de Pup P 27 ii. 
有 上 时 求 导 是 事物 和 的 主要 方面 ， 有 时 求 导 的 鞍 门 题 是 事物 的 主要 方 
面 ， 在 无 醋 维 空间 中 也 有 类 似 的 情形 ， 这 表明 夺 雹 人 限 维 空 间 中 ， 
求 导 的 道 问题 同伴 是 重要 的 ， 所 谓 求 乍 的 着 问 题 ， 棚 栈 地 说 ， 尽 
指 给 定 了 映射 0 SR M TRE FCO (E DF (a) = f a) k dF (2) 
=f AF f iu Xsibüt — Ua 成 立 . 
LUPA E eR EZH A 是 类 Banach 空间 . 
EX 8.4 设 zozs oz 是 吾 中 下 个 给 定 的 点 (为 自然 数 )》， 
PAE X (E ECLA Efl [ T E 938 S ERG 
z(t)— zt (Ej) (255 —2,)) 28 Jtt 161,2, 


DF()h j^? 


n— i) "m 
为 连结 iy Tos’ TR 的 折线 ， id À L. 车 rn PUEY L 为 对 闭 
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现在 假定 f EELER L HEEZE, E) pie 
映射 ， 定 义 了 沿 折 线 荆 的 积分 为 
a n—1 ri . 
|,/G d= M F fü, tua x2) Gua 7 r)dt, 
. j=1° : 
上 式 右 端 中 每 一 项 着 向 号 信函 歼 的 Riemann faz, 
定理 8.4 dE AEAEE piik O bmg (E, EQ 
thpHS4Essitibeti) META 只 X] P. pA rE SrA 
中 的 强 导 数 , 即 对 任 一 «CO, dp dF() — f (2) 的 充分 必要 条 件 是 
mo 中 任何 封闭 折线 工 , 有 
EO dr= Q. 
证 必要 入 过世 是 位 于 只 下 的 全 一 封闭 折线 ， 由 (19) 给 
出 . 对 结 定 的 2009 1,2,-,2—1), ME Lye Gud nga m) tO 
x1), 因 f(2) 2 4F (2) — DF GO 由 和 分 的 定义 可 知 
[ifs [ fari 1120) ania) d 
DE, la 


= oro etos) (zz) dt 
= F (zj Fia), 
Hop eja- A a A e E 3.101) EH, BpPlLJGEÉP, 5k 
[et |, Koi Dana] 
. f=1" 1=1 
| —F(G,) Fl) 4. 
EIJE KE nE, HTE, fE Pus. 
FG) =| fai taa) ) (672241, (20) 
Wi Fh 2 到 E Ki AUEN Fa ER, ITF e D. Qn 
AA FE >O, i Garadh, edcAEO 对 任何 LCE,)A] 
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一 1 成 立 。 现 在 让 固定 且 满足 o<r<6. 记 
L;idzyptd(r—mQi0sizci),D.— (zd trki oaia), 
Jl Z, EEY zo, e ERPE, Le 是 连结 与 <+rh 的 线段 ， 再 记 
l= {xo-r t (rth ti), Cal, 
则 Ls 是 连结 ao 与 4 十 th MARRE, ME, F ERHI RR 
ERI. 
[, fente f, foa |, toner 
即 
f fw) rw, reas. 


注意 , 在 以 上 几 个 积分 中 ,9 表示 积分 变 元 ， 这 与 古典 分 析 中 定 积 
分 类 似 ,积分 变 元 可 用 任何 符号 表示 ， 由 下 的 定义 ,P(x 十 r 妈 是 
35 DL. 的 积分 , FC Nl £36 Li 的 积分 ,再 由 狠 式 


f, £o) (fei chi 
可 知 ， 
.Flr+rh)— F(x) =| to ixh)rkdt 


=| f(t 1h) hdi. 
因此 


F(z-- vh) —F(x) 
| 


-Hf CfG- n - £6) 3&1 
< sup [/(e-00 -fl (ih — D. 
Ee 
由 于 了 在 9 内 连 线 , 散 当 r->0，sup L/G-- 1) - fG) > 关于 


ACE, [A] -- 1 —£t Bh 3r, 因此 
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lim 


f(2)4]--0 
rox 


XEOAEEQUATI-1—3CHEGr,o BEH 8. 3， 对 每 个 ren, dF {2} 
dí1EH.dF()-—f(G). Wb. 

8.3 RAR EE 

vs 5r ROS A CE TE ER E e ah LC AE 
BERTE ME HAREZ REDE OR CE ER R2 ERE 
SEYERUIE GE AE, im RU AEdERPEDEER T p 25 hj 9 p D TRE 
之 一 ， 

定理 8.5 ( 隐 函 数 存 在 定理 ) i$ F, E., F, 都 是 实 Banach 
TRG EEDE 中 的 开 集 , (ro 1) 是 如 中 一 给 定 的 点 , FP BAG 
到 名 中 的 连续 映射 且 满 足 : 

Q) Cro go 一 中 了 了 在 (zo go) 的 某 个 邻 坡 内 强 可 微 ; 

D F,QGu 40 AHA E, 到 EF. 中 的 有 界线 性 算 子 有 有 界 的 
3839 -[ 8,2, 90], P8 Fs p) E Gros go 处 连续 . 

则 存在 070, v0, 当 [x 一 xol 志 5 时 ,方程 

F(z,y)-—0 

在 上 一 外 委 ”内 存在 唯一 的 连续 解 y — FOEDE 9f (9. 

证 ACR, Gs 017 为 有 界线 性 算 子 , 故 存在 M0, 使 

IPS, 3,93 ' [« M. (21) 

Fla, 9) TE JR (2o, go) 处 连续 , 故 存在 6>>0, y 70, jeld, 
1y—yo] v 时 ,有 


Firdrh)- F(a) 
T 


L^ Gg) - P Gs Yo lui Q2) 
LA Rly AF a RB. FG yo —6, TRH 1z— 2] 8 I, 
[F Gr, yo) | (23) 


CAR EXET ET BUB 1x — EO 的 元 素 2 以 8 2E oc RE 
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eG, y) gy LP ro, $2 3 Fir, 9) 
在 上 9 一 外 | 委 ?》 ATEREA. Ag nbsv Ph, HOD, 
(22) , # 
bot 0,2 19 HE — CF Go yo) T Fa Gro 32 ] 
«E (o y) TERY Go #0) 7 FyG, 85] 
1 1 


E A 24 
Msp 2 (24) 


EES. 1 GDDR IR RE pd A Ti RR, 1g CY HT, 
dh G3) 5] n 
lp, p r lpi, pn 96, qb T ieG, f) 一 加 | 
和 sup ler, io Ty dn] 


If- 


HER Gu 9927 Ll FG 92 1537 y. 


因此 oC, D HR y — gu | v MAR EIER HER COH 45) ap, eo, 小 
TtRR I lS ya. 

ps EARSTE o Cx, TERRI gn y LM 
Jodi sta ER n 的 到 法 有 关 ， 这 iiie elad. FE a 
z Eia y =O. me RER o, 2D) 下 Mp 
g-0. Bk 六 二 了 (x) WB; EF, pO. m y 的 唯一 
性 , H T= fo Wr," AT 加 I yo— f Gy. 

现在 证 明了 在 eeji 内 连 线 在 球 1z 一 zf 和 内 性 取 
Pics Wya) Q-12. Bis, WE yn «y 
1,2), WEA 8. 11) cL eT GUAE US 0E OSOTERUM C40 a[ at, 


de Gu y — 9G qo pin inl 


TEGE Yi 为 pira STEEP 


lzi 23-4 [e Gu go ESICTTEDE 
> 240° 


«eon -Goz2Lt-lo(sgo—oGsyol 
1 ， 
prs #1 Pin gb piny 


因此 
Ig 一 EAL EATE A E ACTE DA 
即 
FACERET ET CTE Pra gf. 
bc Aao Tip 也 固定 ， 由 ?的 连续 性 ; 当 er H [Pit 
y)—-oGoyol-90. Slfisg —f(2i—0, 了 在 |z 一 zo 所 6 vui 
. 续 . 证 毕 , 
作为 隐 尔 数 定 台 的 特例 ,我 们 考察 反 函数 定理 . 
定理 8.8 (AARETE) {R E. E, 均 为 实 Banach 空间 ,9 
是 如 中 的 开 集 , x2, 是 只 中 一 给 定 的 点 ， 了 是 由 ORE, 中 的 连续 
BAM. dE gye— fm). f RE: i 
(D f dE zo B9 35 P SB Pass eT A 
GD fa) PAdENN E, b SURE TE ER TESTOR S AAA 
*LÉOO] MS oE c 处 连续 ， 
则 存在 070, v0 使 映射 y= 二 (7) 在 ly 一 yo1 才 6 内 存在 连续 
HERH z— a B x SB I xs Ey b ro fon). 
证 4 PG, gfi), WIE IH) EOE, 中 的 开 集 Q x E, 
到 E. rh gy e£ i Br H ids 
(D F(xo gn) =b; 
GD Fa Cros #02) =F GOTEXUA ER E, 的 有 界线 性 算 子 有 有 
界 逆 算 子 CF (zo 4017 Uf (175, FL Gs g) T£ Gro, go) 处 连续 
由 定理 8.5 可 知 , 存 站 07-0, y 2-6, Ajy- yo] o E Jj f 
F(z,y) —OCBI g-- f (2)) 
fE Ix— zo | s v 内 存在 哈 … 的 连续 解 z-= o) B rag) zx 二 
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8[ 纪 显然 就 是 映射 y — f) Mon AM. FLUR UE PERS DEAF, 
证 毕 . 

我 们 举 一 个 例子 ,说 明和 如 和 何 运用 隐 范 数 定理 求 方程 的 解 ， 

例 6 WEEN Banach 空间 , 用 Cit[0， 菇 ， 瑟 表示 定义 在 
[0, 1] EE E fc E dir E EE PCR CER CEU oS fe, 在 
CCCo, 1j, E) 中 定 交 线性 运算 及 范 数 如 下 : 

(4r) mz) m)  (x,23:€0,(0,1], Ð); 

(az)(f)-ax(t) (GEC (LO, 1], E)); 

lz] = max JzC2)1 + max lece) (z&C,([0, 1], £5). 
可 以 证 阴 C:(00, 1], 一 按照 以 上 定妆 的 线性 运算 及 范 数 是 一 个 实 
Banach 宝 间 ， 

现在 再 设 f(#,z) 是 定义 在 [0， 志 x 如 上 而 值 域 包 含 在 百 中 的 
连续 跑 射 , Fe +) 关于 < 是 强 可 微 的 且 fi. Æ, 1]x E E38 
=. 考察 下 列 具有 初始 条 件 的 微分 方程 


GE f(t, 4), 2(0) = zo (25) 


我 们 的 目的 是 证 明 (25) 的 解 甘于 zo 述 线 ，(25) 等 价 于 积分 方程 
z(t)— zo— Jes earo. ^ Q5) 
作 上 映射 F: 
[Fw 2) D) o () — m | FG sr)) ar. 


F (25, 2) BE 5 EE AKE 2&0, (00, 1], PAK BELGA. ED 
C, (0, 11, £) 3] C, (L0, 1], 一 中 的 映射 , 而且 连 续 。 根据 关于 了 (4 
DRRR A, Fm, DRF x 强 可 微 ,而 且 Filey DÆ EDO, 
(L0, 1], E) 上 是 连 续 的 ， 对 于 任 给 的 REC CO, 1, 下， 经 过 简单 
地 计算 , 可 以 证 明 
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EPA Gs MG GO = [Ps s ook CORE (27) 


因此 对 于 给 定 的 EF, EC (CO, 1], E, PL (205 2) JE RC CO, 1], 
E) | C,CO, 14, 号 的 有 界线 性 算 子 ， 
FAIR, Pz 24,22 ( 简 记 为 ) 有 有 界 的 逆 算 子 ; 也 就 是 说 
Flh-k . (28) 
对 任何 RECCO 11, E) TIE BAR REC, (L0, 1], £). (20 3E SEE 


MO [ fie setae kt) 
它 等 价 于 基于 无 的 级 性 微分 方程 
VEL. PL (s ot) CO) ERCE) 8 M9) = 10). (29) 


由 于 (29) 尖 于 天 是 线性 的 ， 容 易 证 明 它 存在 唯一 的 解 REO, CO, 
1], E). ARH F: 有 有 界 的 道 算 子 ， 因 此 我 们 找到 了 使 用 隐 国 
数 定 理 的 一 个 条 件 ， 于 是 方程 CDMA =r, t), MTF Ci(LO, 
1j,E) HXT ro 连续, 

8.4 泛 函 的 极 值 

这 一 节 开 始 时 , 我 们 就 已 指出 , 非 线性 泛 国 分析 前 历史 可 以 这 
讲 到 古典 变 分 学 ， 而 古典 变 分 学 中 重要 的 课题 是 求 定义 在 函数 空 
间 上 以 积 分 形式 出 现 的 泛 函 的 极 大 或 极 小 值 ， 这 一 段 的 目的 便 是 
. SPEESBSM E TESIZOEREW. 

Wt 了 是 定义 在 实 赋 范 线性 空间 召 上 的 证 范 ,， 如 了 在 CE 处 有 
x PES UD. 则 称 DFE) fik c 处 的 梯度 ， 记 为 grad f(z). 显 
A gradf(z)CE*. 

338.5 设 召 是 实 赋 范 线性 空间 ，# EEEE LME 
FROM 为 加 中 一 结 定 的 集合 ，zo 为 型 中 一 给 定 的 点 ， 如 果 存 在 
4>0, 使 得 当 z& M (1S, 6) 时 ,有 
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f(x) Ei i, (30) 

则 称 了 在 xo IEB ET EOM 条 件 下 的 局 部 极 小 ， 这 时 SQ) 
FR E PEA 2 为 中 心 以 有 为 半 & tcx, 

du RA AES (3004 — UJ «&.SQz,, 0) JR vr, MER 了 在 s 处 达到 
XU BUR. bi M 已 不 起 作用 , ESSERE D 存在 ， 

十 焉 分 析 中 报信 存在 的 必要 条 件 ,如 Roile 4 PESE, XpT-- E 
à Scy £9 FE Z1 8] ERSTE ER DT EX or. 

定理 8.7 设 吾 是 实 赋 范 线性 空间 ， RON GGEE L0 
Bi, xoE 吾 且 了 在 5 处 是 线性 弱 可 德 的 , 那么 当 / 在 3 处 达到 无 亲 
忻 局 部 根 小 时 , 必 有 


Df (z) —6. (31) 

WE 性 取 RER, H 24 0 BERE (E) m Fr UD UBL. pE 
t—0 处 可 微 且 在 1=9 处 达到 局 Eih, dri; p Ep Rolle 
定理 可 知 , e'(0)—0. A p OS Dfa, Dank. BT 
REE EIRA 3C (G3D XO. WE He, 

2b T BESELE FREE FCR EH TR PPS CO HEU ERO EE 
FREAR. 

5EXL 8.0 设 百 是 实 赋 范 线性 空间 ,了 如 是 吾 的 子 集 , 了 是 定义 
dE E EB SECTEUR, 3€ M Jr ROSE M HE BST v ros gs), 
有 

limf(z,) = f(x), 
Wjfk f TM RE eaba, mR M PE RT e Rya 
Jl (25) 7H 
limf 0 =S G2, 

WU f PM ee c M Ee 


E 中 的 了 集 到 称 为 弱 序 列 基 的 ， 如 果 对 于 M 中 的 任 一 点 到 
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[rats 这 在 在 子 列 {x4} 使 {7;,} 弱 收敛 于 M. 中 的 -… 个 点 . 
定理 8.8 R MEERITS, f EEE 五 上 的 
TERERAA, 则 存在 EH 使 f(zo) 一 inty(z)， 即 了 在 和 处 
法 到 关于 EM 素 件 下 的 极 小 值 . 
证 it e=inff (e). ME AA is) CM 使 
limf (z,) — c. 
H 于 FIE., EE G8 TA e 99 UC BECE. M 中 的 某 个 点 
zo EEA f a TOP SE, 故 
c= limf (En) >f (9). 
但 是 下 确 界 , 故 ecf e). AIE c= Fit). RETA e 是 有 限 数 
BHRT CM 条 件 下 的 极 小 昔 ， 证 毕 ， 
B Banach 空间 有 一 个 重要 特性 ， 其 中 任 一 有 春 弱 闲 集 必 
为 盟 序 列 紧 的 . | 
推论 1 设 五 是 实 自 反 Banach 空间 , M JE E coto Pei - 
SR, f GLOGESUIE M EBUTR SESEGEZRE CIA UR, WEEMS (0) — 
MAC | 
证 因 自 反 Banach 空间 中 的 有 界 弱 闭 集 必 为 弱 序 列 紧 的 ,由 
ALBE 8.8 HTA, 推论 成 立 ， 
推论 2 SFERE Banach 空间 , f EELEE EB FE 
b SE SCIS HS, zn im f(z) co, Big dE vC E fb f Gn) = inf f). 
证 DE. ETE r0, 4 5rd 时 
f (0) >inff (2). (32) 
È M= Gipeis n), RUM RARA. d Q2) sn inff (2) — 
inf CO. 再 出 推论 1 存在 «CM fk fi) -inffG), T dE FG) 
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= inff (2). IEH, 

在 定理 8.8 R CIE IG ns RETEA 1 ETERRA, 为 
了 有 效 地 运用 这 些 结论 , 需要 讨论 泛 函 下 半 弱 连续 的 判别 准则 . 

定义 8.7 WEE, E BERBERIAN, MEENTE, 
于 为 由 M 到 E, 中 的 映射 , 如 果 FOD i 如 PRR M S A 
BRA. 

定理 8.9 设 了 是 定义 在 召 上 的 线性 弱 可 微 实 泛 函 , gradf 在 
的 每 个 有 界 子 集 上 是 紧 映 射 , 则 了 在 上 是 弱 连 续 的 

证 设 了 在 召 中 的 某 一 点 do 处 不 是 弱 违 续 的 ， 则 看 在 evo 
以 及 点 列 {zo) CE 8 o) SICACT: «f 


|f Gu) — f Gn) | Z&&s. (33) 
出 dá E FR, 对 每 个 "n, 有 Taral, 使 
fO F Cro = gradf 4-9, (Ls — ao) ) Gr, — To). (34) 


lg Ta = Tot Enla 29) (021,2,3, 2. BIG AR xni) 
S.S 由 假设 ，{gradj (zs xa TEA EY 中 的 集合 是 紧 的 ,因此 
fgradf (m )) x. FETAR ATF E* 中 的 划一 点名 不 失 -- 般 性 ， 
SU Tix (grae; 0:2. 本 身 收 化 于 电击 (33) 及 (34)， 得 
So | gradi CF) (7,— 29) | 
s[gGa to) | + [gradf (x,) 一 9 一 2 人 >0， 
显然 不 订 能 ， 困 此 了 在 至上 能 连 续 ， 证 毕 ， 
现在 讨论 证 函 下 半 弦 连续 的 条 件 . 
XX 8.8 EO EER HLT, fE TEO E EH. 
如 果 对 任意 的 0, € 以 及 任意 的 OSSA 
Fert (It) t f e) + f(r), (35) 
Wigs 了 是 定 又 在 O bium. 
定理 8.10 设 f 了 是 定义 在 六 中 的 凸 开 焦 O bü*hieUR. Bf 
EN LEHRER TRD., MEOS EXP RIEBSIESE. 
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证 ”由 不 黎 式 (35), 对 任 春 的 m. 0€ O 以 及 任意 的 (0m c 
1,4 
fisat tlr —2))—f(D fT) fr) 
i i 


«HG. O-OFGU- TOOL r6) — f). 


4 5->0, 有 
gradf (ea) (x, 2) <f (0) —f (#2). (36) 
同 理 
gradf (z,) (z—2,) «f (2) — f (2). (87) 
(36) 与 (37) 两 这 分 别 相 加 , 得 
grad f (z,) —gradf (2) ] (35 —2,) 220. (38) 


今 设 点 列 {#4} CO galicSe T cO. Bibi B ERIS), 8 
Tí scr sci 使 
f) —f (2) -gradf (xv, (2, —2)) (2,— 2) 
—[gradf (z4-v,(z, —2)) — grad f (x) ](,— 2) 
+ gradf (2) (z,— z) 
Zgradf(z)(r,—2). 
因此 
Ef Tr grad f (z) (za — 2). 
A no, 
limf (zw) zo). 


ff 在 名 上 是 下 半 弱 连续 的 ,证 毕 ， 


第 人 章 J g 
£1.22.83 
1. ik «(Oo SE XdE[a, b] ER EAR, $ 
(Ta) QG)ma)s(t) (EC a, 57), 
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则 于 是 由 CUa, b) i] c A Hp Hob: SEES C E E EAS a CO f Los 0] 
上 连续 , 

2. Bal 是 定义 在 有 界 可 测 集 百 上 的 函数 ， 令 

(POSH) GEL Y), 

3T EH 瑟 ( 有 到 其 身 的 有 界线 性 算 二 的 充分 必要 条 件 是 6 0) EE ETA 
且 本 性 有 界 . 

8. UEI MHE («9 6 jo 1 2y 3,2 iX 

3 | as | < 


itl 


- 


w y= Prin DY uh 、 


i=1 ` 
其 中 T= {šo Ézs "t, < + Tas ts Hno e, 是 出 UL 到 L iiid Se 
RER F H 


mi M Pg mH 


i=l 
4. VERG D Aab, aziescb EÉ RT ODER AE, (ixis) 1dt 对 
[a,b] JUPA AA s 存在, 且 作 为 s NIRE AE ARS 念 ， 
y Tig) - | 天 Cs)a(s)ds， 
WTE Lnb Br SARER S” HL 
[| F l= vraisup NESODIIS 
5. 设 5uplos| < 七 coy 在 ?中 定义 线性 个 子 ; 
可 一 :下 了 
Sh r= (Rh Ese ie u hY ReRe t naci, DT RE SSHIRTEN YS HL 
[TI — supl enle 
6. ENEM (ai 适合 条 件 


* 
[1 T 
b» ML «e, 


HATT aT: 
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y=Trig;= Sawis (i= 1,2,3,4); 
k=1 


Hh r= {fn fa Eun ymo no susc), ENTRA 下 到 其 自身 
的 有 界线 性 算 子 . 
7， 设 E,E,,E, IUE TE ER HURIRI TTE (E, E), 5, SEA (E). 
EFU'.) 08,1 2r HA ECT Voce 9T: TL, WE COST ERTER AF ST. 
8. 设 EE E FATE HEUTE IR, T, TEA (E, EO, BAe) CE (f ii 
AT EF, UP. RET EBT TP, BUD unu COL T Ta. 


9， 设 有 OF0, 1] .EIG TET (T.), 3r ae) (292011, BT.) 2R 
M SC T dE- of SELEERUCT MARATE e TEC, 

10. iREJENCEIR MERE IHI, L TEKATE R, E EE, dr Da zd 
L uEBI EH ESLE/L Lipto meet T ue «t. 

11。 对 于 那些 c0, RP T:iOuQ)e207)1010,1) 上 是 有 界线 性 
HPR A TE ae. 

12. AE E,E, JE WE HIS RR. TES E, EG, SEAE), dE ST 一 Ty 
Hh Jr ERLEARI MTD E E; RI. 

135。 试 计算 空间 C[O, Li rp RACE 09 38 


(8 (To C1) =) sinz (£ —s)z(a) ds; 


Cb) (TO) fertis) des 


(0 Co (s [ erse ds (a 是 络 定 的 自然 数 )， 


14， 设 Banach zr E EnA yE LO M 的 直接 和 ; ELOOM. 证 
明 存 在 五 30 能 得 对 任何 eE, BiS KR] xb [ze KE] all, xk S yt, EM, 
z—ydz. 

15. ME E,E, 是 Banach ZH, TES (E, E) J& ink 8]. p E quit qut 
ETE D, tTO =E. 

15. iz Banach h E "TS HDT AI) L, M ü5 HE. MIIR, 
TCS (E). WU TG» EB) TERMAS DER OT TOS Wm. 

17. RE EE, E ib Bonach H, TAS TOSS (QE, S, SCA (GENES, 
US. USE HI BREST T US, IET UST RE SE T 5T. 
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18. HE E,E, 是 Banach p], T, TEA, ED. isy CE tiae 
ST s6E, {T e SP T, EN OP m uode Tr. (DO SBUESCE T ME 
义 是 ;对 尾 一 zf 有 ££— 9657 H (g 00 99 (2). 

i19. NEQUULSH. drJEELALIETESSIBMLE ELLE TIU (E). 0E DO BaF 
A—BAmAEBT,mRTU 5E. 

20. WEgCORERTE BERE F EAIA E, " Ette g JELPI) Op 
c),g OFC) IR, W g€ Da (8) 3X Lg WE MT 


21. BICO ETRA P ASTA Rz Jo Ré t FELD, foso 
可 积 , 则 9 ERER R, 

22、 设 Banach 空间 其 有 基 (2,) (4 一 1,2, 3,.…}， 证 明 : 

() {3 小 是 线性 无 关 的 ; 


(b) A fala) — 6,001, 2,3, up 这 里 zo «B eua, ny fa EELA 


BR VEIE ERG ,ü 
(c) AES Tous, fr E cp BU AU w= (e, 9 (b, TEW pum X 
TER T 
lo sup] Be. 
则 全 2 Banach 2s B], . T 


， 甘 范 线性 空间 召 称 为 一 致 四 的 , EIHAR 0, 7p 4E O00, A 
e edieli- lli D. MUtsrals2—5. WEB 
(a) C[a, b] T 6 — ufo 
(b) Dla, 5], 1 BE 25 3E — icri fio 
24. Wi (n.) 为 一 数列 ,车 对 一 切 z= (5) €0 ip o0) , BRE T nut, 


2-21 


Wat, V (0, €1« (i4). 


25. (0.1 JI 3C, 着 对 -一切 x 一 {5} €L, 8E Sn.: a Mgts MRa? 


Lir! 
". 
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§ 
26. C[0,1] EY T PITE ER E ES PE E Y 


1 1 
(a) JO] £122) di; 
(b) fü» =f (sig (: 一 
LU 


(c) F=f 1s lds; 


(d) 了 (四 一 maxstt)s 


e fe ioa. 
27. WR FARE o 中 药 范 数 ， Hpr= {iks Erro P E TP Non 


(8) fias £,, (es REAR, 


0) f(s) = $5 
k=l 
(0) f= S15. 
R= 
28， 举 例 说 明 当 赋 范 线性 空间 中 线性 无 关 的 元 素 凤 fxs} 含有 可 列 无 
限 多 个 元 素 时 ， 则 不 一 定 存 在 召 上 的 有 界线 性 泛 函 族 {fs} fa G0 Os 
(2 
29， 设 是 屿 范 线 性 空间 ,了 是 百 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 了 的 零 空间 n 
REHAR HI DATAR, 即 在 在 CE, 70 E= Nlm) RE a 
是 数 ， 
30， 设 了 是 定义 在 冉 范 线 空间 吾 上 的 无 界线 性 泛 函 ， 证 明了 的 零 空间 
EE PMM, 
31, WEBM 30 的 着 命 大 ;着 为 刀 上 的 非 零 线性 泛 函 且 的 稚 空 间 在 
E dps, MTER. 
32， 设 w%EF [eg b], Bh 


b 
fæ) = [ edoi) 


定义 了 C[a 机 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 天 举例 说 明 ， 存 在 这 样 的 sfi) 使 
21. 


VIV o. 
33， 设 了 是 定 文 在 Ola, b] RTEZ ER, 而且 对 CCa, 5) 中 一 切 满足 
2 (2:2 BSER CTI OSEN fE TER PENNEL, 打上 的 单 
EET TION 
f6)--|'acodven- 
34, (8) 证 明 R*, C" ER E— ER OIERE FR f 982 EROR 


"n 


JG) = lest foot, 


FE LET 
其 中 2= liso uo £0 T R^ 或 C^, Kje;(9— 1,2, 7,0) 为 实数 或 复数 ， 
(b) RIH Lia, b: 5g He Pa a RT, 
35， 求 出 空间 c, c, fr E h, 
36. EE L?[ —, xi E P9 8 yR ER ERUT FI 
fair) = [ z(t)eosntdt 


BRATE. 
37. WEB] C'[a, bI V FE TETTE ER 
fo) ~ (t) GEC [a,b], toéra, DI) 
是 连续 的 . 
33. WE Banach 窗 间 ,如 果 对 任 一 xcB， 忆 上 的 有 界线 性 兴 函 序列 
BER Us GOYRC REGE LRR REZA f ECCO RI KRF f 
B flf tiva ff, N- 


39. NEHA ER AES BUTS ER PEZ E) AT AE A Pc. 

40. WERA ME NEUE EXE RI Hr JI Bo 8s 8) Je 7093 SE T, 

41. ER Banach èi E aA ISI GEAR (EAE E* 为 自 反 的 . 

42. RG £9 p o0 B3J5 US SE TRI, 

A3. WEE LIESS EE V E, du E RudtSE SE 到 + 基 可 分 的 , 则 加 也 是 本 
分 的 . 

44. $E Dr [a,b] (Iepa +eco) p fii Sut 2k, R ON P A A, 

48. am iir EE a=, 2, 3e, e e Po (En E 的 充 


要 条 件 是 suple « oo 所 对 每 个 k, Umir = £u. 
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46。 证 明 Lb n SERI OS HR Is RC oe D. 

47. Banach ZzJR] E $5 2T Pi 98 s dr 0, JE dup e POET, 8 limf (ry) 
存在 , 则 存在 TEE (EIS. SUUESE T zr. AER 

(3) 自 反 空 间 都 是 序列 吕 完 备 揭 ; 

(b) LEa, b]: JEFES Ense d P 

(c) C[a, 到 不 是 序列 更 完备 的 ， 

48. 证明 ; ERR R E, E x. DERT c, BE zl. M 
(x. TEE F r 

49， 设 {zs} 是 Banach 空间 如 中 的 一 个 点 列 , Xu RATEI EE 


DIF EGIA 


+=1 


METETE p Bop -- JEE*, 
De Selfi 


n=l 


50. {zw } 闻 49 B, 则 对 每 个 EE, DI | FG | RADERAR ERE 


n=1 


正 数 ;使 对 一 切 自然 歼 m 以 及 任意 的 ss 一 士 了 有 


m y 
>i EnTn [<e 


n=l 
51。 求 证 上 题 中 的 条 件 等 价 于 : 存在 4140， 使 对 任意 的 一 串 自 然 数 
ME na GAE k AEEA, 有 


[Sle 


iml 


52. W(f,) Æ Banach R E f Eas Is] E* 中 的 点 列 , 则 1 Aal 
n=l 
对 每 个 CE KA EER IERA a, 


S rdal 


a=] 
Vc et. 
53. iE M Du TEX PES IRLE Bir] 58 IRE, m, AM pA SOUECOR nx FUE 
-253- 


IRER, RI a EM. 
54。 试 求 下 列 定义 于 LO, 1] E i35: T H93EUR E T4 


(2) (TO =f ete) ds; 


z(t), ESZA CAEDO, 1p, 
0, >A 

(c) (Pr) (G) =s t") a>; 

(d) (Ta) (t)=a (tzt) (9 为 [0,1] 上 的 连续 函数 )、 

55. BOR TF ADESCT IP ERST IEEE: 

(a) TAr zb m0 moms 

(b) T(z,2,, 7 —(a,2, 02, 71, 
其 中 las} 是 有 界 数列 3 

(c) Tzi tast} = {Eis Eas o, 2,0]; 
HF n EAEN. 

(d) Fitr Ta 中 ta} Ain E ARA, a 
是 给 定 的 . 

56. 4E E, E RR EUN IR, TES (EE). ü HTIRH ES EE 
8555 8 FR] Fai 4 dE DEA PEE T* 为 由 如 SLE LATEN AS. 

$ 8. 

57. WAE S re T Edi MERTA GER fF inf |a, 70. 


在 题 58—70 中 , 均 设 所 涉及 的 空间 是 复 的 . 

58. WE Jj Banach Zrfg, 7359 JA E 39 E PARRER T, A u€po(T), 
M R,—R,—(u —À R,BLCI R RAT DEED. 

59. IRE Banach RA, T T, EJXE GE E ER IEMEXRT, BOW 
dà. Wt ACpUC'O D eola M RUP) -,070 一 05 To BOO R(T (第 
LWOREDOTOGED,.SUB RT) G= D E T, HURRA. i 


d" 
60, o 58 M5. EH 


$1, X E Banach 20, T, 是 定 尺 在 复 平面 的 某 一 非 空 集 @G 上 而 在 
a GO) RR d SE GR A TiTa (TIT, KEG rS T A, 
TERERAA, MTT 对 一 茹 ACO 部 和 在 在 且 有 界 ， i Ee dE E pios Feet 
ERT TUE T, LT BR ARX, PLZ) 于 GG 
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(b) (E,2 (1) =f 


m= D'R R Nh 


82. EF E4CGPEL—NRARBA,(,)a-12,2,"2 X Fi5—4 Sus 
TdBQdEDpGEGOHOTOTT ADR,Ta—g:x—(R), P= {ané} MET o. T 
lb i fiE RE, o (7) =F, Pe 中 的 每 个 点 属于 了 的 连续 谱 . 

68. dE D 中 定义 如 下 的 算 子 ， gm Trir— (5). y= {nh m—9, me— 
-f 225. WEITE, eC HB—9NBIAI 19, B. 
IRI — (241—207. 

64, Æ POPLE) duEGUE TOT: ep Hp e= {f én éh 
y(£,5,-). ER o0 B DETAILS ERST EA A RT Mote A 
BIALA- DAER, ICE] A] —1, AT ERES 

65. WT RELE Banach 空间 吾 上 的 容 界 线性 管子 ,EP tT) ,4 二 
设 p, AMOR p aA) — 3,9 Eo GD IS JE EA PEE Ao 你 ?车 6p CD, 
B. ala- p)= l, B CoL — 4 7 IE 


66. UE Banach 空间 , 7, ) C 88 (ED (n1, 2,8, 2 dk CE c e i 
JPTÉSQE. A Æ THENE, Q2 n dO XS A 0 T. 的 正则 值 , H. 
limt -Tp = ALT 


67. WEE Banach zx fu], TE (E), Vx p, A T^ IE, 则 mm 至 中 有 
一 个 于 次 根 是 了 nte ETE 
63. iX E X Banach 空间 , T, T,€ n CE T 8c, Wi 
Toga Tn r Te EA E T REEI. 
69. iE Æ Banach 党 闻 ， T,, T, 28 (E) vp Et, M 
Pran Err trr rr JEDE T EUR Eh 
70. VE En F, 3925 Banach 2:1], T,C48 Es) (k=l, 2), 49 E= E OE 
XP e= Gu a EE EE p E— 1,2), BEAR |a] — [E] n, E E IE 照 这 样 定 
X deTEXDE UB TEXSIDEE Banach SJA, da Ta (Tit Tata), WEBB GOD) 
=0 {P} UciT. 
81. 
71， 试 举例 说 明 存 在 有 界线 性 得 非 紧 的 等 耶 了 使 了 ? 是 紧 的 ， 
72， 斌 证: Banach SH 忆 中 的 点 集 型 是 列 紧 的 一 个 充分 条 件 是 
(a) A Ec a; 
(OD Grdcsüik ST GEQRECT UGROGWOry] (P, EREM- tA 


iT «|| —70. 
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78. Mp EE, E ERA o Banach z:f9, TES (E, E) REIHE RR EE 
8o. ERT PORT CE {E pom er RE DS 

74. VER DINI LBS EACH PEARCE AER M9. 

79. i EE, 1393 Banach zz], TES (E, Ej) ETRA T ET d 
EXT. 

76. Ub EE, HARTER EA, S, TEA, E), B. S, THARA YE 
明 a5-F BT 也 是 紧 算 子 ,这 里 o A ER. 

77。 设 fai} RON ROM, de opu LIEU Tis ly， 其 中 z 一 性 人， 
y 一 {0s}、 证 明定 是 肾 算 子 的 充分 必要 条 件 是 1a}>0. 

78. W aO X [a 5) 上 的 有 界 可 济 函 数 ， 比 法 算 邓 (Tz) (的 
=ar E La, b] P a giu ST: 

79. aC) Elab] 上 的 连续 函数 。 RAAT (T) () ^a (O20 在 
CLa, 5] a RERE TN 

80. yb E,E, EM IER MESI, TCH (EED 是 紧 算 子 ,五 T ER 
$T (+D 一 Tx， 证 明 

(2) T 5 E/L 9| E, fof RET 

(5) T RESET. 

81， 王 列 算 子 在 内 癌 OL0, EESSI? 


Ts) 


€) qo c - [| 7 


(b) (T2 ()- p (£5-- 1*8*) v (s)ds; 
(c) (T3- "n 了 
l7 l 

82. ME: IRA Jr—c ELARA RTP J: Ola, bitia b] 是 紧 
HT. 

$5. 

83. i$ 1l 是 实 Hilbert 空间 , fa) — || z[|(z 31) ,— EH 

QD f ERLI TTE TES BUT; 

(0) f Efe- «uz:0,xCM Ner de dg 5e p 3H cx. 

81. ER Bánzch 空间 C, 中 ， 令 tw) = ese0), 设 Xa Em P 
£5 7-)50, 满足 ; 让 在 下 标 Elin >l EDU -g nAn Xn. 证 明了 在 
» 236 * 


up (s) ds. 


2, ETEEN 8 Rc VR HG, 
85. BEEF Ak Banach Ahh, £20 Bi EGET EO A F ETIA 
B. WD f 在 n EO 处 过 级 的 过分 必要 条 件 是 ， 对 于 妊 给 前 >01, EE o> 
0, SIAI a, ELA 1, 
lf D — Pos fusi cl 
一 上 
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第 九 章 ”内 积 空间 上 的 有 界线 性 算 子 


$1 Hilsert 空间 的 共 令 空间 . 共 力 算 子 


在 第 七 章 $ 3.$4 中 ,我 们 系统 地 研究 了 内 积 空间 ， 特 别 是 完 
WRR EAEN Hilbert 空间 的 建 论 ， 在 第 七 之 $4 的 小 结 中 ,我 们 
还 指出 , 最 佳吉 近 元 的 存在 及 共 特 例 站 挛 投 影 的 存在 是 Hilbert 
间 理 论 中 的 一 个 基本 事实 ， 在 这 一 党 中 ， 我 们 将 比较 系统 地 研究 

Hilbert 空间 上 儿 类 特殊 的 有 界线 人 性 算 子 ( 自 眉 元 算 子 、 本 算 子 及 
亚 甫 算 子 )， 对 于 这 儿 炎 特殊 的 有 界线 考 算 子 比 较 系 统 的 研究 却 
Afi T Hilbert 空间 理论 中 台 一 基本 事实 的 确立 一 一 有 界线 性 记 
ERES ez, 因此 我 们 先 来 讨论 这 一 问题 . 

11 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 : 闪 固 空间 

定理 1 1(Riesz) 对 于 Hilbert 空间 U 上 的 每 个 有 界线 性 泛 
ER f, 必 存 在 唯一 的 ucl 使 得 下 述 等 式 成 立 

f(x) i, B [f= lel- (1) 

反之 ,对 任 一 元 率 wxEU， 由 等 式 a= Gy 定名 了 1 上 的 
一 全 有 界线 性 泛 函 户 且 了 的 范 数 满足 | 用 = 有 2]. 

证 设 了 为 定 光 在 1 上 的 有 界线 性 证 国 . 和 落 了 = 有 Wust 
aT. gifa 

L= (z:f(z) =0, Ew}. 
MEEN 的 真 闭 子 空间 ， 取 非 零 元 素 roEZ+， 并 设 len] =1. Bi 
xoc L.duf(óms50. dB PuiüsuX 
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go LO) AN py L2 = 
He- eye )-10- 6560-0 


f(x) _ fom — f(x) 
。 aec Lh. 因此 (zx He», Tos zo) 0, TEN, (zo, to) 


= (2,20). BG s) = Lk EE oun). A 


u= f (2) to 1d f(x) 5 (0,00. KIERTEEN TARSA 人 1) 的 
TRUN. 
现在 证 明 % 的 唯一 性 以 及 =l img ow, 使 等 式 
[G) — (a,u i—i Eu 成 立 , 于 是 
(z,u —u') —0. 

MK u—wu 5-HJzcu gx pis u—u'-8, 唯一 性 成 立 ， 由 Sch- 
warz 不 等 式 , ifc] 1G, [iz ul, dk foul. 220—327 i 
Mileta lfe i= |u] = fel’, 

tlf lelh FÆI fuf. 

反之 , 设 El 为 任 一 元 素 ， 由 内 积 的 性 质 以 及 Schwarz 不 等 
KPRF —(,u) 确实 定义 了 苹 上 的 有 界 RERS 至 于 
i 二 1 则 在 上 面 已 经 证 明 . 证 些 ， 

定理 1 1 称 为 Riesz 表示 定理 .利用 Riesz 表示 定理 可 以 对 
空间 萎 作 进一步 探讨 ， 我们 证 明 空 间 1 EEG, 

AFAD, AE UR NUA ERRA J:Ju—f. 党 清楚 起 见 ， 
将 了 改写 成 六 以 表示 它 是 在 J 作用 下 % 的 象 ， 现 在 研究 映射 了 
HDR TE. iu, o U pE RAe, 

Furola) = (z,u dv) = (x,u) + (2,9) =f lE) + fo 
= (ffo), 

故 fuso fat fo, 即 


J Cu 3-9) — Jut Jv, 
因此 了 是 可 加 的 ， 对 任 一 数 aEK, 有 
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fault) = (2, 0u) —-üa(z,u) 一 可 六 (7 = Gf) (£), 
3 faf 
Jn) = Gu, 
RES UERN, J Eg. Spot EBD, 3415s 
Je Fz £e e ttr ed en EDO. (UERLL1d, AMEEN TI 
= wr, üp 
Mod J ESER, PEJ GEM Ua n EAR ERI HE ES 
EE. 
AA J BERR sp J S GAA TUS 中 定 交 内 积 加 I 下， 
GD = g IF), (2) 
其 中 f geu" RREH, dp CD GEAEXUC,. 0 cd UO HO 
全 部 条 件 , 于 是 U 按照 (2) 式 完 六 的 网 积 是 内 舱 空 间 ， 有 还 可 以 证 
朋 1i* rh ioter ge Xe PER (她 式 导 坦 的 范 数 .而 1l* 接 原来 的 范 
AEA, i 是 Hilbert ewig], BE gk n*m Hilbert 2E il, 
MY Guipa U 是 线性 或 反 线 性 等 距 a. Be U 与 
1*2: En E Sg. FEA F E mAIRE T E U Bu3E Se S HI. 
Hie 1L AE BL CARRT, 
12 共 锋 算 子 及 其 性 质 
现在 讨论 Hilbertzei tH fk UDOACPD qu Me CE TS WTE 
FTAL, ERREAZ ECC ERE WAF — 
简章 回顾， 
d EQE, BAUR IER ME BI, TE (E, E), E 一 JEst, h 
f*G)-f(P2) 
EAT E EE- ARRIE f", f* ib E*CRÉR GR. 令 T'J 
=f*, TË 
(7T*f) (2) - f (Tz). (3) 
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Tk TON TARAP. MOGE I, BHR PORE GO gESG SED 
Et Lf x Byrd Suc E* 中 的 算 子 ， 
UJ, 1:5E 5C Bd fe EE-PoSp Hilbert Zzpi] t 85 26 502 PEE CE 
是 适 几 的 ， 查 利用 Riesz 表示 定理 ， 我 们 可 以 从 另 一 角度 来 定义 
HAAT, 
设 TEA (D, A RKA TRASA gcH, XXCTz,Q y) ABETE 
XT e AER ER, H Riesz 表示 定型 , y€u, 使 
(Fe, y) = g^) 
对 于 一 切 251 R iy Tiit y 唯一 地 被 确 定 , T ETE 
BET'Tyoy. dup, | 
(Tr, y) — (z, T'y). (4) 
TUB SEXCDRTELHEUI T X643 AALP, T porri mhi. 
AEA TEE, BIO) ayHoeidpamutEcedX GRE 
<= Iy, T/E 
ITa P= TT DIr Tay] 
Akiry a T yie T RARE. Uem. ARE 
CEPR y= Tr, PJE T! mi INSEUTO OPPI 这样 我 们 
^RBBEBET T'A ERER P EEU H TA AT =r] 这 
Frik EE N i a S FEJA ULL 
ERL l guT 2 n li TE Ta Sg. 
BERTA TA AAMA, TUM T*. 应 当 ORE "5f 
有 那些 区 别 ， 在 那些 - JU ECUCDA DU EDUC X. ZJRIBuY— 
BEPA J Bux x c iE sli Jy f. HCD, CORE CD AR 有 
C, Ty) (Tr, y) = fae) 
— UP* ir) =, J T" fp 
= (rd T* Jy), 
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2 一 了 (5) 
(CORE YT T 与 7T* 的 联系 . 
Ef r 5 7* 的 区 则 ,首先 , 全 是 了 上 的 算 子 ，T* 是 11* 上 
的 算 子 ， 这 是 宅 们 的 第 一 个 区 别 ， 下 面 的 性 质 D" 与 性 质 6” RE 
它们 的 另 两 个 区 别 , 原因 在 于 当 为 复 空间 时 ,映射 J? 是 反 线性 的 . 
302r 32 113538 18 , 在 Hilbert 空间 的 算 子 理论 中 ,通常 均 联 也 
作为 工 的 具 轿 算 子 ,为 了 符号 上 的 统一 ,我们 将 TT' 改 记 为 T*, 于 
是 (4) 变 成 ; 
(Tz, y) = (z, T*y). (4^) 
Hilbert xig p ARATAT Bub 
1° (aT)*—aT* (Emira m, (aT)* —aT*5; 
2? (T,ETO*- Tt - TH 
3* (WTO*—TiTN 
4^ Thu RR TU 满足 Tr 
5° T UU HD DEXIÀ sÈ am 4c X $$, 
HEX TARR EREE (T= (PL 
6” MU A ERI, o(s eD RB DNR 
c (D) 89 GC gam t RUSSE E M E £x f ah, eT) 
e (T) )., 
我 们 只 证 明证 质 1^, 47.67. 
性 质 1° 的 证 明 Ef ryen, A 
(£, (aT) *y) = ((XD) e, y) — a(Tz, y) —a(x, T*y) = Gr, aT*y), 
li (aT) * aT. 
性 质 4^ 的 证 明 对 任何 zsEt 有 
(x, T** y) = (z, (77) *y) = (T*z, y) = (2, T4), 
dí T* =T. 
TEE 6° 的 证 明 MEA 为 复数 ,由 性 质 1° 以 及 I*A 
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(AI—T)*-À:I—'T*. 

再 出 性 质 S ai, M-T ARRU ATHEA VERI E AI— 
TA ARET, dk cc 人 (一 Fe 了 

值得 注意 的 荐 ， 旭 果肉 入 空间 人 1 不 完备 ， 那 末 Riesz 表示 定 
BRA XL, BOSE US p HE SEX CD IRIS SURC- Rud X. 

DII 考察 空间 Cs* ph tip 

A—(m, (,j:—1,2,--,n) 
ELHET 
Ts (Éi Éa tts n) a" = (Éi Ep 7, 50, 

其 中 


Me (7=1, 2, mf). 
现在 RTI YI. EE TRE y (mi. Ts, ** SEC, 有 
(x, T*y) = (Tz, y) (Sesha Xt 


i-1 


— Be (en) Be (Bon) 
-由 此 可 见 T* di (a; 2 RRR ER (0) m X, 
$2 KO, SEELE Liab, axisb 上 的 平方 可 积 
ERA, HKO SEX T E'[a, b] El A REAT T; 
(r2) - KG, 22c9 ds. 
HER THRRET. ER yEL Ta b], 有 


(z, T*y) = (Ta, y) =| f xa, sa (sy asa 
-['«c [TE Wy jas 
= f'sco[ Ke Dy | 
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üt T*y(t) | E (s, gids 
Ui T* E K* G, s) =K is, D 为 核 的 积分 算 子 . 

E3 {EHTA 2 WER AE, 175 9€ LL, il Egg Veler- 
ra 积分 算 了 了 : 


Telt): | ecs) ds, 


zm 
de 


71 
Pratl z (5) ds. 
i 
事实 上 , Volterra 12:41 7 f BOU 
no Oslo et. 
0,24 Oct, deze ct, 
(rfl 2, 7 6535 ss PTT AEA 
1,4 oge, esel 
PODES ML 
i0,^ OE ds 


ik 1*0) at) ds. 


HODIE 


$2 自 共 令 算 子 的 基本 性 质 


ER EITHR, £4 U% Hilbert 空间 时 ，H 上 的 有 4k 
HEAT Tgn3tSAIT- TRE ULAT, T&T TRE 
Ehn Wu Eb. 这 AETAT T 进 重 种 种 比较 ， 俩 如 
考察 它们 是 否 相 等 、 是 否 可 杭 , 等 等。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 着 重 研 
9t T5; T* 相等 这 一 情形 . 

21 BEDESOEC TUAE 

EX 2.1 KTE Hilbert 空间 1 二 的 有 界线 性 等 
d, 如果 T*= T, RIS T E EMR S SUERTE, 

ARITE HJA - ^ AS LE H os. TEA J, 容 
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BEH EAA 线性 代数 中 Hermite [iy — $p3EJT. Te 
记分 方程 ， BUS q^ c psgs T BUD, ETETAJ P, 
EL REA Ap WAS. dEASES SET. 
13kSETE- OH Pod PERI 
k T Jj B JE ERE TEES GER EHE e yeu, 有 
(Tz, y) = Gr, Tg). {1) 
AGE T Bot, (DPR. EZ A DKA MA 
(Tr, y) = (2, T*y) 
HER G, Tp) = (x, T4), ix T—T*,T Baci 
324 RD BARPRCO EHE mm» 为 对 称 的 ， 于 是 性 质 
1* TRR: T HERETER Ri E T ARN. 
2” ARE, TARREI R EHER 
zCH, (Tr e) X96 Er. 
X ABI, 24 T E dc SES HET TRE lU 有 
CPz,m)- (m, Ta) — (r,r), 
ACTT,2)29 3:3, PREMIERE € CIx, y SEE, MTE 
z) = (s, Ta), LL HRH, RAKTA T Bu eN, 


(Pr, p) = TTD, 3) - CG-— 1,211 


AC Gr Gp Sig) - (Gi), cip 
REB CPG) a Hg) m Gey, Go) 598,18 
Pup LEG pL TG D) - ay, TG—2)1 


4G ig, TG ip) — (2—iy, TG- Gg) 


== (x, Ty). 
Te T ROS RB ns BU ESEAS, 
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现在 考察 12 中 的 三 个 例子 ， 如 果 在 例 i 中 ， 
CH, 301,2, m, 

Wi m ABE Co 2 2E SET AE JESépu, fp ic 2 rn, K (E, s) 一 
K(, D, MA KG, 8) 为 楼 的 程 分 第 于 也 是 自 共 思 的 ， 但 例 3 中 
的 Volterra 积分 算 子 不 是 自 共 弧 的 。 我 们 再 考察 一 个 例子 

R1 EEL, 1p, EGEUGET: 

(Tæ) (t) = tel teL O, 1p 

显然 全 是 定义 在 L'U0, 1] EUG RRT, HF 


1 
(2,2) =f tico rat 


Hki ATARE, KERE 5a, DERAH, 
定理 2.1 WE T,, T. BEE AA Hilbert 空间 1 Ei B dts 
AF. UTT RE EBSCAURUBUSA XE T.T, uA. 
证 AXES TA, 是 自 直 应 算 子 , 则 
TT = (T, * =: TT = TT, 
E T, T. "[ f. 
充分 性 , 设 Ti. T; 可 换 ， br 
CTT) * 一 Ti TT — TiTa 
Bk TT JARA F. 
定理 2.2 jkT Jg Hibertzmjg u .EB9B EE AF, i03 
THEIR 9t 为 下 的 局 空间 , RE 9t — 982. 
证 在 取 xEl, ye9, M 
d= (2, Ty) = (Tx, 9), 
BB Tr] y.f$ cju VI. Tcu S, pe y MWA 9 AE x 
Ax ROMA 反之, 设 yCUU, 则 对 任何 zEU， 有 
0= (Tz, g) = (Ge, Ty). 
A e EK ik Ty—0,9€9t, [JE RDD. 证 毕 , 
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定理 2.3 jg TE Hilbert mjallb.kB8983tfE E WET 
P E— HEB GAA, HAF TARERE 05 REGE TE HG 
EX, 
ub A DTH AARE, TEHL— TOU RSE E x, H 
SEX Tx 二 Az 可 知 (Tz 2)—A(G,2), A (12,2) 55 (x, 2) 均 为 实数 ， 
WA 必 为 实数 ， 
定理 第 二 部 分 的 证 盟 与 第 八 党 定理 7. 12(iii) 的 证 朋 完 爹 类 
fU. 为 完整 起 见 , 我 们 仍 将 详细 过 程 写 于 下 : 
VE 1, 和 ,是 算 子 了 的 两 个 不 同 的 特征 值 , xz1、7 是 对 应 的 特征 
向量， 由 Tz 二 x Tr =A 
CTz,,2:) — A (2, 2:), 
(Tz, 02) = (25, eT) = As (x , T2) 
(注意 ; 这 里 用 到 了 A 是 实数 这 一 事实 )， 
TX A Ga m) mA Gu x0. B AA G2) 0. WERE, 
定理 2.4 jkT Hilbert 空间 人 上 的 自 RHET, F 
m==inf (OP z, 2) En, Iz] — 1); 
AM —sup((Tz, x) :z€1l, [2| 1), 
RI [T] max ([mi , |4 [). 
m, M 4BIRGUSET- T EE RS ERI 
证 4 K—max([ml, |M}. REM, mix A 
|M | sup] (Tz, 2) | IT] 


[m, s sapi (Tw, a) [s [T] 


& KT. THER Kr ER Ao, 根据 了 的 对 称 性 , 可 
直接 验证 下 两 的 等 式 : 


[Tz|!— nac 十 Ts ) Ax Ts ) 
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VTzl I K€ aA -Tz[? tA TUS) 
=- E(P ia} AIT). 


UD zIME 2 
p) 


不 妨 设 760. 4 a-(i 


prepa E (T el per ir) KiTa, 


ak | Tz i Er. 
FÆITISK, AHTK. HEHE, 

推论 设 了 是 ilpsrt z N bA ARRRT. Hj 

IT| —supi] (fz, £) j :z&tt, [4] =1}. (2) 
证 XS95BPhBQEZVX. 
maxí|m], M|} =sup{! (Tz, a) |61, [x1 m 

及 定理 2.4 可 知 , 22 mE. EE, 

2.2 ESF 

为 了 研究 自贡 绝 算 子 的 谱 分 解 理论 ， 我 们 引进 一 具 特 萄 的 自 
共 辑 算 子 一 一 正 算 子 . 

定义 2.2 il iE Hilberti, TCBOOBJU, AA 
ALEL 


(Tr,2)..0, 
Wiss T ARE TED. 记 为 T=. 
如 果 dA LAAN, 则 在 定义 2.2:B, JG JE T EAJ 


HEH, 
时 在 设 TaT: HA AAE D i TET — Tap, 则 称 


-268à4 


Tik E Ta 或 称 Ts ACE Tu HAINA TORT. R TST 

大 家 知道 ,一 个 不 等 于 零 的 实数 ,或 老 为 正 数 或 者 为 负数 ， 二 
KURR, COMPE Beo LICERET, 决 不 能 认为 或 者 TE 
WU TU, 也 足 二 者 必 居 其 一 。 


$)2 hije 
a- ;) 
A —1 


BARET C Em-—T BEST T, 人 的 特征 值 是 +1. Wr, 
是 了 对 应 于 1 的 一 个 特征 商 景 ， 则 C75 2,2 —(2:2020. Wu 
是 TT 对 应 于 一 1 的 一 个 特征 向 量 ， MC Sa z — — (ma). oH 
T 即 不 大 于 日 也 不 小 于 中 

由 定义 2.2 可 以 导出 下 列 性 质 : 

1” WBGESREET T> Ty S, 5, 

Ti +S ST; Ss; 
E e 是非 负 实数 , UM 
cT eTa 
显然 成 立 , 证 明 从 路， 
VE P(A) =at À d *- nA 是 外 的 多 项 式 , 则 称 
PCT) 一 00 了 十 生生 十 十 的 于 

是 工 的 多 项 式 : 

27 VET E WAT, WITRSft(pJpSIEONCRE T" 也 是 正 算 子 ， 
Ed T is Fe fuf Ro 4E 65S XR CR EROS p CD) 4b JE ERE T-, 

事实 上 , om oig, I — 25, T 3E 

(T^z, x) = (T'*z, 2) = (T*x, T*x) 20. 
Xinh X, a24, FE 
(T?z, 2) = (T***1g, 2) = (P(T*2), T2) 20, 
页 无 论 哪 一 种 情形 , 7" 都 是 正 算 子 ， 再 根据 性 质 1 可 知 ,7 的 任 
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fa FUR JETER E RU p(T) 是 正 算 子 . 
3* GOX Schwarz PER BETALAST, MH HU, 
SIE 
] C72, y) [*xz Cz, 2) (Tg, y) (3) 
我 们 可 以 用 证 明 Schwarz 不 等 式 的 方法 来 证 明 (3)， 但 为 使 
读者 了 解 更 多 的 诈 转 分 析 技 巧 ， 现 在 崩 稍 微 不 同 的 方 潜 来 证 明 ， 
4 z,—zAC, y, Hh A sei, Ru 
Ox, (Pza 2,) = (T(z +A (Tr, y) D x t ACTY, Da) 
= (Tz, 2) + 24| (Te, y) |*- A*| (Te, y) [7 (Ty, 0. 
Jis à A 的 二 次 三 项 式 , 由 于 它 的 值 总 是 非 负 的 , 故 其 判别 式 不 大 
TÆ, Hl 
| Cz, 30 |] CT, 3) CF, D (T9, 32, 
HOARY, 
HARRESA, RERA pE 28 AERA aE 
实 。 对 于 自 头 久 算 子 ， 类 伺 的 性 质 也 成 立 。 为 此 先 引 人 单调 自 共 
BOE TU a. 


T. MERTA AERE ERERG, BALIRA FREN B CARE 
子 列 统称 为 单调 的 . 

定理 2.5 设 { 他 Je=1 2 3， =) 为 一 臻 有 界 的 单调 自 共 办 
前 子 列 , 刚 存 在 唯一 的 自 共 轿 算 子 工 使 

(7,) m, 

证 不 妨 设 {7T,} 是 单调 上 入 的 。 任 到 自然 数 m. e 并 设 a 
m. 令 Tma = Ta Tms 5 Ton EET, INO —3c55, 项 
Im 也 一 致 有 界 ， 即 存 在 œ> ERE T. n(n-m) , 有 
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PUTES 
由 定理 2. 4 的 排 论 及 Tus 的 正 性 ,得 
LE 
HA X Schwarz 不等式, 对 任 一 zl, ANH 
[Tanal = ] Tants Tamat) |L mat, £) Piat, Tnt) 
SA, uam, €) (Tarts Part) =A T mat, x) Tat, 
故 
[Pant | CT T, 2). (4) 
EL CT.) ESEHL- SUR P, Hou 2). 是 曹 调 上 升 的 有 界 数 
Pl, 它 有 有 限 的 极限 , 于 是 当 mno B, (Tast, 1) >0. H(A) 
[O0 — T4) x| Ts 0. 
根据 第 八 章 定理 3.2, TEE- A 9EX VES T 46 
Qn) m, 
BET T, WAIA E Tq xBASuS. IE. 
E-ink A E EUER, ixdb E ATI 
事实 , TERT, XAS ERR. 
定理 2.6 设 了 为 正 算 子 , 则 存在 唯一 的 正 算 子 避 使 人 一 工 
称 8 为 了 的 正平 方 根 , 记 为 ?i 24 是 了 的 菜 一 多 项 式 序列 在 算 


子 强 收敛 意义 下 的 极限 ， 于 是 与 了 可 换 的 任何 算 子 必 与 TIR. 
证 BOST. TEE ETHS, a T= 
» 
—28- —T-4-8'—28, 
因此 20—8) -I—T-4 (—8». 
& A—I—S,B-I-T,g 
Á => (B3 A. (5) 
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因此 问题 归结 为 证 明 存 在 满足 等 起 (5) WETA BETA DUO 
ERREN A 
4d —0, A= (BHAR, e, Anm (BHAR), ns (8) 


SUfr XE UA AZE EH LAL) 是 单调 上 升 的 正 算 子 列 ， 显 然 As, 
Ai 以 及 4 一 由 都 用 正 算 子 如 的 多 项 式 且 系 帮 都 大 非 负 实数 ， 因 
此 都 是 正 算 子 ， 今 设 AS. A AR As An- 也 都 号 吾 的 具有 非 
负 系 数 的 多 项 式 。 由 此 不 准 看 出 , An Asc. RT, I 

4 — Ai - jJ == E (Ant Ag- D) (A,— A,.1)- 


由 关于 4 4 的 假设 可 知 , Au Au US D GUI AE VOR 
项 式 ,因而 An- Aa 也 是 吾 的 共有 非 负 系 数 的 多 顺 式 . 这 样 我 们 
恒 证 明了 了 14 是 单调 上 天 的 正 算 子 列 。 现 在 证 明 对 一 切 m DAI 
XL p—0 RERS 显然 成 立 ， 今 设 对 是 个 由 不 等 式 
14.1 志 1 成立。 由 8B 的 定义 并 将 ADSE2.4 Bib ise JHT B, 得 
|B]xi. TF 

IA 7 1B AJKE HAJD «a. 


HETER MJS. H H n R HBERI2.5, A XE ECT RUE 
AETA RR, CHRR A EAR] ADT. 
由 于 {4 小 中 任 屿 两 个 算 子 可 换 , 于 是 每 个 AS 均 与 4 可 换 , 因 
JE Az — A^ — CA, A) CA, — D, PE 
HOA —45 2] — ]1CA.4- 4) CA, — 0a] 
SSGASIDUTETAD [C4 7420 2] 
Sir Arf (aC), 
可 知 A 在 算 子 强 收 化 意义 下 波 喜 于 A ERA 


Asi 0 AR) 
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中 , 令 as->co， 可 得 4 一 本 (3 十 4 再 回 到 S—I-—A,RpS bL T 


的 一 个 正平 方 根 ， 根 据 以 上 的 作 臣 ， 企 一 与 了 可 换 的 有 界线 性 算 
子 必 与 号 可 换 , 
最 后 证 明正 平声 根 的 唯一 性 ， E 5 忠 是 卫 的 一 个 正平 方 要 
人 3 一人、 易 抑 号 与 下 可 换 , 于 是 3 ISAR, Ary, V 分 别 是 
S,S' 按照 上 面 的 作法 得 到 的 正平 方 根 . 任 取 xEU， 令 y=(5 一 
Ss, 则 | 
Ira PHI gl = Vy, - 72,32 2 Sy, y) 4 (8'y, 9) 
—((S-5')g,y) —- (CS-FS') CS — 8) 2,3) 
—((8*—8"7)2z,y) = ((T—7)2, y) =0. 
Be Vy —V'y— 0, F EUR 
lri = Cy, 130 — CC$ —8") v, y) 
— (V*z, y) F r, ) = a Vg) —(/' z,V' g=, 
Bib 470, miy .(S—S7)x. M Sz—S'x. Wr uhe 
素 , 我 们 有 六 三 8 ， 了 唯一 性 成 立 。 证 华 . 
推论 1 设 厂 为 正 算 子 , zoEu， 落 (Tazo x0) =0， 则 Tzo 一 9， 
证 因 
jTiz, 全 一 (Tin, Tin) = (Tt Tn, fy) 
= (Tu. 23) —0, 
Ek Tis—8 于 是 Fo 一 对 (Tha)-—0. qp, 
iiit? RESHEF TUS. n WE TIT, WIEWYTS 
T, T, Tik, W TT,—TT, $536,346 T,— 8 Ef, NIB TT,0. 
证 R zCu, 我 们 有 
(TT,2, 2) = (T? TÉT iz 2) — CP IT e, Tir) 
= (Tus, Thay (Tura, Tir) 
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(2 £) = (PT, 2). 
Bii TT, TT. 
ZT.-9,W| TT.—90,]0X TT,90. it'B. 
2.3 Wá Hermite iX 
在 这 一 段 中 我 们 介绍 内 积 的 一 种 推广 并 太 究 它 与 有 界线 性 算 
子 及 其 特例 自 共 辊 算 子 的 关系 ， 为 明确 起 见 ， 刀 终 假定 这 一 段 中 
所 涉及 的 空间 为 复 空 间 ， 
定 尽 3.4 设 寺 是 内 积 空间 ，A(*,*') 是 定义 在 1t 上 的 二 元 
E WEIHER cy EU 及 任意 的 复数 w% 有 有 
Alaz+ By,z) -aA(Qn, z) BA, 22; 
Alz, ay - B2) - aA, y) HACE, z), 
Wk AC, QEU ETARTE, WRAEK 2. y c UH 


AG, y) - AG,2) , 
RAC OL DIG AG, a) S0 (2€, 则 称 4(.，) 是 正 的 双 线 
E25 设 4(',…) 蚌 内 积 空 间 匡 上 的 双 线 性 泛 落 ,如果 存 
EER C. 使 
LAG, 1) [C Tat f y, 
则 称 AC ORATU ACoA RH, 令 
1A] —sup[ AG, y) |. 


RIAA AC, 2 pose Sr. 
8853. RGran 是 XN 矩阵 .对 Copiar = Cr 
z,) 及 性 一 yg Gs tts 922, 令 


Alz, y) = Sar 
el 
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352.24 (e,0,,,,,.., Æ Hermite $ PE m, AC, ) 是 C* 上 
XR HE Hermite (E FR, 
定理 2.7 (8T Æ Hilbert 空间 1 上 的 有 界线 性 算 子 ,那么 
由 等 式 
A(z, y) = (Tz,9) (7) 
ELTU 上 的 一 个 有 界 观 线 性 泛 通 且 141 =T EZ iRAC 
是 世上 的 一 个 有 界 双 线 性 活 邑 , 则 存在 U 上 唯一 的 有 界线 性 算 子 
T, 使 (7) xS XE, AC, 为 Hermite ZEHED ER ERE T 
HEHREN, AC, QAER HERR FERE T 为 正 的 ， 
证 定理 的 第 一 部 分 非常 明显 ， 因 为 当 雪上 有 界线 性 算 子 卫 
皆 定 后 ,7) 式 显然 定义 了 4 上 的 一 个 有 界 双 线性 证 英 。 再 由 
sup] A(z, 的 | 一 Sap| (Tz, g) | =supl Taf 
izi H wil 
可 知 | 
14l= [24. (8) 
反之 , 设 AC, OEREN. AFEA 2€1, 
fy Gc) AG, y). 
因 AG ORTE- ARERR, f, ÆU EBRA, HB 


由 
REPÉCOILEEICH SEES EIESITII 


"jn f, 8 3-8. 
LV s LAT yi (9) 
由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 的 y*Elt 使 
fa) .y*) (0) 
Hig*i[— ifl hT y€n, y" 3EnE— Vira Bg, 我 们 可 以 定义 
BEAS E Sy-—y*. HOO), ; 


AG, y) = (£, 8y). 
MEHER SERHAT. TAE x.y. 5, PER Eu. 
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那么 对 任意 两 个 数 ap, A 
(z, 8 (ayt H2)) = A(x, ort Bz} 
—GA(xr,y) HEALT, z) 
—üxr,Sy)--8,Sz) 
—(z,aSy--BSz), 
Ak S(ag--Bz) —aSy-- B82,.8 TEX Vg. HR COD STAR, 
Cr, SD I= Lf GOL S FUB AL ely- 
HII SHABISIIAI. ETHS ikr h 
(72, y) = (2, 89) = A Y), 
(7) 成 立 。 定理 的 第 一 部 分 十 毕 , 
现在 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 设 和 为 有 界线 性 算 子 ， 4(z， 护 
—(Ts,g). WT B dienen 4E PERROS TET x yel 
ESti F 
A(z, 的 一 47)， 
这 个 等 式 正 是 AC, 029 Hermite ZKEN, TÆT B dts 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 AC, 79 Hermite (5, 
定理 的 最 后 一 个 结论 ; 即 4(……) 为 正 的 充分 必要 条 件 是 全 为 
正 的 , 这 一 事实 显然 成 立 ,证明 从 路 . 还 毕 
由 定理 2.7 可 知 ， Hilbert Z8] Ef SP XX £x FERE ER SH] RET 
有 有 界线 性 算 子 , 而 有 界 Hermite t ER WS E T B 3ESUNCT-. EE, 
为 了 研究 有 界 双 线 性 (Hermite) 泛 函 的 人 性 质 ， 只 希 研 究 与 之 对 应 
的 有 界线 性 ( 自 共 轿 ) 算 子 , 有 反之 也 成 立 ， 在 第 一 段 中 ,我 们 已 比较 
详细 地 研究 了 自 共 思 算 子 的 性 夺 , 将 这 些 性 质 移 秆 于 有 界 Hermi- 
te i£ i AC, E, EUR 
推论 1 406,0 为 有 界 Hermite 泛 函 的 充分 必要 素 件 是 对 


*276* - 


任意 的 EN, A(o,22 9:88 B. AC-, VE 9. 
推论 2 RAC, AAF Hermite iz, 
m infAG, 2), M= sapA( s), 
RIA] — max (1ml, M13. 
ik-— PEIET D B DNA — Pete ERR 5X VETE ER S SS, 
定 久 2.6 VEACOAGE XEPIEUSXIHI V EBSIZES, 如 果 它 请 
是 下 疝 的 菜 件 
Q) 工 次 齐 次 性 : 对 任何 复数 % 下 任何 Eu, A 
Aler) = lal Alr) 
GD 中 线 公 式 成 立 : HEM a yeu, 有 
A(z - y) + A(x — 9) 2L AQ) + A (n) 3, 
MERACOU 上 的 一 个 二 次 中 图 如果 4C-) 还 满足 
sup(1 ACz)! :a€li, [ui — 1) «05, 
则 称 3.) 是 有 界 的 ， 如 果 对 任何 xEU，4(7) 是 实数 , 则 称 AC) 
是 实 的 ， 当 ACOA F, A 
[ A] 5 supti Är) iEn, Iz] =1}, 
并 称 ; 人 为 ACO BS I 
我 们 感 兴趣 前 是 育 界 实 二 次 证 轩 与 有 界 开 ermite tz EQ Bj 
定理 38 设 AC, AARS HUE H A A Hermite 泛 
i, F 


A(x)— Alr, 2) GEW, (11) 
Wl ACOR 1t EB FRE AXE, B. 
TESTI (12) 


EZ, RAOR ULHA REA, 则 存在 U 上 唯一 的 
57 Hermite zE ER A, tE 


AG,2)— A(z) (€), 
R(12)8 ir. 

证 设 4(-,") 是 中 上 的 有 界 Hermite fR, MODRE 
的 AC) 显然 是 贡 上 的 实 二 次 涝 函 ， 再 由 4("》 范 数 的 定义 及 定 
理 2.7 推论 2 可知, ODRE. 

反之 , 设 4(-) 是 世上 的 有 界 实 二 次 泛 函 ， 令 

AG) = AG y) Aey) 


-ipAGTi)-AG-ig)] G.yEW. — Q3) 


现在 证 明 AC-,-) Æ Hermite 泛 国 ， 利 用 第 七 章 83 定理 3. 1 的 
方法 可 以 证 明 : 对 任何 xz, y, Eu, A 


Alz +z, y = Ale, y) tA y). (14) 
进而 可 以 证 明 ; 对 任何 有 理 数 7， 
ALTE, 的 = rÁ(z, y). Ul (15) 


BOSROOAX, f 


LAC DI = ed Gr 加 | 


«4 Gret yt Irz—g]* [rz t igI*- Irz — iyl’) 


= jä] (rllay tun) (18) 


Iri 


先 设 2250, 70, RR ra tE ral — bes r, AGS), 得 


lAl, 9) 2A] Iz] yl (17) 
Eeg 中 有 一 个 为 零 ，《17) 显然 成 立 ， 因 此 (47)? 对 一 网 z y€u 
成 立 . 
由 (17) 式 可 知 , AC CR FS. 于 是 由 (15), 不 难 证 明 AC, 
关于 第 一 全 变 元 是 实 齐 次 的 .再 由 (1 和， AC';') 关 于 第 一 个 变 元 是 
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可 加 的 因 噬 是 实 线 性 的 。 最 后 由 4C-,:) 的 定义 可 直接 验证 : 
Aley) = AGE); 
Aliz, y) - iAG., y). 
以 上 的 全 部 论证 表明 ，A(*,*) 是 有 界 Hermite ZEN, AC, 28g 
TERR B AR 
JAj=sup{] Alr, z); :z€M, 1x] — 1} 
-Sup(lACr)] E1, [2| — 1) — [4]. 
Bie 2) dr. 

剩 下 的 还 需 证 明 AC BE ME, RRR MEEA -AR 

Hermite i£ ES BC, -HE 

B(T, 2) = A(z)(s€i). 
于 是 Al r) = Blr, 3) (ED, h HAA, Alr, y) — Bir) Gr, 
aeElD， 唯 一 性 成 立 ， 证 毕 . 

推论 设 4(.) 是 1 上 的 有 界 实 二 次 泛 函 ， 则 存在 上 唯一 
&3 E CE €. T (ei 

CTz,2)— Á(z) (re) 
RIT] -14l. 

证 这 是 定理 2.7 RoERBR2.8 的 直接 推论 . 

E $1,32, RIAT Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 江 阔 ， 
讨论 了 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 共 辐 算 子 ， 景 后 还 讨论 
了 和 前 共 辊 算 子 及 其 特例 正 算 子 的 性 质 , 等 等 ， 希 望 读 者 注意 ， 

1° Riesz 关于 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 次 示 定 理 是 
Hilbert 空间 理论 中 的 第 二 个 基本 事实 ， 有 了 这 个 事实 ,任何 一 个 
有 界线 性 算 子 及 其 站 猎 算 子 就 成 了 同一 个 空间 上 的 算 子 ， 于 是 可 
以 对 它们 进行 种 种 比较 ， 因 而 出 现 了 自 共 罗 算 子 以 及 后 面 §5 及 
8 6 pART, GER o5 

2” B3eseERT T HÍBZGREMMS 例如 它 的 零 空间 与 它 的 
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I EB o HOUELAUPERRDT 的 范 数 满足 


[Ti - max(1m], | MI} =sup] (Tz, 2) |5 


— X8 S 6 US B JSEURCT- PEST SIE SEXE X PETER. H 
FEATH- ARAE, XXÉYqETRGIDBJUEE THE 
ub TEES, EE — IEIR t PERI: 例如 每 个 正 算 了 有 瞧 一 的 正平 
2; f8j 

3* 与 复 Hilbert 空间 七 的 有 界线 性 算 子 有 音 密 切 联系 的 是 
AA RREZ, UPEULQ. RIED BRRGE. 

ERT CH SDN EAUEIE BS 
A HHT ei Se ermite iZ d; 
EE PeR RA, 

Tg 28 EUG TAMER, 我 们 有 : ERU P9 999A. 

HEBDO, AARET AIR ER E dh Bu Pi 
个 不 同方 面 , 据 此 , SER TREDLAETE T 56i AA, due DL PHEE ER 6 
HTT. AEA Ar HHECRLS BERE AA Brat EK 
子 , 丁 算 子 等 的 谱 分 解 定理 的 . 
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3.1 G&EDTUEGEUE 

TH] Filbert 空间 中 元 素 的 直 诡 分 解 ， 可 以 很 自然 下 引进 直 
灾 投 影 算 子 的 狂 念 ， 而 直 交 投影 算 子 在 算 子 的 六 理论 中 赵 养 薄 本 
的 作用 . 

Wt u 29 Hilbert AALE 为 让 的 浅 子 空间 ,出 第 七 章 定理 4.2， 
性 一 元 素 2M WRITE — HS 8 73 

ai cis 

Hp EL, rQcL. 
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定义 3.1 $ Pri WD PADEXdpU BBST,SRPXL 

容易 证 明 下 面 的 性 质 : 

1” 了 呈 是 有 界线 性 算 半 且 忆 的 范 数 洲 足 :PI 一 0 或 1 

HIEP HARTE, ixr yel, FEEN 

t—zr trsy pity: En EL an PEL J 
于 是 对 任意 的 数 4.8, 有 
aa T By = Cao, + Py) + Cae +H Bu), 
其 中 ar, HANEL, an FEX. L6. Bid 
P(az-4 By) az, By; aPx T BPy. 

故 卫 为 线性 的 ， 

现在 证 明 卫 有 界 , d; L-(0) |PIHRAASET S. AME LA {0}. 
由 投影 算 子 的 定义 , Px 一 xz, 于 是 1Pz] = lall WP. ff 
取 EL, sb, h Pess, Pihli] FIPS 
ici P t. 

2" Z POHEFSH) PL EBAEXE D. I—P2 EL ps 
影 算 子 . 

性 质 32" 由 定义 直接 导出 . 

ERII t 上 的 有 淹 线 性 算 子 卫 为 投影 算 子 的 充分 必要 
SR PRAE 

(D PEBH; 

G) PES. P'—P. 

证 O mA VHE,SWPOHXHVKTZBLIBSESET.!: 
取 2, y€ M, EEX A: 

=g ra = Vini p EL ix ELI 
于 是 (2,9) = (t , fit 92 (0,90; 
(r, Py) = Get, p) = Gs gn). 
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kPa gp) o e, Pa), SEE P Ze Skis Mam zo B AIH, 
Gi 的 必要 性 ， 轩 对 一 切 scu, 
Pix=P(Px)}= Pr =r = Py, 
dk P'—P. 必要 性 还 毕 . 
Kate da Pü OL, iI—P myw«mdBDa 9. B 
GD), 对 任何 ret, 有 
(I—P)Prz—(P—PDz-f. 
Pren, F ELCR. 反之 , Brc, 由 —P)z—0, 得 出 
z= PEL. AE NCL, ME L=N. AFNA, Lb. ER 
z yE, 则 
(x —Pz,Pgy) = (Pr— Px, y) = 0. a0 
z gg Uih, Py A L ADRAR H -Pe LE, A 
Prczr—Pr-m, 
Wl z—zstin, XH r EL, e EL. ERE, PIRL BDADNUK 
d. Wr, 
推论 1  GRPOIGIREOBOY,. 由 三 为 正 算 子 ， 
证 BUERL3.1)0,P 自 共 辊 ， 由 定理 3. 1(iD ,对 任何 zslL 
(Pa, 2) = (Pr, x) = (Pr, Po) = | 2z]*z0, 
故 卫 为 正 算 子 . 
推论 2 复 Hilbert 空间 1 上 的 有 界线 性 算 子 了 为 投影 筛子 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 Et, 
[Pr] = (Pau). (2) 
证 ARE REPART, i 
]Pz] -= (Pr, Pr) = (Pz, 1) = (Pz, r). 
充分 性 《2) 式 表明 对 任 一 EU, Pae ARRS Aie 
P RER, ROGE 
(Pa, x) = (Px, Px) = (Px, r} 
*282* 


—Á———É— 


并 令 Q—-P'—P, m] Q Ép 3t EOE— ED «ctt 有 
(Qu, x) —0. 
由 32B 36 PE T- PERO 中 关于 算 子 的 极 化 恒等式 (第 265 页 ), 对 
一 切 z,gEt Ary) —0, Q=. HE P -P, P 为 投影 算 
T. WES. 
例 1 (e) an—1,2,3,-)J& 7* zx BI P Base de FE 
esa= (0,:0,1,0, (一 1 2,3, --). 


—— 
" 


对 2 S el, 令 


Px= 了 LITT 
br 


则 了 为 投影 算 子 ， 其 投影 子 空间 是 由 (en) G51 2,3, 4) 张 成 的 
子 空间 的 闭 包 ， 

例 2 X Fn, FC[a, b] 考察 [a，5] 上 的 算 
F Pr: 

(Prr) (6) = Xt) rt), 

这 里 Xi EF ptg, EL Ca, b] MP: 是 投影 算 子 , 称 它 是 

3.2 投影 算 子 的 代数 运算 

现在 研究 投影 算 子 的 代数 运 第， 一般 说 来 ， 两 个 投影 算 子 的 
和 , 差 , 积 并 不 一 定 是 投影 算 子 , 面 需 补 充 适 当 的 条 件 , 现在 就 来 研 
RER MIRR 3 26 Hilbert 空间 . 

定义 3.2 1 中 两 个 相互 直 交 的 子 空间 L. M 的 直接 和 称 为 
EZT da» Lis. 


直 第 七 章 习 题 第 30 d, cA ,MM 都 是 闭 子 空间 时 , L+ Me 
是 闲 子 空间 , 
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定理 32 投影 生字 P, Ps 的 和 仍 为 投影 算 子 的 充分 必 先 素 
件 是 下 列 素 件 之 一 成 立 : 
( P,P,-0(X P,P,—0); 
GOD P, 的 投影 子 空间 上 上 与 P 的 投影 子 空 间 5 站 交 ， 当 
Pi 十 Ps 是 投影 兽 子 时 , 其 投影 子 空间 是 Lud Ls. 
证 iP HP: 是 投影 算 子 ， 任 取 EL. W 
lsi = IP: P [PED + Pal 
=(P z, z) + (Pss, s) = (P, Pin, x) 
z[O;TPOz[Izj*. 
CAII pP:2j* — [Pane EPI. BRE 
[Pir] 0. (3) 
AE Eu, WU PaE, hC), IPPar]=0, BUEPIP.R—0, 因此 
P,P,—0. HPP - PZP1 — CP,PO *n[ Ag, P,P,-0. (DR, 
AUGURI FEN r CLs, xL, Wi 
(Eis 25) = (Pai, Po25) = (P,P zit) —0. 
Hi bL. 《ii 成 立 
Kj GDEGE, dd L—L.tL B LL. HATAR, H 
第 七 章 习 题 第 30 BO L 是 闭 的 ， 设 忆 是 以 也 为 投影 子 空 间 的 投影 
WT. HER EUN, 则 PzEz 于 是 有 等 式 
Pz=y 十 (其 中 Eb, EL (4) 
因此 
z=Prt 0 —P)r=y+ [s+ (i — Pz], 
Fp Eh, z+ U Pe LL. Whaia y Er EWER R 
E. HH, 2 EvE L. 上 的 直 交 投影 ， 因 此 了 ,zy， Parse 我 
ADA, "n f8 Px 一 Pw 二 Px= (PtH Poe. P=P,1-P;, P, TA, 
是 投影 算 子 且 以 五 十 zs 为 投影 子 空 间 ， 证 毕 ， 
当 两 个 撤 影 算 子 的 投影 子 空间 直 交 了 时， 我 人 人 恒 说 这 两 个 投影 
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算 子 直 交 ， 干 是 定理 3. 2(ii) 又 可 改 述 为 ; 投影 算 于 Pi P 的 和 PP， 
HP: 为 投影 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Pa Ps EDS, 

3383.3 投影 算 子 Pi, Ps 的 积 PP 为 投影 算 子 的 充分 必要 
条 件 是 PiP PP, BD Pi, P: opi 4 PP: 是 投影 算 子 时 , 其 投 
Km LAL SL, L 仍 分 别 表示 Pi, 庆 :的 投影 子 空间 . 

证 必要 性 ， 设 PP 是 投影 算 子 , UPPER GERE, 因此 

PaP = PIPI = (P,P,)* =P Py 

故 Pi, Pa 可 换 . 

充分 性 ， 设 Pi P 可 换 , Inl 

(P,P,)* —PIPI— P,P, =P, Pa 
故 P,P; AHE. KA 
(P,P,)' — (PPa) (PPa) = PL PT - PPa 

由 定理 3.1, PP, 是 投影 算 子 ， 

现在 证 明 第 二 个 结论 ， 设 PP; ABERAT, LA PP: hi 
影子 空间 .， 任 取 xEL, 由 x=PiPzz 一 Pi(Pszx)EL 可知, LC L. A 
Pi, P:i HH, FEH =P (Pir) ELa ik LCa ALC N Ee 
反之 , 设 EL Ea 则 天 Paz 一 Pi 一 zz， ik ?ES RNL 
L BEL-LDL. Wh. 

定理 3.4 BREGENCERDPS. PQ8gHOPLOPQSA GET 的 
ES EEIRIERTILAsAUI-—BH. 

(iy :CL 这 里 Li, Es HARR PP 的 投影 子 空间 ; 

(i P.-R.GEPQ-PSO; 

Gi) PP, ' 
当 Pi 一 Ps 是 投影 算 子 时 , PP, 一 PP; 的 投影 子 空间 是 LE L 中 的 站 
2. 

证 RORE. ER EN 则 Pat CEL, TE 

PPr = P, (Pir) = Px. 
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ik P.P.— POR Heft P,P = Po. GDR, 

TRUGDJROY, ER ceu, 则 

(Pax, 2) = [Pia] i= PP a P5 PPN 
<S [Pr] = (Pie, r). 

故 PSP (DA, 

现在 设 (ii 蕊 成立， 已 、Pa mE o2 9. Ne EM 
z€9, 由 

Ox, (Paz, 2) S (P.2,2) 0, 
可 得 (Paz, 2) —0, 因此 
[Pix [^ (Par, 2) —0, 
Par=0. he rE, AREN CNR FE 
L,—-WICHQ-L, 

Gm. sEJESRACTRERR T CD, GD , Gitt, 

HEER, Pi 一 Ps 为 投影 算 子 这 一 事实 与 全 、(iD Cii) 中 之 
一 等 价 ， 

先 设 P,—P, 是 投影 算 子 . 令 Pi 一 Pi 一 P;, Wi| P,— PH Pa 
P, Po, Ps 均 为 投影 算 子 ， 由 定理 3.2，P; 的 投影 子 空间 必 和 包含 在 
Pl 前 投影 子 空间 中 ， 哩 CL， 因 此 他 成 立 . 而 且 了 1 一 Ps 的 投 
影子 空间 ( 旭 Ps HRT E ,在世 中 的 直 交 余 ， 

Hik Gi Rz. M 

(P,— P,)! P3 —P, P, — P,P +P 
=P,- Pa —Pa + P= P, — P. 

再 由 PP ARRENA, P-P ARKAT EMAR 
urs. 

$U3 iP FF 均 为 可 测 集 且 均 为 [a, 8] 的 子 集 ， 考察 空间 
[Ca,5] 上 与 下 对 应 的 投 说 算 子 Pr G —1,2) , Bj 

(0) Pr tPr 为 投影 算 子 的 充分 必 婴 条件 是 m OD FA 
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—0,ÀX P&P AKATE, 其 投影 子 空 间 鸭 天 CU 在 
这 里 ， 我 们 将 LO UF) R La bjia L'UuUFD* 
Bo ER RE Ca, ENG U F3) 上 几乎 处 处 为 零 。 

GD Pr Pr, 是 以 成 (站 Fs) 为 投影 子 空间 的 投影 算 子 . 

(ii) Pr, 一 Pr, 为 投影 算 子 的 充分 必要 条 件 是 mw(Fo\F1) 
—0,?4 Pr 一 Pr, 是 投影 算 子 时 , 其 投影 子 空间 是 L LEENE, 

在 GD, Gip, AH L NFA, LEAFS dye ge LCa, 
末 药 子 空 问 ， 它 科 中 的 函数 分 别 在 Da DINE NFD É Ea, ON 
CENE) LILE FE., 


$4 Wm5EBX4 5T BB NER 


Ei, RAMAGE JEFE m YE D fao e SER BE 
HEBR, EAR, SUfEJESLA RERA SHNA 
基本 性 质 ， 在 这 一 节 中 , 我 们 将 始终 假定 UE Hilbert 空间 ， 

41 谱系 的 车 本 概念 

先 研 究 几 个 例子 ， 

例 1 设 T 了 是 C* 上 的 自 共 辊 算 子 , 电线 性 代 致 可 知 , 了 存在 
n AERE Ais 72. n, As EI EUR An ETRAF, 设 e; 是 了 对 应 子 A 
的 特征 向 最 而 且 设 (ei. ence, ed XE Chimie ERAA. 
那么 

Tey=Ajes (j—1,2,:,2). 
ld P; ^ C" fjr e; Tm OT. 于 是 对 于 任 


-一 站 一 S 5e, fi P; 这 二 £e, 因此 
1-1 


Tr= T 2 Ges E T£&Te, 
了 = 


isl 


LE 


" A 
= A;£;e,— A,;P,z. 
i-1 =i 
a 


kT YER A T= 2 AP du BOGS, 2, 0) 则 满足 
"T 


- 


Lh 
MP;-I. 


1-1 
£12 it(4])(n—-1,2,8,--)4& —B FESXUR P], (e 为 复 Urn 
的 完备 标准 直 交 系 :， 
Bn = (0, +, 0O, 1,0.) (n=1,2,3, e)a 


在 ESIET T ds SHEN e= 21s 


TY 一 Sen 
由 一 1 (1) 
UEETET ITA SEE DTI TET EROS 
ERT, M Par= Ee. 由 (1)， Tem S1 AP dk ERR 


DAP, 在 算 子 强 收 敏 意义 下 收 敏 于 TOS mecok), EE 


T= AP. 
3-1 
5—3 B, 8 PUR 
i I= Pe 
n=i 


EAL, AEUR TRAR GER, EAn RTAC, 
2,3,…) JE T SE EAE Sh, CL NCA PATAR REBET T i£ 

P3 iko) [a,b] Els VEERSCERC LE NE Dla, b rpg X 
算 子 了 如 下 :对 任何 reL, b], A 
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CP2) C2) — eC0)zC1). 
e AUT BgENCRCT, MARA T nod. ERE 74 Ao 
A m= Bnet), M —maxg(t). 


24 Ay Dm, MW, 1— D x 是 Fe, DLEE AA, ARS, 为 
由 下 述 秘 式 定 闵 的 算 子 : 


(S, 1) ei, 


则 S; HRALA AIT —9 fk Asc o (T), 

今 设 AEUm, M, 4 eim itte) As t€[a, 51) , RI er 25 
[a bJ RTI. QE reL Ca, bN E 

《407 一 T) $t —9. 
于 是 
[4 一 中] 区 起 一 和 (对 于 几乎 所 有 的 Ela, b. (2) 

Ji me,,—O0, Wi] zC£)JLSP kb RS ETE, PE Ao 不 是 了 的 特征 得. 今 
证 明 A. DOE OT BViESEYE  XPfE— HARR n, 


Eum IC) 4s «xL, se[a, bJ}, 


Bj fot EEFE, Rx méa 0, ERR Ca, 5] E RS ERR 
l/[m&,, 2172, E ICÉ,, a; 
avt) b 当 1ELa, 5T NÉ w 
Ri] z,&Z Da, 51H 1a, ] 7 1. 538—323) 8 


| GI - T). «(f EA e COPI) n 


Bic A, PARE THEME, TE Ao 属于 下 的 连续 谱 ， 

di meio>0 取 2 为 eu 的 特征 函数 , 则 € ZI La, b], 2560 Hoz 
USE CD, Bk Ao i T WREE. 

ALT DU 3 求 说 ,要 想象 例 1 或 例 2 那样 ,用 有 限 和 或 级 数 来 表 
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示 竹 于 是 不 现实 的 ， 面 对 这 类 复杂 的 情况 ， 必 大 叶 求 新 的 型 一 
股 的 形式 ， 谱 系 就 是 在 这 样 的 背景 下 提出 的 ， 
定义 4.1 RE ULAS RA TRER AWEH TIRE, 
满足 下 面 的 条 件 : 
G) 当 4 JE KB, E, SRL E Anu 时) ESLES 
GD B KFA MATIAU False s, Wn 
lim 如 一 吾 


Aera 


RCIHBEOGEGUE AGE W Ea lim E. 


dii) 在 算 子 强 收敛 意义 下 ， 
lim F,=9, lim E,—I. 


那么 称 CE.) 为 一 个 谱系 . 

XT E CELO ,如 时 存在 实数 各 过 于 使 得 当 Ami, E,—8, 
NEA bh, PST, MPE ARE m M LENT. 

HEREKE TH- RAITER, E XR PATERE: 

1” 对 任意 的 Ao, Ea— im, E, (EXT Und 2E E CUP UTE 
在 , H.E S 是 投影 算 子 ; 

2^ 对 任意 的 站 及 站 省 An EE — EQE,— Eu; 

3* 对 任意 的 左 弄 寿 闭 区 间 A= (Cx, 81, EA) — E— En, Wi 
EG) 是 投影 算 子 ; 

4 M AIDDAQ—A ph, ECAO ECA) = ECA). 

我 们 来 考察 例 1, 例 2, 例 3 中 几 个 算 子 对 应 的 谱系 . 

例 & 1” ZALTA TOT, TREE A, A 4; 以 
及 投影 算 子 P, Pate, Pa 均 为 已 知 的 。 对 给 定 的 实数 4, 令 
> Pp E 42 min 45 


E= PEL 


0, 车 A« mia LIA 


l4j«n 


* 290 


不 难 验 还 {8} 是 一 个 谱系 . 
2° E 26 2 m nme E T, 它 的 等 征 值 Ais Za Ut, ENIM 
影 算 子 忆 Po 出 均 为 已 知 的 ， 对 给 定 的 实数 AL 
BP, 432ing4; 
E= 44i a ? 
8, SAcinfá, 
gh CE LIE TER, 
我 们 只 证 明 CE, DUBSAE X4. 10898 PE GID, HARO E 
显然 的 ,条件 《ii DO ER 与 条 件 GD 2E UL, EMR, 
W ATA. HEX 
E—ES M P. 
«OSA IA 
BEA TUERI TT RIDERE SUI, im QD E Ri, RAES 
TETTE ER CR, 
lim X B= 《3) 


A-RAQ* Ü ApiPEA 


因为 之 Po 7 TEE rA E TR EAEn, HAERA 


SORER Sr papae, (4) 
FEXP 
ES ó= min lAs A, Wj 60. FEH OKAAN 
sisiy 
ajin 


是 ATAA A, EEE jodo e, 
21 Pepe — GEHO-A—4A «9. 
Ag Ajea 
ax. BNMETESEY RC EOXCT, UE, TEE 
—^A4 i$, 
29] 5 


S45 现在 考察 例 3 中 的 算 子 了， 对 任 给 的 实数 4 LOS 
集合 名 = {tipli yA, Ele b D RIAR. 3B E XLCOTERCT- 
E, P: 

(Er) (E) = XD, 
EUNE E — WR. 
$e] iE uEAE X 4.1 cn Ba RAE GOD. 


任 给 实数 A 由 于 Në É- E, EE Tim XO) - X COETBE 

有 的 tL a,61 ET, tes zicL' a C " Lebesgue Tj SEE 
BÉ 

lim JE Ea] = lim ， (D) X4 EC I0. 


ATAgt d 
wP EES. At) E ^ HER. 
定理 4.1 dWE(EQ (—eo0«2«co) RE pR 
族 . 那么 { 如 为 谱系 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 EU, ER HE (EL, 2) 
满足 
(i) (Gor, 2) REA REG; 
(i) (Ez, x) Es SR 859; 
Gi) lim (E,z,2) =0, lim (Em, z) = | zl". 
HERAA TE. 
， RPGO. Acu, AEG, e) S Ear), dk ESAE, 
ATERGD. EA 各 并 设 AA 于 是 
[GL — EQ 2l (G0 - Ez CE, E) x) 
—((E,-EQ)a,z)0 (H AA t0 BI), 
d CE) ES, 
AF. HH 
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一 lim (E.r, Fx} = Jim Œr, z)=0, 

可 得 lim Z,—6. 类 似 地 ，lim E,— 1. 

BELE, AE ER. WEHB. 

4.2 Big SET 600 3 SEXES 

BtiDCFELHECGKXg9 d: gzL——— HG. rpm 
定理 

RT JARHAT, A USE n T, AT. 

定理 42 设 了 TT 为 空间 bB9BIRULEHCT, NfeYri E WT 
Ik E [一品 二 4 过 o0) 满 足下 到 条件 ; 

G) 尘 给 定 的 4, 如 果 了 Tx 一 9, 则 E,x—z; 

Gi) HEH A, WA T,E,20,T,(I —E) 6; 

(i) 岂 与 了 可 换 的 有 界线 性 算 子 均 与 也 可 换 . 

证 令 呈 为 中 的 正平 方 根 , 再 记 E; 是 如 一 和 的 零 空 间 90, 
上 的 投影 算 子 ， 今 证 {BJ (Coico) 满足 定理 的 多 部 条 件 . 

G) HAE ren, 有 了 一 由 则 S1—Ti:—0, T 

| Sarl = (Sr, Sar) = (Hr, 4) 一 0， 

üt S ar= b, MA CGS T)ar 8. fR IR E, X Ear 

在 证 GD Zai, AE GiD. iA 29 5 T ap PUES FEES MEET, 则 
AST, ATi 5 S, up, (EN zt 册 有 

(S,—T)) AE,.z— AGS,— T) Ex —0, 

这 表明 AE IEN, T AE,s— EQAE,z. pb ete, i 


AE,— E, AE, (5) 
XA AT —T A, MAERA, 83. 
T A* — A*T. 
A A* ST pps T. S, 均 可 换 ， 用 证 明 式 (5) 的 方法 可 以 证 朋 
A*E,— B, A* E,. (8) 
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FEA (6) B3 Z3 PDA [8] ECC a CTI 
E,A— E,AE,. 
比较 (5) , (6) vE An, 4 5; E, 可 换 。 

现在 还 明 d， 由 于 Sa Ta 5T aR, h Gii, Sa T, t E, 可 
H. 再 注意 到 对 任何 reu, 

(S, —T,) Er=0, 
iT E= SE 由 于 S, E, 是 可 模 的 正 算 子 ， 出 定理 2.6 推论 2 
HA, SE; AEAT, TET E 也 是 正 算 子 , 即 7 有 0 
再 由 Sis Ti ELE Sa T, 可 换 , 得 

(S,— T, CS, 3T.) 6, 
于 是 对 任何 ecl, GS, LT)x€9,, fe 

ES +T r =S, +AT, 
移 项 得 —T —E)z-S, — BEB). 
注意 到 S;,,7 —E, 也 为 可 换 的 正 算 子 ， 故 5.(T 一 7) 为 正 算 子 ， 因 
Jt — 7,0 — E ) AE CT, x die uh T.U — E) sc0. ite, 

定理 4.3 定理 4.2 中 的 { 吾 是 区 间 [m， 寻 ] 上 的 一 个 谱系 ， 
这 里 m, M 分 别 是 人 的 下 界 , 上 界 . 

证 (D 设 4<4, 我 们 的 目的 是 证 明 RSA HERR 3. 4, 这 
与 证 明 | . 

E,—E,E, (7) 
等 价 . 

HER xeu, $ y= E UEa pp E,E,wp, AEM 3.3， 
E,(I—EJZHRERUS T, WE y BFE 的 投影 子 空间 与 1 一 Bs 的 
投影 子 空间 的 交 中 ， 因 此 Eg G—EOycy. BER 4.2, 

(Py, y) = CTE y, 2:0; (8) 
(Pg, y) — (CU — Ea) gp, gp) 0. (9) 
(9) AC CD , 13. 
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(Qu — M Gr, g) 0. 
但 Auli y—0. DIE E,O — E.) 7-0. C) on, GUESS, 
(i) BAHIA. 5A FRAR SE EAT Sa Ean 不 增 
XX, HIXERH 2. 5, E, — E, 4526 CUL OO XC FIC SCEAE TERR. 
英 健 在 于 证 明 这 个 极限 等 干 零 ， 同 


EE, —E,)—E,—E,y (10) 
(E) (EEn) SEa En (11) 
ax 
T,(CE,—E,)—T,E, (E, —E,) 06; (12) 
TG, ESQ)-ATG- EA C —E, s. (13) 
E 02), (13) 可 得 
Ag (E,— ees M SAGE, — E,). (14) 
再 令 个 > 40 十 0 d SL eili mP aa 存在, RA 
AE, so É, lj; =f " EE 
Hp Ad —T) (E, 0 Ea) = 


ER EU, 令 y= (Eao Ene, 则 
(Af — T) y = (Ao —T) (Ep0 — EB) z=. 
由 定理 4. 2, Ey =y I] EC o Eade — (E, —E,)x—0, 0 
gp Pay = ESQ ESu)x—0. 
因此 Fror E,,—0, CL) REX. 
(iD lk Am. Xp EQZO0, WEE rE Ele] = 1, Bx 一 x 
于 是 
(T Er, 2) = (7,3, 2) = A— (To, 3) S; ÀA—m«0, 
t TE> A08. dk E,—0. 
类 似 地 ,利用 TU ED «S8 ELE GO MAESE, EEN 
3) AM k, FS. 证 毕 
我 们 称 定 理 4.2 及 定理 4.3 中 的 {5} 为 外 生成 的 谱系 ,简称 
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为 了 的 谱系 . 
有 了 谱系 的 概念 并 证 虹 了 任何 自 共 镀 算 子 郁 有 谱系 后 ， 价 可 
LAE sy. E] RHR TANEDE, 
定理 4.4 fiigEMgE ROCTÉdpupHiDEd Ex 
p-| " ar, (18) 


"mp 

其 中 m M 分 出 是 了 的 下 界 . 上 界 , 凡 与 了 可 换 的 莫 子 均 与 
E,(—co «A«co) ü ift, 而 积分 则 是 积分 和 在 算 子 范 数 章 义 下 收 敏 
的 极限 . 

证 ERER eo ED IUm— 2. M] 用 分 点 As m eT 
AcCASEe AS oM AY RUECIRE As 893E(677 0,1, 7,0 — D, JB AL 
Lån 3, 4 — CA, Are] kS 1,2, e, 2—1), 令 EA EQ 
—E(AO. i12, 

AE CAU) STE (A S ALL EQ. 


M GORORHGERIS ECL) = 了 , 得 
mr 


k-ü 


任 取 BEA, 则 


3 AE (A4) T sz 3. E (Ae). 
k= 


n=l 路 一 让 n-1 
DE BAD T — M EAD ED ea HE(A). 
E= k-u 


EQ 
下 对 任 一 xc, 


(f 3*—1 


Ss) G OS, 2 «(7 -EED Jesa) 
k-u 


*—1 
* »» (Arsi | (ECA) T. z) , 
此 一 由 
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óc max (Asi A) , Ml P 


-—ó(r,z) <(( T— S HE CN) je x «zo (z, z). 
kc 
出 定理 2 4 的 推论 ， 


| T- S a EC) |a 
k-u 
A 820, BUTS n ECAD TETTE E BOR SCT COT: T, ED 
4-0 


a-i 
T=lim JO u,E(A,) (Ô= max (Ars —4)- 
370 ksi k 


现在 将 端的 极限 记 为 | Au. TÆ 
T-[" AE, 


BPH icm hh, E8, 5 LAGER 70 ARETE, 
Jig i 1X pTELRDX TH ZH 2u 
r=" AdE,. 
-"-l 


(15) 成 立 ， 定 理 的 第 二 个 结论 ， 即 凡 与 卫 可 换 的 算 子 均 与 瑟 
(—co-«A«co) n f, 就 是 定理 4. 2G) DES, 

43 B3 5X3 ARX 

1E 84.2 rh, REH T FE— Eae E PT 都 有 谱系 ,而且 卫 
可 以 表示 成 积分 C19) WER. RE 我 们 要 利用 全 的 谱系 来 建立 
?的 算 子 演算 并 进而 讨论 了 的 谱 的 特征 ， 

遵循 前 一 让 的 记号 , T p XdESURI T EBS EL 3ESERE T M, 
m HE TRE FA, {E T Boi. ER EU, 出 定理 4. 1, 
(Eal EA 的 单调 上 乱 有 连续 因数 ， 当 4< Bj, [Eaj M 
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E 
ASM th, Paf jug dV GED [elt GEH c0 是 给 


EIN 

BER yeu, 由 本 章 $ 2 ph ERRATEA 2^ 中 关于 算 子 的 
BRfb GARS, (Eum, p) 是 4 的 有 界 复 值 帮 连续 函数 ， 现 在 证 明 
CE,x, y) HEA À DO EA BOE E] s t 


V (GÀ, 0) & [xt Ly. (16) 


这 里 应 当 特 别 指出 , OE Ta Tt E S uo eT PUE SCHET AE CS, 1x HE 
Sruxescud ae ERN E 义 中 的 ha e EE ARRAT. i 
4 hm aA xA M, ja EAD E, TE, (k—0, 
Ds n—30, B E(XOTrÓ.EGONOrÉp4AG, j—0,1,4 =l, 
ku. BEL S4 工 中 的 性 质 1  CR1040D, 有 


z 


SUIRA: = [S EAs) = [zi 
ù =y &-0 


BRREUEMCT H BUCRCER SERECA — ECSS 有 
S LG lo EEA) EOS 
hg k=0 


SBE) allB A gt 
k=0 


a-l i n-1 i 
4S isauoer) (saos 
k-a2 k=0 

sleja 
ir, 凶 作 为 4 的 函数 是 面 变 的 且 (16) 成立. ERE Gan, p HEC 
A EWLUEX —TAÍ&B)L-SBSUE,. X TuX— o 读者 只 要 理解 
了 第 四 章 关 村 有 罚 上 升 右 连 续 国 数 定义 工 -3 测度 的 方法 ,那么 就 
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不 准将 它 推广 到 复 值 辐 变 右 连续 前 数 的 情形 中 去 , 而 且 工 - 太 积 分 
的 很 多 性 质 仍 成 立 ， 如 Lebesgue 控制 收敛 定理 便 是 其 中 之 一 . 

ER 61220. UE 8 (2) EE SXUTEL m— es, M ] JI J RE Bore 
amA, MAEM en M] E, ORT IERI ROS Dx X 
的 工 -3 测度 是 可 各 的 ， 设 4 Elu) ilme es MY LESS EPROT, 
BL-S 积分 的 性 质 , 有 


" M 
Wee) «AV cs DEA m 


故 积 分 
NOI 


AE ERAAN EIZ, 由 定理 2.7, fEXE V 二 的 有 界线 性 算 溯 
SE 


Gs =| uoa p. 
BURIAL) RODTOTOGUXOR, WATSES THRILLS AS uC) 
有 关 . 基于 这 一 原因 , 我 们 将 它 记 为 (7)， 于 是 有 
Ds 2 vd 的- a8 
右 端 的 积分 实际 上 与 eg> 0 无 关 , 与 本 节 定 理 4. HL, WA 
(QT), ) Dia) (19) 
或 记 为 
u(T)— f NC 4E,. (20) 


Ei (17), (18) (或 (19)), 得 到 
|z y) < 人 fei 
i x(TD) 为 HU 上 的 有 界线 性 算 子 且 
- 799 


lacr) 14 {21) 

我 们 称 e CO EET TOME ET uO NRTA 

定理 45 XFTHRFEAK, FHER ERAR EE 
AbnmUBUEREY, RENANE S RETE [m to MES 
有 界 Borel 可 测 的 ): 

C) E us, MeD —7; S u00—2A, Wl ucT) —T; 

(1) i o, 8 为 复数 , 则 

(au; + Baus) (T) =ou, CT) + fu; CT); 

Gi (Gu CI) =u CD CT); 

Gv) [unCOT)]* =a (T), RBE ore RR. ME ROO RR 
LRE, S CD) RE Bae B9, 35800 0 时 ,wn C7) REIE EG; 

OD O00). 是 一 致 有 界 的 Borel Sp 28s S AR AE OCT 
WA, WEE SU (us 7) e SC SU ERR SLT FAF u 0D; 

(vi) 当 g( 轿 是 [ix 一 20y 于 J] 上 的 连续 函数 时 ，w(7T) 是 积分 和 


1-1 
Zr Go) EAD, 


aj à= umax AeA BT, ERFARA F i SOS RER, 这 
BAL He 的 含义 与 定理 4《, 4 中 的 相同 . 
证 性 质 (D,(i) 显 然 ， 故 只 证 明 性 质 (iiD、 Gv), Cy) 及 (YD). 
性 质 (iii 的 证 明 ， 得 算 子 国 数 的 定义 ， 


(us (Dus Ts, =S ODE OL CD, y) 


=|" u CO d (us CT) x, E,y) 


M 
am 


P oma uod hs, Ean 


x Li 
=" nea fL onaos ss p 
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M A 
=f mop. woo: ss p 
=[ a mD Ea) 
= (Cui) CT) Zz, p, 
ik u, (T) u (T) = (uu) (T). 
BE Gv) 的 证 明 . 因为 


GD - [^ «004059 


=| nana, 2) (u(T)g, x) 

一 (zx, ur) g= (Cu (7) T*, y), 
aar) ]* — (T). FES aO) RER, CP) 3E ARAA 
F. Miku 20, ERr, 由 

(uCT)2, 1) = u (Od CE a, 2) 220 
可 知 ,#( 了 TT) 是 正 算 子 . 
HERODA., $ v00-3u C0 —sD. BIRD, Gii) 
Ius CP) 8070) 181? = 10, CI) 21? — (CDD 2, e. CD) 2) 

= (Ura (D jv CD) z, 2) 

DEICHUUIPMQUEPREEZCUSMICUEIEY 

=| du CO «(D 2 2. 
HAF L-98 积分 的 Lepesgne £d) Su SH, nco 时 ， 

JL, Ds C0 0D l'a, 290. 
ktl Ls CP) — « CD) 12] 0, Bp (8, 0D) M TESE T 2 c SR FRAT 
u(T). 
HAODH, PERAR C) 
«3017 


uw) —uQu) (H EA E0,1,2, 11), 
其 中 pu. HELGE A OPRAN. TA, mO EMERE 
RIN EAR Borel STIR 4$, e DAUE 


u, (T) = D ulu BOM). 
k=0 


E 2 CO 3XESR OU EE I 70, dE (E 70, AE E84 1 A— A" | Ó 时， 
[u CA) —u(A') | «e. PEN max (er A) <å bt, # 


[u C0 — us (4) | 5e (22) 
Bim 3X (21) 及 (22), 
u(T) — Pup BEA) (=p —u, (D) | ze, 
k-ü 


JER DIOE, IEE, 

4.4 HARAI RO EE 

有 了 算 子 演算 , BEOSTELBEIG EL M EFE. 

定理 4,6 jRTOGRGEX WEEBUIES BST, 4 是 一 个 
数 ， 则 4 是 宁 的 正则 住 的 充分 必 要 条 件 是 它 属于 下 列 两 种 情况 
之 一 ; 

G) A. €[m, M]; 

Gi) 如果 AE m, M], Rire SE EE] (o, P], EE nA 
B fh E, 在 (c, 8 上 取 定 值 . 

WE 充分 性 如果 情 形 全 成 立 , 则 国 数 


在 4Efm 一 eo， 形 ] 内 连续 ， 这 里 ea 是 一 个 充分 小 的 正 数 ， 于 是 
uU) 是 有 界线 性 算 子 ， 因 为 
u (A) (45—4) — (4 —208(20 51. Ecm—e, MY), 
tr u(T) (A — T) = (A&4IT—T)u(T) —I. 
9 3p2 * 


VHC CD) AS A-T pA An R To Ao E T PS TEWE., 
E REGDE RADER — eo, M ] L AESA LO: 


1 vy | 
u(t) = ac 当 AE Un es aU CB, MR 


HEPER ZG 当 46 Qa, 91, 
则 #(7D) 是 有 界线 性 算 子 ， 再 注意 到 =E. (AB), lik 
a= uT) =u G4I—T) - WA AE, 


C] B M 
= [ ,148,— l'uco ts Dag, |. ud, 
=E, — Eno- Eu Es I. 
BI a CP) 加 7 一 HARET, 4 Æ T EAE, 


DRJ kA ATHERE, $ 4 PWE G), REK RI 
Um, MIA, EER A= Ca, 8], fix AP B, dà EA) — E,—E,. 34 


M 
AL-T-Í à (Ayj— A)dE, 


m- 


PRAE RE AT — T) ECA), f 


(AE - T)  ECÀ) (AT) = (ITECA) | (ho— A dB,. 
{23) 

(23) p] Ze va o RAT. E (AD ,而 而 端 则 等 于 

gu Y 5a da 

(AE —T) ECA) [+ ri IG AdE, 
g 
-((I-0)7| (Ao — 2 ds. 

于 是 

E(A) = (AIT) | (À— A) E. (24) 


D; FE SEE, OL1) BERE EAI 
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| Go— aaBl ia)l, 


Hh k= max {f — Àa, haet. A (2D, 
JEA Eze] LM E EECA) [. 


XEREX LA fk ELI D) pnl. FE 
IECO TL ELE CA) B. 


HEIE (A) ] —0, BE (A) 0, 出 于 E, TERRE E 
E= E acA 

证 毕 . 

推论 BHRAT TH c0 R35 Ed S dE m, MIAH 
BE. THL, FEM, m WAF 0 (7)， 

证 第 一 结论 是 显然 的 . SONARAM A. MATT 
e CI), WEE EAM 25 pg gi B9 pc i81 (oz, 8], {E E, dE Ca, 85 EUER, 
SOS EE RT EU, 4 

(Tx, a) -| 


于 是 M= sup (Tz, a) za, 
ETE I 


JMP, KMF OD) quPgRefnEmdR q a). 

X38 4.7 i TX4BXic, 则 

() EAA ET HRED A AE E EIE A 为 E 的 间断 
B BDEQZ EQ. H A T REE, TOMEDT A 的 特征 向 
Eu E E-o 的 投影 子 空间 ; 

GD 实数 4 属于 的 连续 谱 的 充分 必 要 条 (EXE E, 在 加 处 
连续 , 且 对 于 满足 Aces 的 任何 两 个 实数 A, A 有 EL AE 

证 WEO 的 必要 性 ， 设 .1 是 了 的 特征 值 , ze 尖 8 旦 对 应 的 
一 个 特征 向 量 ， 于 是 
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Ad (Rm, e) =f AE, 2) a, 2). 


Col — T) 7,— 0. 
B [I AARE Eent) = (T) e) =0, 
BT BU CE £8. FECE ns, t) 是 不 减 的 , SOSET EA HO. 60,8 
o=| [Ao å] ACE x0) Se? N d CE 2s, 23) 


—e(U— E) n) =e | (I— Endi 
PREA G— Bagra) 2050, 即 
Eagteto™= fn 
KADER, 可 证 Erg- eto =ð. 
因此 Gus, EV ) Fo= to 


4 £90, 得 
(E, — E, -o0) 19 Tps 


BR z9750, Dx E, Es, Ag 是 E, 的 间断 点 ， 
RRuECORUTEAHEE, VEA. AERE. By FB o BE, SEE... ER 
(Ern — E,,-9) WR ESAESE ER to 注意 到 对 任何 A77 Ae, 


E, (Ba, — E, 4) Ei, Eis 
故 bury, (E, E-n dy— (E, — E, -o) Xo Toy 
同 理 可 证 ; 24 4<< 4 时 ， 
E t= 
因此 
Hu [^»71 A 
Ta-[ ^ AEri AEgeAsnek| AE, dt, 
4 m-f -n -AD 


l 
这 吉明 加 ie T AORE AEETI to 是 对 应 的 特征 向 基 ， 
由 必要 性 部 分 可 知 ，F 了 对 应 于 加 的 任何 特征 向 量 必 属于 
Ea Eno 的 技 影 子 空间 , 而 由 充分 性 部 分 可 知 ， Ba Eao AI EE 
影子 空间 中 的 任 一 - 非 零 范 素 必 古人 社 应 于 加 芍 特 征 向 量 . 因此 
了 对 应 于 为 的 特征 向 基 空 间 恰 好 就 是 部, 一 上 0-0 的 投影 子 空间 . 
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再 还 (i 对 于 给 定 的 实数 A T WARE TE As 处 有 二 种 可 
能 的 性 质 : 

(a) 加 为 ,的 间断 点 

(b) 存在 以 加 为 内 点 的 区 间 (&, 户 使 为 =B。 对 一 苇 Ac (a, 


B nr; 
(c) E, 在 Ae IEE SR, EAEI PEE Anm eo 的 实数 4, s, 
有 EQZE,. 


因此 由 定理 4. 6 RARE HA G) TA, A 属于 了 的 连续 谱 的 充分 必 
要 条 体 是 上 面 的 第 三 种 可 能 性 (e) 成 立 ， 证 毕 . 

当 实数 加 属于 了 的 连续 谱 时 ，?o7 一 下 的 值 域 还 会 出 现 两 种 
可 能 往 ; 

1° 27 一 了 的 值 域 在 VC npn 

2° AI—T fii fe 1t rp Bde 

现在 证 明 第 二 种 可 能 性 实际 上 不 存在 

定理 4.8 车 实数 A, ECT EUER T oio, 则 4o7 一 了 
的 值 域 9t (4,7 — T) de V rb se. 

证 由 本 章 52 定 型 2. 2, 4o7 — TS [EM B6 07] e E C1 — 7) 134 08 
FAAR -MEHE RA, HiB, 4E T TES, PME 
WI —T)-(0. B TI-T) =U, RT) Te RAE. 
证 毕 , 

通过 定理 4.6, 定理 4.7, ÉLUS SI, 自 具 思 算 子 开 的 说 可 以 由 
ERE XS EMEND: 任何 一 个 复 娄 加 是 否 为 卫 的 正则 
值 , 特 征 值 以 及 是 否 万 于 的 连续 谱 视 的 讶 系 UL.) 在 加 的 其 个 
邻 域内 是 否 为 定 信 、 在 加 处 是 否 闻 BELLE Ao 处 是 否 连 续 并 且 
在 和 的 任 一 邻 域 内 不 是 定 值 来 决定 ， 这 使 我 们 对 外 的 谱 有 更 深 
AE REAGIR. 

最 后 , EITHER E KAAT, ETAHRIUREAT, 由 第 八 
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30$ 773788 7. 14, T B5 3E EIE CAE T B e E JR EL BERE (到 的 
孤立 点 ,因此 有 的 全 部 非 零 特征 值 可 接 绝 对 值 的 大 小 排 成 : 
L'-SPIEMP Epp 
T 的 与 每 个 特征 值 入 对 应 的 特征 向 量 空间 L, 都 是 有 限 维 的 ， 由 这 
35523: B 2. 3 可 知 , Ls 还 是 相互 直 交 的 .将 5。 上 的 投影 算 子 记 
AEn 于 是 可 以 证 明 下 面 的 定理 . | 
定理 4.9 iE TODUREDGERBGECT. HR TUuT3e 示 成 下 列 级 数 
BJM: 


P= 9 AES (25) 
机 二 1 


其 中 去 端的 级 数 在 算 子 强 收 化 意义 下 收效 ,1。 E TEREE. 
24 nooit, (4,) 0, En ET AREF A, 的 特征 丙 是 空间 上 的 投 
影 算 子 . 


证 A Fae 袜 B。 则 (Fo 是 单调 上 升 的 投影 算 子 列 ， 由 于 


投影 算 子 的 范 数 不 超过 1, 故 {Buj 一 致 有 界 , 于 是 (FS) 在 算 子 强 
收 敏 意义 下 收获 于 时 一 算 子 丈 . 显然 也 是 投影 算 子 .以 可 表示 成 : 


P= S. | (26) 


记 Fo=I 一 F， 则 也 是 投影 算 子 ， 记 FF, 的 投影 子 空间 为 Lo 而 
记忆 的 授 影 子 空间 为 工 ， 出 于 {} 是 多 的 非 零 特征 值 的 全 体 ， 有 而 
且 每 个 入 对 应 的 投影 子 空间 5, 均 包 含 在 工 中 (这 由 (26) DAD, 于 
EL. 必 为 紧 自 此 轿 算 子 对 应 于 特征 值 为 0 BREL BEES TT. 因 
此 对 任 一 zEZo 有 Tx 一 8， 于 是 等 式 TFoz 一 40 对 于 任 一 2EU 成 立 ， 
今 任 取 2€1, 则 z=Fot 十 Fs。 因 此， 由 (26) 及 人 的 连续 性 并 
注意 到 TFoz —0, 1 
Tr=T (Fyz + Fr) =TFetTFr 
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=TFr= J TEs 


m—i 


-5 L( SALE 
TOREM ( 314,5. s. 


{25) 成 立 ， 证 毕 . 
作为 结束 , 我 们 讨论 这 一 书 例 5 中 的 算 子 了 的 谤 系 的 性 质 . 
8/6 BART T: (TO= pDA (0) 由 下 式 
给 出 : 
Ga) S GO), 
这 里 X 100 JI Ae EL (p OO A, t€ Ca, 61) Bo Bet ERU, 

由 定理 4.7 及 例 3 可 知 , 4o 是 { 吾 ,的 断 闻 点 的 充分 必要 条 件 
是 集合 e, — (:o(1) A, EL 5 办 的 测度 是 正 的 ， 如 JE (E. i 
连续 点 的 充分 必要 条 件 是 集合 el OU E DUE, 

到 现在 为 目 ,§ 3 $4 的 内 容 已 全 部 结 东 .， TES 3 中 ， 我 们 
讨论 了 投影 算 子 的 性 质 ， 利 用 $3 中 的 结果 ,在 4 中， 我 们 研究 
了 自 江 圈 算 了 字 的 谱 分 解 定理 以 及 自 共 红 算 子 谱 的 特征 ， 希 望 读者 
EE: 

1^ 投影 算 子 是 一 类 十 分 重要 的 算 子 ， 任 何 一 个 投影 算 子 都 
有 投影 子 空间 , 反之 ,1 的 任何 一 个 闭 子 空间 都 是 某 个 投影 算 子 的 
投影 子 空 间 ， 这 样 ， 投 影 算 子 与 闭 子 空间 之 间 就 建立 了 一 对 一 的 
HEKA 。 

2” 谱系 就 是 由 满足 一 些 特定 性 质 的 一 族 投影 沼 子 组 成 ， 利 
用 谱系 可 以 对 自 款 簿 算 子 下 进行 “分 解 "从 而 得 到 谐 分 解 定理 ， 具 
- FREESAT S, 与 中 (一 好 一下 的 茎 的 零 空 间 上 的 投影 算 
子 , 这 里 4 为 实数 ; 

3” 利用 自 兴 连 算 子 的 谱系 还 可 以 建立 了 的 算 子 演算 .在 
本 书 中 ， 我 们 是 直 挡 对 相当 广泛 的 -类 函数 一 一 有 界 Borel sf a 


* 3p » 


KE 天理 立 起 王 的 算 了 演算 ， 通 过 全 的 算 子 演算 ， 我 们 斌 究 了 了 
的 蛮 的 特征 ， 首 先 确 定 了 工 的 庶 是 包含 在 Cm, M] PTT HR 
WE m.M 均 属 于 cf， 其 次 ,通过 1 杏 的 分 析 性 质 刻 划 了 
7 frg rit ESEL IE WIR. 


$5 BS Y ESOS GOES 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 Hilbert 空间 上 的 另 一 类 重要 算 子 
— E33. 
51 西 算 子 的 基本 概念 
4EX.5.1 如 果 1 上 的 线性 算 子 品 满 足下 列 两 个 条 件 ; 
O) U ERRE, 即 对 一 切 zt 有 [zzl= Las 
Gb U ERA, 
MRU HAET. 
由 定义 可 以 证 明 下 列 性 质 ; 
1° RU DERT, WAER o, ett, 
(Ur, Uy) = (2, 9g). (1) 
2” U XB TIED ER: 
U*U-UU* — I. 
性 质 1 的 证 明 ”由 恒等式 
Wz, Uy) LO +), U 0) — UG), UG—)2 


EIQGGA UG) (Ue ig), Uli) 
= (ety, CC y, z—9)] 


LUGAR) (aiy iplo Ga 
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( 揽 空间 傅 形 ); 
(Uz, Uy) - EU (0+9), UG D) - (0 6—)0,UG—))] 


—LUGHp ag) - G- 9,279) G 


( 实 空间 情形 )， 
立即 可 知性 质 1 成立. 
性 质 2 的 证 明 URHE RU REAT. MC), HHEN s 
Ent 
(U*Uz,y) = (x, 9). 
故 "Uz=z 对 任何 E1 成 立 , 于 是 5*U=I， 由 西 算 子 的 定义 可 
知 ,UU 有 有 界 逆 算 子 U7. BU SU* QUU) — (U*U)U —U^!, 
得 UV*=U"', 因 此 
UU*UU-!—I. 
充分 性 ”由 等 式 ET7 一 7 可知 ,对 性 何 z€u, 
[Uz]? = (Uz, Ux) = (U*Uz, 2) = (z,2) = jeh’. 
MEX 5.1 PRIORE BER UU* I sTAn, U ER. 
AEGOSE. AEU EBAT. 
性 质 2 又 可 表示 成 如 下 的 形式 : 有 界线 性 算 子 UU 是 西 算 子 的 
充分 几 要 条 件 是 0V* 为 刁 的 逆 算 子 ， 
例 1 RASC) (.j—12,-,2) Æ nxn RF, MAE 
阵 4 在 CC" 上 定义 的 算 子 
Ua 
其 中 


£ =D té 
. i-i 
是 西 算 子 的 充分 必要 条 首 是 ws 满足 
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a . 
D 006 = is (j, £—1, 2, ey S). (2) 
f=1 


其 实 , 由 线性 代数 可 知 , 4 是 对 应 于 基 (eu esse) BUB 
降 ， 其 中 
e; (1,0, =+, 0) 
e= (0, 1,0, 4,0) 
e,7 (0, --.,0, D. 
m rUJABE3Srn3 24 4 0pEbAXPAP, ial AJ PPS 
充分 必要 条 件 是 4 满足 (020. HEU 2o BDRCT- 036 2 VERE 
(2 p. 
例 2 设 p(.) 是 定义 在 [a, 0] EE FER RERTRHER E, 在 
La, b] 3E E T-U mF: 
(Uz)(0)— plat) (3€ [a b), (3) 
Jl] U 25 Ei RE-C RS E D VERE] p) — 1 及 乎 处 处 成 立 . 
其 实 , An | eC |— 1 LP Ab RA, eC p= L eC)? 
二 1 几乎 处 处 成 立 ， 因 此 对 任何 EL La, b], 
CU Ua) (1) tt) 
=al j= pP ECE) 二 (VU*z)C2》 《几乎 处 处 成 立 )， 
Bk UV 一 1 一 UU*， 由 性 质 2^ nf, U 是 西 算 子 . 
反之 , 谈 刀 是 酉 算 子 ,由 性 质 ?可知 , 对 任何 EL La, b], 
PPE) = QUU) CE = 《几乎 处 处 成 立 )， 
M a(t)=1 QGE€[a bD, ppe 几乎 处 处 成 立 ， 周 此 
1g(t)l 二 1 几乎 处 处 成 并 . 
DHEWIERJCPSR TIGETEPRUXOR, WENGER Hilbert ex 
HR]. Hi EIER SECHETE A, A Pn Ag d 
w—(z—i)(zTi)^! (1) 
?3Ife 


将 实 轴 变 成 单位 圆周 ， 国 此 当 z 为 实数 时 ，| 好 | =1 METHA 
共 斩 算 子 ， 则 c (DD) 位 于 实 轴 上 ,因此 (TT 十 i 了 有 有 和 界 北 算 子 CT 十 
iD TRE (0 pibe 得 到 算 子 人 一? CP iD (OS 
所 揭示 的 性 质 启发 我 们 ， 这 个 算 子 应 为 西 算 子 . 
定理 5.1 3g T EwwiBbu.bBBXEENG.«* 
U—(T—il) (I -$1)^!, (5) 
RU E&EST,H1cc(U). l 
证 显然 志 是 1 上 的 有 界线 性 算 子 ， 任 取 zxcltb M 
IEF irah = fa] F: la, Tr) iTr, a) 
TG, 2) —[Tz|? + lz], 


| an—iDapetfo veia]. (6) 
WRT UREO, A 
. ÜCT —dP)x—(QT—ilDr. 
BU TET -- HIBSBRERIRÁIBRHRT-—i1I RHES. HaT TIEN HE, 


Ei BATHERE A TE pR EA, FEURN 


到 UERR, HIEU 满足 定义 5.1 8 Ae PED. h(6), U 还 满足 
定义 5.1 的 条 件 仆 ,因此 它 是 西 算 子 ， 
ET 1€c(U), 由 等 式 
I—U-—I—(T—il) (T -il)'-—-2i(T4 iD 
立即 可 得 。 证 毕 . 
由 (5) 式 定义 的 由 全 到 口 的 变换 称 为 Cayley 变换 . 
现在 再 回 到 式 (4)， 在 (4) 式 中 解 出 z, 得 
z=i(l+te) (wnh (7) 
这 一 线性 分 式 变换 将 单位 圆周 262055 4l, 现 设 可 为 一 给 定 的 丁 算 
T-H1€o (U), UREO Hio, BAAP +U). E 
Kj 8 A GRAE, 事实 也 确实 如 此 ， 
312» 


B: uen 


EES?  RUGDEREDCX.1€000. «^ 
T-i(-U)—U)". (5) 
RIT 393558 S, 2H | 
Wo WITEI bM EAESET. MEER T HAIE, 
00 gu—ij(T—U*) MAUS) 
--iQ-U 7) QU) 
=i DV) =T. 
ETE, IEE, | 
Hi (5E XPSIBU IT HEBR Cayley 交换 的 递 变换 ; 
ET S) EGER S O AET AURET KAAT MEAE 但 
R A ERTI AEN PH, BHART UWE 160 (VU), 因此 
MEE ECÉ- EPOR, EBAI C 
5.2 iktmESBg E EG 
1* L^(—co,co) 上 的 Fourier 变换 dio Bos SHEILA 
中 , RNE TAN LC ec, co) 及 了 (一 oo, co) 上 的 Fourier "i$ 
He. 现在 对 空间 L^ (— oo, o) 上 的 Fourier 变换 作 一 些 补充 讨论 
方便 于 读音 立 读 ,我 们 将 给 出 全 部 论证 
定理 5.3(Plancherel) ,对 任何 aEZ2( 一 coyco), 积 分 
| » 


1 | "P | 
— GO tits 
Em. " a (s)ds ME (8) 


当 N> oom, 在 L (— oo, c3) PBUT TER, € 


yo 

Qr) lime vu eU 7r(s)65; | : 
Moin V Ed 

(9? 


Wi] UV Xx BGRU*-—Y. 
证 MM FngmE 
w 373 > 


1 X eom ox 
&,(t)—4—1, dE £0, M ESSO; 
0， 其 余 情形 . 
则 对 于 任意 的 26iEZ2( 一 coyco) 且 在 某 一 有 界 区 间 之 外 为 零 ， 代 
人 (9) 可 知 , UO, 有 意 交 , 且 对 任意 的 所 7 经 过 简单 的 计算 ， 
Uô, Uð.) =p CDe dt 


了 i? eos( Nt — cos£t — cosné+l 
= 元 M $ dt. (10) 
由 于 

。 , a 2sin at 

一 at 一 | ait 


u” 


于 是 (10) 中 最 后 一 个 积分 等 干 


=Ial 5x *du- x |a]. 


z0; 
lago -it-oD = friad, mi, din 


0, B imo. 
因此 DE 
min „i 9x0; 
(Ub, U6) - i délin en. 
另 一 方面 ， 显 然 有 
min (1£l, laih Æ enz05 
(6,8) = lo 3j ineo. 
8x 
(Uô, U8,) = (6,,0,). (11) 
TH 88, VO, BAX, 且 对 任意 的 Em 
(Và, VÀ) = (ôa 0,). (12) 
SUR, 


(3149 


1 etH] 
UA, 8 =Í 
(08,8, a té 


2x dt 


1 fiata 
| k 1g - (6,, Vé,). (13) 


/2x lo di 

现在 设 cz 为 阶梯 函数 , 则 % 可 表 成 形 如 5, 的 图 数 的 线性 组 合 . 
代入 (9) 式 可 知 , Uz, Vx 均 有 意义 ， 再 用 (1D)、(12)、(13) 及 内 积 的 
性 寿 ， 洲 任何 阶梯 涪 数 zx 及 v, 

(Ux, Uy) = (z, 3) = (Ve, Vy); ! 

(Ux, y) = (z, Vg). 
EFKAR L ao, oo» 中 稠密 ， 因此 对 任何 rE 
(一 00,c0), 有 阶梯 函数 序列 {fo 使 {tr,} 2. HC, 

[Uta —Uz, [* = [U (z.—2,2' = lintah" 

Ele Ur JE L ( —oo, co) 中 的 一 个 基本 点 列 , 由 25(— 05, 0). 的 
完备 性 , 存在 y€ L^ (— oo, co) E (Ux) G Un — a. 可 以 证 明 ， 
y SQ FEBR REO. AEU RETELE L o,o) Em 
TW. AE, 可 以 将 玉 延 拓 到 天 (一 ep co) 上 而 成 为 (一 00,c0) 上 
的 算 子 ， 由 内 积 的 过 线性 可 知 ，(14) XL—U)z, y€E^(— co, co) 
RY, 

由 人 14 中 的 第 一 个 移 式 ,有 U'U-VY*V—I, dium - 
AREA, V* SU, 代 人 前 式 , 得 U*U UU* - IL SEU UB T. T 
VOUS EFRT. 

现在 还 需 证 有 明 以 上 通过 延 拓 得 到 的 算 子 UF 满足 (9) 式 ， 设 
zCL*(—co, oo) JEU a 在 [一 ,Nj 之 外 为 零 ， 对 于 1>0, 记 ,为 
[50,4j 的 特征 函数 ， 由 


(14) 


Vx le 1 i/i, 
uL DICE 72 | dr = "T à" 1) 
AN 


ISTE 


( vo (de Uz, x) = (2,7) 


a(s)ds. 


-A e ie 一 ] 
VD ibl. -ds 
两 边 对 二 求 导数 ， 并 注意 到 可 以 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 于 
RE ER RE TRE, fH 


vov ettszrsyds。 (5) 


这 表姐 (9) 中 第 一 个 等 并 对 于 总 (一 00,， ecd rj 9L- N.N IPAE 
BER E. 
令 任 取 LTD (-—co0,05),4 
_ rii), 当 £C[ — N,N]; 
ey) -f 4 EC- N, N], 
Wiiz,—z]-»0Q Nco), F pElUzy— Us] (3 N>). 由 
(18),. 


U -- -iis ( M 
Nr NS zís 3, 


(Ux) (4) = dm. e z(s)ds, 


Api Z^(—co,o00 5 8 CE SCR COR, AEU RECORD rn 
一 个 等 式 ， 
[pj E up E EROTS £X. Wh 
(9) DELE AGERE STEL RO 
uos. ~ LEET . 
(UC) var fe z{s)da; (15) 
(Q2) arl eteGMs. 
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£411 (L6) rp 85 — 4 sto se L7 (— oo, 02) 的 Fourier 变换 ， 而 
MERU io EIE. Ha CLOD EV —U*' 可 知 ， 
(Ua) (t) = (Ua) (—1) 
因此 
(QU) () =al 0, (7*2) (1) =el). 
Jg — TERR U*— I s UI o, 作 因 式 分 解 , 得 到 
【好 一 下 GU -UHU HU; 
(UD (I —U 4 U* —U*) = 0; 
(U— il) (I—iU—U* -iU*) p: 
(Œ -tiD TT IU — U* -- 09) — 0. 


(17) 


PEU UH MU); P,-L-iU-U' iU’); 


pU 0—0); P,—1 Q--iU- P — ip). 
通过 直接 验证 可 以 证 明 , P.(6—-0,1,2, 0 REC BUE OE EAT, 
| 


P 


PEPPER, AIL. i (18) 
BiC17) n At, Px 的 投影 子 空 间 分 别 包 含 在 UX ETE ES OG-O, 
1,2,3,0 f FE NU HU RP, Ag BEER 1SIDS LH EUH g (QU) = 
{Lii 一 让 、 和 将 Pi 的 投影 子 空间 记 为 Ll， 由 (18) a An, Us ii 
是 UU 在 :上 的 谱 的 并 集 ， UEL foil tA PAS Agit Iz] 
JE (U) = (5, —1,4,—i). Ds) GG TA, UV 对 应 于 2? 的 特征 向 量 
空间 是 ， 这 样 所 述 两 件 事 均 已 证 朋 . . 
2” XUBHR dE Biüateral Shift). .在 这 里 我 们 再 介绍 另 
一 类 重要 的 次 算 子 一 一 观 侧 移 位 算 子 . 
定义 品 2 i Uaa Hilbert A0, ERER ut 中 的 一 党 
= 317 + 


备 宗 准 直 交 系 并 将 它 所 为 {fewj(z 一 山 x1, 32,-9. WUNXULE 
的 有 界线 性 算 子 , WOR 

Ue,—e54,(n—0, 3:1, 士 2 e 
称 可 为 双 侧 移 位 算 子 ， 


对 任 合 4 二 D! e, CN, H U MESETA 


Ur= D! EUe = 5 Eae aki 


H= 7 A-—o 


Bic Ix [t P» Psi]. 其 次 如 的 值 域 是 0， EU JE E 
子 . 口 的 逆 算 子 口 -! 满足 
Uies—es (n=0, +1, 42, e) 

关于 双 侧 移 位 算 子 的 谱 的 讨论 就 从 赂 了 . 

5.3 ” 西 算 子 的 谱 分 解 定理 

这 一 段 的 目的 蚌 要 建立 西 算 子 的 谱 分 甫 定 理 . 如 果 利 用 
Cayiey 变 换 及 自 共 鲍 算 子 的 谱 分 解 定理 可 以 比较 简洁 地 得 到 西 算 
子 的 谱 分 解 定理 。 世 因 本 书 中 只 对 特殊 情形 研究 了 Cayley nfi, 
为 了 获得 一 般 铺 形 下 西 算 子 的 谱 分 解 定理 ， 我 们 将 采用 另 一 种 
方法 . 

在 这 一 段 中 ， 我 们 也 始终 假定 u 起 复 Hilbert 空间 . 


SIBR 设 P(e')= 5 cue 是 一 三 角 关 项 式 ， 如果 对 任 一 


*2—MX 


实数 t, PC!) 20, 则 必 存 在 三 角 订 项 式 Qe! ik 
P(e") = 18(e ) r. (8) 


证 “考察 有 还 函数 P(z) = È caz"， 根 据 假定 , P{z) 在 单位 
国 周 1z| 一 1 上 取 实 数 信 ， 由 Schwarz 反 演 定理 , 当 zx 时 ， 
Pa) P(E). (20) 
318 + 


BATETZ ESY, 我 们 直接 证 明 (20) 于 下; 令 
P(z) d lzbx1; 


P(3) zl 1. 

则 RGOTE jz <1 Kl 21 AHR. 由 于 PCO RE I| — 
1 上 取 实 数值 , HEGO EAT A, EE EE RE EGRz = 091) SER, 
Bj ye ROYdERSERGOE:—05]).bA2E9T. HARIT EA Zu E — px 
PE W[ An, *] — Ul z 


R(z)-— 


RG) - PG). 
Bk C20) Jf Y. 

由 于 PGU)0, PORRER =l kN dA, 4n 
P (2) Te AR BEI LAU ors, ss … oss 其 重 数 分 别 设 为 mh， 


ma ume BIO 可知 , E Dou S EPOR MAN 


UO Ron, myom. ENPO REA YY cue 的 有 理 函 
"u—N 
数 ,因此 
P(z)-c i (z—a9pm( a. 
a-el[6-aom( Ia) 


St zs e*t, QI PCS) - e [[ etal H PCI20, 8670, 
hz 


A u L3 
QG) 9v ll -20", 
k=l 
352. QC qii m O9), IER, 
定理 5.4 jEUj5Uu 的 再 算 子 ， 则 存在 [0,3r] 上 的 谱系 
(E BE. E,—8 县 使 " 
u=f e! dE, 2D 
its LO U spi A39 5s POSi S) pH, 
319 5 


N 


证 对 任 一 三 角 多 项 式 P(e = 2] ne, 


nz-N 


p(U)- M cU*. 


WU pt pO RA TIEN: 
1 ^ 对 任意 的 复数 e BOW 
Cap Ap) QU) = ap QD) + B Q5 

2? (PPa GU) = p UD f 025 

3 "p(U)]* -3QU). Ey, 28 o Ce OX icc, ER CU) 
SE ENGE m 
. 各 H 2(6/0220, 0] p (0)::0. ces 
o PEERIT27,8" HIR LAS, RENEI ATI 23 pio 0 R h 
2[£8, FECR a Ce 0 f 

plet) = Iaceo P God qtetto o E 
EAE p(U) - [a 0) ]*0 (0). EF E E if cu, 

(2(0)2,2) = (qQU)2, q(U) 2) 20, (U) 2:8. 
E p(e0220, ^ n. Ce!) pP). Ep. Ge) >O, TUE p. (0 
m6. 4pa—c HR RQU)mÉSU. 00 0380 

现 在 将 上 述 喘 AHEJ SIDA 2z 为 周期 的 更 广 的 函数 类 上 .， 令 
C, 为 如 下 的 函数 类 : 其 中 每 个 函数 是 正三 角 多 项 式 不 增 序列 的 极 
限 ， 再 令 Ca 为 Ci 电 国 数 的 线性 组 含 的 全 体 . 

HX zxECi， 风 在 在 正 三 角 多 项 式 的 不 增 序 列 !{2f(e:9)} 使 “ 
limp. Ce!) «a (e). B BEL WE Fil, (s); 是 不 增 的 正 算 子 序 
Jil, YE HE FR 2.5, (P (0) TEE THREE SUE COCTAE IR, 
将 此 极限 记 为 x(U). RPEN ERA (2.40650) 的 选择 无 
X. UCULE, WE (qu Co) EB TE TAS ARRORA, 满足 
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timg let ele). 对手 全 给 的 利用 Borel fr EUN ES PUR 


SELEM, 存 看 是 够 大 的 驶 使 
po (0!) a C61) + sau Cor) p Ce) + 


AH- -BJ tELO,2a Jor, TRTA 


mONO HED quU) Ep 4L 


BERRA m co, HA n>), fa 


lim, (U) &limg,QU); limga CEU) limp,(D). 
因此 limp; (U) 一 lim; (QU), RIEA x QU) Fa i C r TE ERE, 


ME rE. Wl z(e'0 e hie AR IE TERD 合 ， 我 们 
令 2(0) Jy €. vic REA GS E E BS ET IRR ERR PEL OS, LALEM 
ce(U)ALME--EnuBy. udin T od C. 到 某 些 有 界线 任 算 
子 的 集合 的 一 个 映射 ,这 个 上 旺 叶 县 有 下 列 性 渍 ， 
1° 对 任意 的 复数 % .8 有 
Cart By) (0) - az(U) -- By(U); 
2° (xy) (U) =s); 
8* [«(U)]*—z(07), REED E Ce DICH E, WW] x CU) 自 
abim; 
4*.— 38 elett) 220, RE c (U) 2-0. 
1"—4" n IHZLES BEP AEREE TCO PERLU — 4" REEL TRI 
X 207) Bo A SE TERLER SIL. 
ARA sE[0,2x]， 定 义 区 同 ( 一 00, 00) 上 DA 2c A 
JU BERE D.C) dn P; 
sss Os AA ( 0) — 01 s 2a OS (CE) 1M Os Zr, 
du 7 
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à) pt PIE ia Ea T 
“ 0, indsat ED 


TA do R0. H3 pd Y- C... 现在 证 明 对 每 个 s&(0， 2x), llf à. ECan 
iE, TIF EK Bi 


(&—0, +1, +2,1). 


y o A iz (k=0, 3:1, 42,--) 
JE4 5t) - 6,(£) -04C2).. E OS CEMIETEE 1 HR DA Za 38 JE] XB 063 


连续 局 期 国 数 RC). EE C I JE E RS ERU Aeb F 


3,t?)， 由 参考 书目 [12]， Md 存在 三 角 包 项 式 a. Ce! E 


| (一 g.Ce" |, (tfE(— ,0)), 


per 


& p. Ce) qu) zio. 由 上 述 不 等 式 可 知 ,序列 {fps(e:0)} 处 
处 收 全 于 8,00». EC PER 
gs Ce) — poi Cel =ar Hla (1) — gasile") 


Sa r asd dao) Aalt) + hort) gr Cet) 


1 
2 ci 2n gui BE 725: 0 
可 知 , (2. (e) FREA, BIE 1p (e); E— P REI OE Fi) 


的 下 降 兰 角 多 项 式 序 列 , 故 91€C,. 同 理 0, €€,.. H 0,02) 0110) 
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一 0 人 t) 可 知 , ÖC. 

记 E,Q—-Ó,QQU). h PCLT 0,0 B. 0,CO) 299 ER Tt, c 
,满足 Ei E, E E, EAI, AIE E 是 投影 算 子 ， 根据 关 于 
C; 类 函数 对 应 的 算 子 的 性 质 1 一 4，{B,} 具 有 下 列 性 质 ， 

a Fo=8, B=— 1; 

b. F atn M EE, 

c. TEBLT- SRI SEXE XL, {E 有 连续 ; 

d. HEN s, E, JEU R U* f £ UTER 限 ， 国 些 凡 和 与 
UD 及 U* 可 换 的 算 子 均 与 可 换 ， 注 意 到 VU* 一 V7'， 而 凡 与 UV 可 
RATIU 可 换 eS JL SU vp 1 Bg SEE 45 5 E, 
DE: 3 

FEN a b d 都 是 显然 的 , 故 只 需 证 明 性 质 5， 为 此 , 回 到 半数 
661)(sE[0, 2x))， 前 面 已 经 指出 ， 存 在 下 降 的 三 角 多 项 式 序 列 
(p. CE) SERPUE SEC 0200), T 3E 

p, (U) 0, (U). (22) 
id EQ—óQQD. 不妨 假定 
p,Co!) ze a (O0, 于 是 2 (0) Esa. (23) 
Ñ O2, (23), TERT SRIR OCREGUR E, >E. 因此 在 算 子 强 收 
化 音义 下 , 吾 ,+1 >E. BER b 可 知 , lim E= Es, c 成 立 . 
由 性 质 a 一 d, {B。} ECO, 2xJ 上 的 一 个 谱系 且 满足 Es - 0. 
MEESE). Wie, 作 [0,2r] 的 分 划 : 
O= 8s ee s,—2m, 
使 max (sasa) «0, IERI 5 足 预 先 任意 给 定 的 正 数 .在 区 间 [s。， 
5 内 任 取 一 点 so, ERA se AERA i=l, 
4 一 1)， # SECO, 2x1, BD EAE bo tE scs srorijCbo 一 0， 
1,U,^—D,TÀ 
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osi en NS ei (CIR (5) 一 Ce， e» | 


上 =0 


1 e5 cr (à, ei (8) EXCI 
k=0 


«[e* eth [5c su, c, (24) 
Ws-o, WI An, PECHA SCCO, 2J. di 
U 代入 (24)， 得 


n-1 M n1 
t | io^ 
zl U- 21 EI i U— e | 
= | k=0 
zd. 


因此 


n- 
-2 e*t (Bo,,, ~E S8. 


k=0 

令 5>0, 可 得 (21)、 至 于 定理 5.4 的 第 二 个 结论 ， 由 性 质 d 立 即 
xp. Wet. 

注 OXPPGSEDCT. 我 们 也 可 以 像 自 且 轮 算 子 那样 ,讨论 它 的 算 
子 演 算 ， 对 于 任 一 定义 在 [0,2r] 上 的 有 界 Borel 可 WAR 0D, 
通过 等 式 

Qs ("cose p (Guew (25) 

WELXAE SUSCT-u QD), I ELCHE SUIS CT ER HP HARR. 
类 似 的 人 部 性 质 ， 此 外 还 容易 看 出 , C: 类 中 的 函数 都 是 有 界 Borel 
s io, 因此 这 类 函数 通过 (25) 对 应 干 一 个 算 子 、 可 以 还 明 , 它 与 
第 321 页 上 定义 的 算 子 一 至 

利用 西 算 了 的 算 子 浪 算 ， 可 以 研究 酝 算 了 的 谱 的 特征 、， 凡 此 
种 种 均 与 自 共 思 算 子 的 情形 完全 类 似 , CARI. 
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86 正常 算 子 及 英 谱 分 解 定 理 


6.1 BAERI DBEA 
Bu yA Hilbert Ai], £x TC O0, WIETE AILA T 
T,T. {Ë 


T —T.-pT.. (1) 
Tw 1 T; DESEE FO T i^ A LER. BUS Nik: REL 为 了 的 直角 坐标 分 解 . 
HX, 
T-rET* * T 


MP PODANIE ORIDE, PaT EEN info, DE 
SHEER. TUT -it di 


T+T*=273. Wk 


"ES 
RI 
Hr 
r 
M 
"M 
+ 
-- 
M 
E 
a 
^M 
* 
i 
MI 
"EI 


BRE T, =T} HE 一 性 成 并 
有 界线 性 算 子 ,除了 直角 坐标 分 解 外 ,还 有 极 坐 奈 分 和 解 ， 为 此 
265 LA B2 FETTES, 
定义 6.1 UCAD. RU OGBSA SUNT, Biten 的 
团子 空间 工 ; ERE cL, H IUz| — Ix], fix E EL, E 
Uz=0. 
ix TC (0. RUED, TEALIUS T-P EAR BB BAT U 
使 得 
T=UP. (2) 
COE ECTS T RS EUR B2 AT, 简称 为 极 分 解 . 
AUR Hp TU TASOSET, TEREE- BE ARDT). 
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ig P-—((T*T)'^, 则 对 任何 El 有 
[Pr = (Px, Pr) = (Pr, x) 
= (T*Tr, x) = (Tz, Tz} = [|Tr[, 


tie 
JPz) = [72]. (3) 
ERTU, 它 将 每 个 形 如 Pr Bros UE An Te 的 元 素 , 即 
U(Pz)-—Tzr. (4) 
WU 具有 下 列 性 质 : 


1° 了 的 定义 是 有 老 义 的 ; 

2^ U Æ P 的 值 域 到 了 的 信 域 上 的 线性 算 子 ; 

a^ U EEREN, 即 [V (Pz)1=4Pzxl. 

PER 2° 及 3° 可 由 也 的 定义 喜 接 导出 ， 纲 在 证 明 1". 

jdtPz-—Pz'WpP(r—2)0-—9, 由 等 式 (3) 可 知 Tx 二 Tz'"， 因 
E, PiN Tr 或 Tx’' 作为 可 在 点 Pr(=Pz') 处 的 值 ， 其 结果 一 
CN iU BARNA. 

将 P.T HERAIRD AY L M. BETUR 2^, 
3^, RTTA UESELE. HPR, AtEm IS U 
是 由 荆 芭 于 上 的 线性 算 子 , 并 且 是 等 距 的 ， 即 对 任何 EL 有 

[Usi — [1- (B) 

LEMIEIGERBI 17 WT CET E 
H, RERU EAEAN E, 使 得 对 任何 yELt, Uy —- 0, 
TGRURERAM 上 上 的 一 个 部 分 等 距 算 子 ， 我 们 将 等 式 (4) 重 新 写 为 


Tz—UPz (对 一 切 xcu), (6) 
JUR T-UPQGXSDEROTTISIRAMECO. 

0.2 正常 算 子 的 基本 性 质 

这 一 段 介绍 正常 算 子 及 其 基本 性 质 ， 
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EYE 2 BTE X T5 T'w £f, WETHER 
Rt. 

定理 6.1 TEAM) RRIETE QE 0693€ 20 ERR FERE RUP E 
质 之 一 成 立 : 

G) 在 了 的 直角 坐标 分 解 工 = 了 了 ,十 iTs p, T 57: Ti, 这 
里 和 7。 分别 是 了 的 实 部 与 虚 部 ; l 


Gi) 对 任何 Eu, 
iTo] = [zj 


证 (i) 设 了 是 正常 算 子 , 则 了 .了 * 可 搞 ， 由 等 式 
T, STAT T,— L Cm 
nin, T,, T, «p 18. 
ERI BT. TRIER, B7 «T, 十 UP, D*—mT,— £T] Al, TOp* 
5p. | 
Gi) RT EEATT. ER Eu, 那么 
iTr]? = (T2, Tx) = (I'*7Tz, x) 
zT * xam) (T*r,eT*r)— [T*z]?*. 
Wlfel -|T*z]. 
反之 , 设 对 一 切 x&1l, 有 [1Tx1==1T7*z1, 于 是 
(T* Tz, 2) = (Pr, Pr) = Trl := | T*z]* 
= (T*z, T*x) —(TT*z,z). (7) 
HOD), (CP*T —TT*)z,2) -0.. HRES TT —TT* —8, 
Ac T ARGEWEET. WEH, 
关于 正常 算 子 的 极 分 解 , 则 有 下 面 的 定理 ， 
定理 6.2. TC (D. 为 正常 算 子 的 充分 必要 末 件 是 在 了 的 
BRE T—UP p, U 与 P S Burm 了 为 丁 算 子 . 
证 设 了 为 正常 算 子 ,由 定理 1(00A8g4X, x ffs z€ 
ud 


iTr] = [T*z| = Pz]. 
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AE r P*a P AAR R. Tw- EVI IAE B RM 
我 们 用 LM oS PST m (2, 2 Te (hj idea Du 
Mp, REDERI P pmo] EL Pik T, "qax 
L RARE T* uui. 5021x635 17 i, L "m Piston OR 
H1 & 28 M) HEZK, AEL- M. SEG PSU LLIA T. 
NLIS SEATTRT ARAS R AEAU XEdn UU b, EUG M LABA D 
FATER EU 23 L^ Ens Br RT. 
还 项 证 博世 5;P WII EN P dE TT Att EARR TE 
T"T HSTTA RE IU T"T 5j T, T+ "fim,[pigP-tTST* 
nih. He an, AHERE A PrE nmn. 
PU CPx) = P(UPx) = PT 
—TPzr-UP(Ps), 
进而 对 一 专 gm LOGS LAEPBEMG OR d 
PUy UP (8) 
现在 设 EL, Wb Py=0, ir Ury 0. 95—J3jH, UyCL. 
(RU TELA dibso SUE ALLU p), Bk PUs — 0. WEG SI—UI EL 
E E, 于 是 对 一 团 pcn R. i U 1s P WR 
EZ ERa T=UP p, U AHR, U5 PHR TTE 
TT*--UPPU* ^ UU£ 
— pum, 
HTH Ta, TAERE ki, 
Bi ikel BENEL, b] 上 的 复 信 本 性 有 界 可 i s EE. 
在 复 Lee bZ LEAT OT 如 下 ; 
(Te) (4) = e(t (0 GEL Ta, b). 


(T2) (D 7 ECOL (QV L'Ce,b b. 


CPT*23 FE e CO B CO; 
QU Ta) (D — e (D e CDs). 
Ak TT" = TT, T EER HG Gu üfrokid T Bock poi AD. HH 


Gy) T y. DIO 


- 90) 9,0) = Rep 0, (9) 
这 里 ReA 表示 复数 4 的 实 部 ， 同 于 
(T, (D= me CO T2 (D, a) 


这 里 Im4 RREA EA, METAM DORRES MHP) 
HARDER O ACD BET. 

6.3 下 常 算 子 的 谱 分 解 定 理 

利用 正常 算 子 的 直角 华 奈 分 解 或 极 分 盘 可 以 获得 正常 算 科 的 
EA GRAIBL di Beh, REEE HAE Atera MR SE 

ET ZLESXrCT-T C iTa HoP T T: 2 BiR e 
HAT, TaT ARDIE EP) PPh BER 4.2, AHE 
HAR n, EDEEPDup M, 


E A A TERZ —: 
DARASA Ho HE C11) 
[4s ASIA HoH (12) 
DAQA«LA HatmpLuil a3) 
[Ay AS Au uuu] (14 


LRR, wH bii Es. 4 
(ROI EO o) (EDES o) A A W11) h AEE; 
CEQ -- EP) (EP — ER) 4f A (2) RAEE; 
Us &— E91 o Ga — ET) GE NIA) v AIRE 
(GP a ESD GET a ESTO A A ZG (HOD REE, 
» j29 a. 


ELA) = 


出 于 对 任何 4 及 i, ED E EPuTER, SOS E RE ^, BCA) 是 投影 
算 子 ， 基 次 ,这 个 以 矩形 为 谈 元 的 接 影 算 子 值 函 数 上 共有 下 列 性 质 : 
1” 可 加 性 ”对 任意 两 个 不 相交 的 矩形 A、As, X AUA D 
为 矩形 , Vi] 
ECA) HEA) — ECA U Aa); 
2^ wiXerk 我们 约定 E(QD —0, WM EE 3E APARTE A, 
A 有 
E(N)E(AD = ECA, NA). 
Ja 60 (12) ARTE. Au, 来 划分 复 平面 ,这 电 
Aum [AKASA CHE 
考察 积分 和 


K=) ratit) EA) 
A, k 


= A000, EM i Dur E2, EO), 
k k 


显然 上 述 每 个 和 中 均 只 含有 限 个 不 为 零 的 项 . 
4 ð= max ((4,,,— 4), Giai uid) RTF EL d ICT BE 
分 解 害 理 的 讨论 , 当 0-0 kt, K UST Ti+ TT. A TERRE Aa t 
ga E 作 积 分 和 
K= D auat ig) EC Aae 
企 取 En, 通过 直接 验算 可 以 证 明 
|CK'— K)z]!«:20* |a], 
因此 
[X'—K[s 26. 
FEA ó—0, K' 收敛 于 Titi T. K' 的 极限 记 为 
| 人 araozaano. 
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于 是 


T= |? 人 aio Gà». (15) 
类 个 地 ,可 以 证 其 
™=[ [Ai zn). (16) 
BT 
Vas THID =T 
(17) 
IPOT HID = IF}, 
Bic C15), (16) 区 可 改写 为 
r={ Ati) Bad); (18) 
T*- P ul ua Ain) E (dåd). (19) 
综 上 所 还 ,我 们 有 


定理 4%3 对 任何 正常 算 子 7?， 存 在 一 投影 算 子 系 (OO 

其 中 ECO 是 以 矩形 为 变 元 的 可 加 及 可 亲 的 投影 算 子 值 函 数 使 得 
(15), (16) (或 者 (18) (19) 成立 

在 $5 及 $6 中 ,我 们 研究 了 西 算 子 ， 正 常 算 子 以 及 它们 的 谱 
分 解 定理 ,希望 读者 注意 : 

1” 从 西 算 子 的 定义 及 性质 可 知 , 西 算 子 是 Hilbert 空 间 . 上 一 
Jt APEU'—UCBECÉS AREST E U M UU pi 
算 子 友 避 的 道 算 子 的 关系 而 得 到 ， Buh L(—co, co) 于 的 
Fourier 变换 及 可 分 Hilbert 空间 上 的 双 侧 移 位 算 子 是 两 类 重要 
的 西 算 子 ; 

2” NU AHilbert tis, 2f Tt Cayleydte Bear T v8 
BOT GBISUR TH X. HUPACB RB EB 36980 T, 因此 
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所 建立 的 关系 还 是 一 种 特 天 情形 ; 

3” 关于 王 算 子 的 洲 分 解 定理 ， 我 人 站 是 通过 建立 由 三 角 多 项 
式 到 西 算 子 的 多 项 式 的 映射 而 逐步 奖 得 的 ， 这 与 建立 自 共 杨 算 子 
的 谱 分 解 定 理 所 使 用 的 方法 很 不 和 间 . 

我 们 在 8 5 中 还 指出 ,通过 Cayley 2e HeefU) di BLUES TE CES 
谱 分 解 定理 厂 得 丁 算 了 1) EH HERE TR. 此 外 ， 月 Cayley 谈 换 前 
AEM PTCA h iE THROAT ETEA UR BD JR OS a TAE E 
ZE JLL hih, RIRE HG, 

4^ RLR ATEX, EE TT*=7*T STR T. [A 
此 它 DERT ARAN fgdudkgiü5. XTERRA Pdf 
E RUTEOÉ EUER A S Iam EE BESTEIK 
APETA. BCGTGEJEIB.YEGE E SEG ED e CS, 

它 的 实 部 与 厂 部 可 歼 龙 正常 算 子 谱 分 侯 定 理 得 以 建立 的 关键 ， 对 
于 一 般 的 有 界线 性 箱子 ,虽然 也有 汝 人 角 坐标 分 解 ,但 亏 无 臣 通 过 其 
Sep ^s ue Sp Eg BE EE PRIMO EC HUE ZH AA, 


第 九 章 22 M 


$1. $2. 

3. EJ RE Hilbert 空 间 好 的 于 空间 如 上 的 有 界线 性 证 国 , 则 了 在 4 工 存 
在 瞧 一 的 延 拓 F, RIFI = DE fs. 

2. WGRTFAHEHT UEBSTUEBS JU TET. 

(a) Tii, EQ Eo) = s 5.5.) 

W 于 [人 eB 

(c) T($,5,-)— (0,0, 0, 5, m5, a HD IGI R 

3， 试 求 下列 作 用 于 I^(C—605, 20 Ey 5 P 09 16 SE: 

(a) (Tz)()—z(d- D O 时 给 定 交 实数 

(b) TMa Ca CO) ETT RRS & RH o S 20; 


(e) (T) (0) cz) TF z(— 1. 
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如 不 作 特别 声明 , PEEL He p, o Re SE To Ce Hilbert oz fS u E. 

4. WT JEEBSENXCTPOIOGEGdIDGBNDTE. WER TO 也 是 自 共 锯 的 . 

5. WEM: 有 界线 性 算 子 人 是 正 算 子 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 界线 性 算 
XS T—S*S. 

6. WT, T, Ep E EEREECT E TURT, TUCRT, 同时 成 立 ; NETT. 

7. WEBGESEEET T, T. MESIS A T r R W TiTi 
AER Ej B8 do n RE. 

8. IL TSQT,QÉGENRILTEdE GLO dEoITGIT, M Tn A AIE 
fre HETSATSGECRINITED. 


9. YET,.T, ARA TRA cT cT, M OCT P cs. 

10. RETTER Pe 3e p CT T, -5 T, 的 例 ， 

1i YE T, T, DAJAT, AIEEE EE EAE ECTS p TELS, TS. 

12. WA HIE ER ECT ToT B pu, i OSCT ELT, (BTISTIOP [IER 

1i. ARRAT TETAN, M EA RER T S E TS =F, Nj T 
AATA, ( 注 ; 利用 17 题 ) . 

14 dT X4 HERBERT, HIT iE 

发: 于 一 了 一 人 +] 

15, BARRARE U 上 的 有 界线 性 算 子 , An ROSE EI zc (Az, a) 
=0, 则 4—0. 对 于 实 空 间 , dc S GR Sr d AE. RE Hilbert HH ELA REB 
Jt du 89, IT IE LAE SEE E, 只 要 (Am, 2) — 0 (C10, wA A— 8. 

16. ṢA, B Ak Hilbert ZAU EMRET, 适合 

(dr, y) = (2, By), 
Hp s yen, WI A Je DE 5. 

17. XET AGE GOTE Hilbert ZE[JU E fd EHERTENCE, GIA T€ 
[3, 92 为 T AR, E =N, 

18. RNE Hilbert =r Jj V E Epp REIS EE SET, GEXE— BJ en, 
Re(Tz,z) —0, 风 T— —T*. 

19. iie.) m Hilbert HU 中 的 标准 直 交 系 ， (A) 0 (00), Hdg 
个 4 是 实数 ， 令 


Tri x An CFs en) Eps 


LIS 
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QRUTEAXBiUME. 
20. TA DPn] ERALAR n ELE sb] 中 的 完备 标准 
LEE ILS 使 


iTedl: < +0, 


n=l 
EAE E acib ageh OK [DUREE KO ud: 
K(5,1) — K(t8) 
县 对 一 切 EL a, b], 


Tatt) -[x a, zGde, 


21. VET 3f zy Hilbert 空间 U LARARE, (e) AUP AM 
RREZE, EIEH m,a, 有 (Te, em) = Peme, MT A tE, 

22, RUE Hilbert &xmp,T, Sca, ETERA, SUSTUD,MW] 
S 也 是 紧 算 子 ， 

$3. 84 

如 不 作 特 别 岂 明 ， 在 以 下 的 练习 中 ， 均 假定 算 子 作用 在 Hilbert 空间 
uE. 

23. WP EREHT mÆ Pa ijel, 则 Pr=r, 3X S En. 

24. 设 忆 是 投影 算 子 , 工 是 的 投影 下 空间, 了 T 了 是 有 界线 性 算 子 . LE 
T 的 不 变 对 空间 ( 即 对 任何 EL, 有 Txt 加 的 完 分 必要 条 件 是 TP=PTP. 

25. Ub 的 闭 子 空间 工 约 化 多 ， 是 指 瑟 及 二" 都 是 了 的 不 变 子 空 间 ， 设 
PEREAT, 以 卫 为 投影 于 空间 ,出 工 约 化 全 的 充分 必 EAE PT-TP, 

26， 设 {er} G= h23 OEN 中 的 标准 直 交 系 , 二 是 {es} KRATA 
[3, uE 83 ZEE REP POE RRCRUR, 


Pi 7595 (r,a0,)8, GEW. 
rmm 


27. WE PP ATERRAT, M PP HPPP ERRER T, 

ROPEPQPIEP. ME- RESTORE I., IP MAE QI-P. 

28. {Pa atA T- JAELE TET, 证明 存 在 投影 算 子 r e aE 

A R PPa BAER RER AT Q 5 QSP. (对 一 切 gE 办 时 , 有 Que P. d 
P-supP,. 


«tá 
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29. Wu 是 可 分 Hilbert 空间 , (P, :a€4) JE— HIE RESET. uENI ASH A 
的 有 限 或 可 列子 集 4, 使 
supP, 7 sup Po. 
30. GE P Lo, b pik REA Ando Da 5]. 上 的 酝 柯 有 和 界 可 测 函 
LEES GE E 
Gps) (0) 9) G2) G) GEL [a,5]). 
证 明 放 在 f@ P] fg RT TAE E, GE 
(P2) (y= X. G)2 0) EL [a 6) , 
这 里 x, A E foiiis te. 
81. iT XE Hilbert Zeatt- E fug Je T. Supfedc i Jedes rS d 
Sat, 
32. QW 为 可 分 Hilbert %H, T dU EAS E REAT. KEH xcu 
B (2, , Tr, Trp e T ORRAT EEU cpme. wu (E E TE 
$64 a) — (itot), RUPEL (0) Q2 (0) 表示 关于 上 5-5 测度 o 平 方 
可 积 函 数 的 会 体 } 到 11 .上 的 等 距 同 构 上 映射 A tE JEL), 
QUTD f) uf. 
ss. WT—[^ ”MB 对 set jz 了 全 a. — (Pao), P=], M 
Pial, KIHE M 00, GAE Aa (r), tE 
av Pial —esiA Kast v Pia te, 
34. WT ÆA Hilbert ZRU LAA RRT, (E) AT AR AT 
f fà Lo LET CE — E) H-E S1 O2. 
35, U EE Hilbert fA, Ca, AE SC SPI BI supl a, | «i oo. 4 
Tz-—yin.— 4.5, 
其 中 = 全 ,吉明 oT) SET (UH 
Bit, 每 个 a, CT UP GER ULT! HER E. 由 下 式 给 出 : 
Grp) M Ene 


FIL 
36. WT X Hilbert 2:IJU.E n5 B 3c] CT, MIT | eoo 7? 的 正 平方 
A, e 
l (mv 2lqm- 
T,-- (TI *T,.T.——(T| —7. 
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pp BTO 也 | 是 使 不 等 式 了 了 eSST aS Rar T OSEE T8 drin 
E. 

87. RAELE; 中 是 使 TuS aB STRUER Sopi 
小 者 . . 

$5. $86. 

AURIE AEN EA FHS AD, 仍 设 位 是 复 Hilbert E. 

38. TAART WN U= e EART E 

ULIS GT)H es, 


39， 设 多 是 天 中 的 算 子 : T(xyzce)be(aum. aguda 0-1, 
2,3, -) ES, GREAT CCS DE Pr ER fk. 

40. ikU M SET, I—U ILE. WEBS HIER IT Fen RC EST 
si] 4r Y Le EL ARE egg EE eS IPL LI 2j " T= Biens. 


RET ORB WOD.An ROM EEG E0, A Pael LERTST Wan 

ROB EAUXANS T*T-—I. 

42， 试 讨论 习题 第 3 EDRLIETCT EB Ta 

43. AED T LAB EG RT RED LER DOE. TT P, XMP EAR 
个 投影 算 子 ， 

44, E TEERA T, MI — DUE ISO e AT ein. 

45. WE T,S EjXIEN EET HL TS-0,]] ST m; DX. 

40. H PEF ATEEK HT IA HHH 

47. TEARRE T. WEERGA an fen T eT: 是 正常 
HT. 

48. ENT EG BUT DERE A IERI TIERE EU E Tt -UT. 
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第 十 章 广义 函数 论 大 意 


函数 是 瑞典 分 析 中 的 基本 揪 念 之 一 。 按 照 定义 ， 所 谓 阔 数 就 
是 对 空间 或 其 某 个 子 集 内 的 每 个 点 赋予 一 个 数值 的 对 应 .， X4 
止 ， 它 仍 是 十 费 分 析 的 主题 ， 但 是 随 着 科学 学 持 术 的 发 展 以 及 数学 
自身 前 需要 , 古 此 的 函数 概念 已 不 能 反映 很 多 复杂 的 客观 事物 .人 
们 开始 提出 和 研究 集合 的 函 熬 以 及 函数 的 函数 ， 等 每 、 例 如 在 物 
理学 中 广泛 应 用 着 芍 6- 销 数 ”, 它 是 这 样 一 个 函数 ， PDA 
”处 为 等 ,而 在 原点 则 等 于 无 穷 大 ， 但 整个 荔 数 的 积分 值 却 为 工 
从 古典 数 学 的 观点 而 论 是 不 可 理解 的 . | neos IERA 
ARAE LECHE BUT TRR 数学 基础 以 及 灵活 的 数学 PIA. 


$ 1 基本 函数 空间 多 BR") 及 广义 函数 


在 这 :~ 节 中 , 我们 将 引进 基本 请 数 空间 PROHRA XR 
数 的 一 些 亲本 人 性质 . 

1.1 SARRAR 

在 引进 基本 函数 空间 ZRD Ze, € 工作 . 

IEn 维 Euelid zig ji^ 中 的 点 g= (23s ey ga), dus] 
Mà. Pa A n NEE, 多 重 
iir ERISA n- 数组 

P—ÓPDInUOS, | 

记 jp| 二 及 十 2 十 … 十 Po。 对 于 每 个 多 重 指标 2 引进 偏激 分 算 子 : 


Do 5 Ls. 
aaxpbpeedgzri* 


— GEI epa), 
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设 mp 为 定义 在 R LHA RRA (2:9 ()250) HAEA 
v HER, A suppg. 

设 p 为 定义 在 民 " LERZ, ik DePp{ 如 果 存 在 ) A e 的 p 阶 
偏 导数 .如 果 p= 0, 则 表示 不 对 zj 求 偏 导 数 ， 如 果 所 有 的 7/ 二 0 
(j—1,2,--,2) ,表示 不 求 任何 偏 导数 ， 

R" ERATA SAARA kia i CRY. CHR” h 
上 其 有 紧 支 集 的 函数 的 全 体 记 为 双 ( 有 RD)。 FRAN, CR), 
DR) 按照 通常 函数 的 线性 运算 都 是 复线 性 空间 ， 我 们 在 
CARY, £(R*) 5 8I3 [tc Scotos T T: 

XN 1.1 {pa CCR") (m=1,2, 3,9, e€C" (R5. 
如 果 下 列 条 件 满足 ， 对 RR" 中 的 任 一 紧 子 集 玉 以 及 任 一 多 重 指标 
Ps (D Pa EK LBRT Dp, Wii (os) ECT (RO) dbi 
p, RH Pa} OP. 

EX 1.2 itio.) CACR”) (m=1,2,3, 9, 9€ O(R^). dn 
ROFPFUA PES IB: 

O 存在 R^ 的 紧 子 集 K, BEBO UI m—1, 2,8, 有 

Suppe, C K; 

Gi) XHE— £838 $5», (Dpat R^ E —SU PCT. Dp, 则 
称 {pa} TEE (Rr) ECT o, M s) o. 
nis (R^) Hz Ra BUE gH Mo TE Re OO: 26 — A de d ica f] 

(R^) flic 9t BE REEL 2 gh: 

(i 存在 R 的 紧 子 集 K, ERE 四 = 1 2,3,…, 有 

suppe,c K,suppec K; 

(i) 对 任 一 多 重 指 标 p, (Dos 在 下 上 一 致 收 仇 于 Dg. 

报 据 CORO £O) bU AS DRE X, 容易 证 明 ; 

1? (p. I.) CER p, PECAR. igi 
* 338 * 


(Qu) Op, (P) Dp, 
山 对 任何 复数 o. B S. 
CE Ps) S oap-F By. 
2^ (ig... CARY, p, 9€9e(R». tix 


{pm} p, ($a) Sy, 
则 对 任何 复数 o, B, 有 
| (apat Bs) apt By. 
因此 , CRY, ZRO rini exi WE Tn ET o c c 
分 别 是 连续 的 . 
3* 对 任 一 多 重 指标 », D 是 由 C~(R") 到 其 自身 的 线 考 映 
射 ， 也 是 由 多 (R") 到 其 自身 的 线性 映射， 而 且 关 于 CR), 
DRM hR 4: 2 DEER. 
性 质 1*.2*,3? 可 以 从 定义 1.1 及 定义 1.2 直接 导出 . 
下 面 的 例子 说 明 , DR) 中 含有 非 零 元 素 ， 由 于 作为 集合 来 
说 ,显然 有 £(ROCCT(R), k C~(R") 中 也 合 有 非 零 元 素 ， 
AI HRK 
«o-[7 saben e 
0, 3 a p. 
Ri] n ta Joe S JE OTHER E, E suppe MIER (2:12 
x1, HBHib,ne2 (R*, 
事实 上 , 还 有 更 -一般 的 结果 . 
B2 设 品 CR: 为 一 开 子 集 ， 对 于 e>0, 令 
£2, — (z:dist(z, (0 « e). 
则 存在 C*(R^) üoER SR go, 使 得 


wG-i" — Ie 


0, KEA. 2) 
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Ue TE -g lele 
n, (z) = 1 (3) 
0, ma 
其 中 
o =t. (4) 
fo- giros gx 


ROTA n, 8 QR). H suppr, = (2:121 Èl, 由 (人 可知 


NOI dz— 1. 
设 X, 是 马 , 的 特征 函数 ， 这 里 只。 的 定义 与 马 , 的 定义 完全 
一 要 令 ' 
e, G) = f, 407, G9. 


HTF n, XC RIVER GR AE, 于 是 v. 也 是 无 限 次 可 徽 国 数 ， 当 ae 
Q k, AFR 
NE? Gn. (5— 9) ay=| X, Gn. (z —:0 dy 


{ru -rer} 


«| n -—y)dy—l 
[rae -ri 1) 


[Án 9, (7) — 1. [8] BRRT JE, 347 € O 5,0, (2) —0. 因此 p, € C7 (R9) 
HE OD. 此 外 还 可 以 看 出 ,对 一 切 «CR? Os, (2) 1. 

1.2 广义 函数 的 基本 概念 

在 这 一 段 中 ， 我 们 引进 广义 函数 的 基本 概念 攻 讨 论 它 的 基本 
人 性质. 

定义 1.3 — WAGE SUEEOU) LEREZ, HULPCEQ(Q). 
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如 果 对 于 ZRI TEES. 28 ad m eps 有 {f(gm)} 
>f, MS EA p INER, WEJ EAR puit 


xEfk, Wp 了 在 AR Lg, £(R") LAER EZE f PR 
HO US Ep RARE ORBA (0, FEG, p) — f(92. 
HD ZUR"). 上 的 线性 兴国 连续 的 充 分 必要 条 件 是 它 在 原点 
XE. 因此 为 了 验证 ORT) 上 的 线性 泛 哨 是 否 为 广义 函数 内 斋 验 
证 它 在 原点 是 吾 连 续 ， 
例 3 设 是 定义 在 R LATAR, 如 果 对 于 RR" hht 
人 知 有 界 可 测 集 如 了 在 加 上 证 可 和 根 的 ， 姑 称 了 为 局 章 训 积 的 ， 通 过 


局 部 可 积 前 数 j, 我们 可 以 在 2 (R7). 上 定义 如 下 的 泛 国 
d*, p= mde PEDR). (5) 
由 于 每 个 EZR Rd EA, 因此 上 述 积分 必 为 有 限 数 ,于 是 
产 在 妇 ( 民 ") 中 的 每 一 点 处 有 定义 ， 容 易 验 证 ，f* 是 线性 的 ， 再 
Bi Lebesgue 技 制 收 敏 定理 可 知 ， 六 在 (RT) Le, Kef 
E ii aT P 是 通过 积分 人 L f 定义 的 ， dines f" 


PARE TIO ER. 


CELL pe Ai ig 对 一 的 . 
WE Gh FERAI I—9 [^ 显然 芋 线性 的 ， 为 了 证 明定 理 只 需 证 
明 当 


[raf ps) a=0 


对 一 切 eCO OU) 成 立时 ， 有 了 (x) =0 几乎 处 处 成 立 ， 这 又 只 需 
证 明 对 在 章 一 个 球 Sa T) ECR", AR fE) —0 FER 8(zo 7) E 
几乎 处 处 成 立 . 念 
signf(z), 当 zESfzoyr); 

gG)— lo 0, Mp rt S(r,r). 
2341» 


显然 有 9EL(R")， 由 习题 第 1 题 ， 存 在 (Rob ii OCA a) 
使 {pa (2)} 于 县" 上 几乎 处 处 收盘 于 g(, 且 

1* 每 个 oo (四 于 San Erja; 

2 (g.00) 一 致 有 界 . 


于 是 i 
MALIS u-[ o 1 0096042 
=lim "I IQ Pa (2) de —0. 
A f(x) —0 F Sz, r) EJDP SERERE, Bind o ER" 上 几乎 
EAF. ure. 


定理 1.1 表明 , 3e IST EUER SERT ERES d f AEEA f" 
视 为 同一 ， 有 时 甚至 使 用 同一 符号 了 

我 们 再 考察 一 个 国 数 型 广 允 国 数 的 例 ， 

BA EDEXIER 上 的 函数 

10 当 ze( 一 00,0); 
b) = 当 zxEro, oo)， 

fk h A Heaviside 函数 ， 最 然 4 是 局 部 可 积 的 ， 手 是 它 定 史 了 
鲍 ( 及 ) 上 的 一 个 菌 数 型 广义 函数 A": 


Gt, 内 = 全 rapada | plada. 


ter em me a a rr re 


值得 注意 的 是 并 不 是 任何 一 个 函数 都 能 定义 一 个 广义 尔 谣 ， 
男 一 方面 , 义 确实 存在 非 镶 数 型 广义 函数 , 
例 5 设 o 有 "为 一 给 定 的 点 , 定义 空间 外 (及 ?7 El AA 
如 下 : 
a 9) -9(a). 
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显然 be 是 儿 ( 民 ") 上 的 连续 线性 攻 函 ,因而 是 广义 函数 . 

现在 证 明 5, PERR 型 的 .用 反 证 法 ， 设 5 是 函数 型 的 ， 
则 存在 一 定义 于 R^ 上 的 局 部 可 积 函 数 了 使 得 对 一 切 ec (R^) 
有 . 


[Rf ps) IIR (6) 
AFERAN 
pmi fT, 当 jz 一 中 < 
0, a jr—a] >r 
代 人 (6), 得 到 (注意 v. EAR") 
ef ©) Par CDI m par a) — an (7) 


3m, h Lekesgue Hpk Set v8, A 
Jin [, FG) Per (2) dz =0 (8) 


(T) TAF, eO. TERARI, 

称 à, pE A a pa Dirac-J^ xa, Ma 9- EST. E 
a—8, Mió jg Hð. 

通常 ,我们 用 D RRR LER BE A, D (及) 按照 通 常 
连续 线性 泛 函 的 线性 运算 是 一 个 复线 性 空间 ， 在 这 个 线性 空间 中 
TURELE, 

定义 1.4 EO. CDR, FEDR. fuJ xt — oc 
ZR, # 

lim (fms p= di 


D hd ULNIS o ERR 


Br BIER £k E SKARE A87 17 3C ER Be 3 90. 
"EUR t, 纪 '(R") 上 的 收 襄 概念 实际 上 是 赋 范 线性 空间 A 
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Wd EAR KAEA I RET, 

DRO rp ttr SS A RR ASR: 

VEU. {gw} CE' (UO, f. 9€ 8 R). d (2 — f, (08) 
名 gy, 则 对 任意 的 复数 用, 有 

(afa t Pon mat fig. 

Ej £' OR) hi Has BOT Ens ce cs ox s. 

L3 广义 函数 的 导数 及 其 性 所 

现在 来 群 究 广 义 吸 数 的 导数 ， 我 们 将 证 明 任 何 - .个 广义 函数 
均 凡 有 任意 阶 的 导致， 这 显然 毒 一 个 有 意义 的 性 质 ， 这 一 性 质 使 
得 广义 国 数 在 微分 方程 理论 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 

WEBER, RIZR- ERROM, MURER 
导 的 想法 来 源 于 十 典 分 析 中 的 分 部 积分 ”为 此 我 们 先 何 诺 一 下 分 
部 积分 的 基本 思想 ， 设 了 和 昌都 是 定义 在 耻 LIRE BEER AC 
9 共有 紧 支 集 ， 由 分 部 积分 公式 关注 关 烈 积 有 的 项 为 零 ,有 

OO OO 

这 个 等 式 志明 :利用 分 部 积分 可 以 将 对 一 个 函数 的 求 导 运 算 转化 
为 对 另 一 个 范 数 的 求 导 . 这 一 简单 而 又 重要 的 事实 启发 我 们 按 以 
下 的 方式 引进 广 吕 了 国 数 所 导数 ， 

PERHE n 2 fü PEERS 22,3 E— £ EHE EA b pEi 
偏 导数 运算 D 是 一 个 由 ARAR A SHENAE 

ELLS WEJ LAM, BL JE ARY EH 
AEREE E B OOSTRA, CEER, EELT 
PRY LAAIE EEE AI SRR 记 为 一 多 TER 


E | p) = 一 (^ A } 
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RA 


称 9 是 广义 函数 /对 的 广义 仿 时 数 , 记 为 2 地 
根据 定义 ,有 
(a^ e)- -(f. At ) (9) 
由 于 5 7 也 是 一 个 广义 函数 ,对 它 E d, ERT Aok Pa CRT. 


无 限制 地 进行 下 去， 于 是 得 到 下 面 的 重要 定理 . 

定理 1.2 在 一 广义 函数 的 所 有 阶 仿 导数 都 存在 而 且 都 是 广 
义 函 数 . 

设 了 是 一 个 广义 函数 ， 用 D?f 记 的 ? 阶 篇 导数 ， 重 复 利 用 
(9), 便 得 到 广义 函数 z 阶 篇 导数 的 一 般 公式 ， 

(D*f, 9) — (—1)" (f, D?p), (10) 

这 里 9 是 SOTypüStE— 3x. WR fR— c6 CERE OI 2n 
ZR) E f HER MELE ER , 则 j 的 一 阶 ,二 阶 导数 等 等 分 别 用 了 了" 
等 等 来 表示 。 

设 了 是 定义 在 R* 上 的 函数 ，? 是 给 定 的 多 重 指标 , 称 了 在 民 * 
上 有 直到 ? 阶 连 续 偏 导数 是 指 对 任意 的 多 重 指标 起 = (hi kate, Ea) 
HOKE CSIL, Df 连续. 

BIG 设 f 是 定义 在 R* 上 且 具 有 直 到 ?# 阶 连 续 偏 导数 的 函 
数 ， 由 分 部 积分 公式 ,有 


[eP apad C71" f fD AD 


另 一 方面 ,了 在 肌 " LERERRTRA, WUROE X T—^4- HEUS 
POBRE 六 由 定理 L2, ff 为 广义 函数 有 任意 阶 含 导数 旦 其 z 阶 
偏 导数 请 是 公式 510). 对 比 (10) 及 (11) 并 由 定理 1. 1 可 知 , 了 作为 广 
义 芽 多 的 ? 阶 偏 导数 与 作为 函数 在 古典 意义 下 的 z 阶 偏 导数 一 臻 ， 
恩 此 广义 函数 的 偏 导 数 是 古典 音 凡 下 偏 导 数 的 自然 推广 . 
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$07 Afef 4 rh ph Heaviside B S & Pr. S6 fo ES US 
J- X ESO CDSJB R dB ZO) A. Hao), 
W, p=- h, p) =—| e! Gd 


=p(0) = (8, e). 
dk À'—0. BRRRERS AE A cO GUAE 全 国 数 . 

设 yE0”(R*) 是 给 定 的 ， 则 对 任 一 pcan, 3 ype 
DR”, ih Rep B c gc SD, B: pt vediiie (Ro) 
到 其 自身 的 连续 映射 ， 利 用 这 一 事实 可 以 定义 节 与 任 一 广义 函数 
TORA, 

定义 1.6 WU EC*(R"),fE2(R*) 都 是 给 定 的 ， 则 由 等 式 

(9, p) — Gf, o 
$ EDR) 上 的 一 个 梯子 . 

定义 1. 6 表明 ,对 于 任 一 函数 5EC”(R") 以 及 任 一 /EB'(R"), 
我 们 可 以 定 交 它们 的 乘积 , 但 对 于 任意 两 个 广义 函数 ,要 定义 它们 
的 乘积 就 未 必 可 能 、 例 如 我 们 就 难以 定义 两 个 3 ERG SEPA 

现在 讨论 广 六 函数 导数 的 性 质 ， 以 下 两 个 性 质 可 以 从 广 闵 函 
数 导 数 的 定义 导出 . 

LO 设 志 9EG R"), a, B 为 任意 两 个 复数 , 则 


ə 也 Ə 
ga StPO) uu) +8 2:5 
2* WE veC"(R5, fe Z cR»), Wi 
2 |. 9 3 
2;; 9D 一 Er XBEP A 


“作为 例子 , RINEN 27. 
任 取 ee (OR, Wi 
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(3E eb. e)- - (0^. e) 
--(r. zx : p )=— (f. - (p )*(f. Pa +) 
(foe) | (f I) 


=( sr eu) 


因此 2” 成 立 ， 
定理 1. 3 WU CA'(R (11 — 1, 2, 3, w) JED (R». à 


3Rifa) BANTE- RSEN D?, 有 
{Dfa} Df. 
证 任 取 pEZR”), K 
lim CDP fns p) = (—) lin fs, D*q) 


—(—1)" (f, Dg) = (Df, p). 


证 毕 . 

定理 1.3 表明 , 广义 函数 的 求 导 运 算 关于 2 RY 中 的 收敛 概 
念 是 连续 的 , 也 就 是 说 ,在 广义 函数 中 ， 求 导 运算 与 极限 运算 可 以 
交换 次 序 ， 这 是 广义 函数 理论 中 男 一 个 重要 事实 ， 有 了 定理 1,2 
及 定理 1.3， 古典 分 析 中 导数 的 存在 性 以 及 求 导 运 算 与 极限 运算 
的 可 换 性 等 等 令 人 困扰 的 问题 在 广义 函数 理论 中 不 复 存 在 ， 这 无 
疑 是 极为 方便 的 。 除 了 定理 1. 2 及 定理 1.3 所 阐明 的 重要 事实 
外 , 下 述 定理 则 亲 明 了 广义 函数 理论 中 第 三 个 重要 事实 . 

X514 WCG). I0 33 ST PEAR), lim 


(Fo, DEELER, Bde JE RU) 6 (.) f. 
定理 1.3 的 证 明 需 要 用 到 线性 拓扑 空间 的 知识 ， 放 从 赂 ， 但 
是 它 与 定理 1. 1 一 道 表明 ， 广 义 函 数 空间 E QU) 关于 求 民 运算 
。347 。 


及 极限 运算 是 封闭 和 的 ， 因 此 通过 这 聘 种 运算 不 会 产 灶 新 的 广义 请 
数 . 

1.4 J]"X HE XX 

大 家 知道 , 对 任 一 国 数 均 可 定居 支 集 (第 338 页 )， 对 和子 广 广阔 

X17 BEDR, O 是 及" 中 的 一 个 开 子 集 ， 如 时 
HTAR RERBA OB -WDEE e. EG p=, 
E, 则 称 fn fe EO LIS, 

HFA EDR), EAS ERLATE 的 开 华 一 般 说 
不 唯一 . 作 了 在 其 上 等 于 零 的 一 切 开 集 的 并 集 ， 这 个 并 集 当 然 是 
FE, 我 们 要 证 明了 在 这 个 开 集 上 也 等 于 零 ， 为 了 证 明 这 一 事实 ， 
先 证 明 下 而 的 定理 . 

定理 1.5 i$ KCR WRR, {Qer E K 9 — 430033 
B. 那么 存在 { 只 .js 的 一 个 有 限 子 族 (ODTA EUR AR) m 
HARIR (p) T- 满足: 

1* (007. 覆盖 K; 

2? suppg,C 2, M i=1,2, m EE xr, EE Bf 

2ieG)-1. (12) 


证 由 第 六 之 定理 4.6 的 证 明 可 知 ， 存 在 m>>0 使 得 对 每 个 
TEK, HR SC, co) 必 包含 在 某 个 9。 中 ， 显 然 开 球 族 
fs (zbe) — mug. 天 为 紧 集 , 歼 存 在 天 中 有 限 个 点 za 


—1,2, …, m) 使 得 开 球 族 f sfe eNi., Nx. 


Xp $, AJ (OU aex 随 便 取 一 个 包含 8Cz4, eo) 的 开 集 作为 
Q,, W (Qt: BE 五 ,1 成立。 
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Ce 


其 次 ,由 例 2 对 每 个 i 存在 cO phige v.d 
1* 对 一 切 +ES(zo Je) ee) = 
2^ smnmppy;CS(z,en). 
再 作 A(R") pA ARMI) Ta kF: 
913, P= (1— $1) id, 
mS = 0 —395)0(1 —952: G4 Pa 
因 suppe; Csuppy:, ik suppg,C S (fo e) Cc (mimm). ME 
BEBE (125, 2A C JE ERES SES 
€i patt Pami (0L 4) CL 9) dy), 
(13) 
注意 到 
€T p= Pp =p 
=1— (i— yy) (1— yp). 
MEAR WMU, WEK, M 存在 ;使 vcS(ro res), 
c E 1—345.( 2-0. Bi3)"TAm 
quG) + qu) Tr g94QG) —1. 
(12)Ur. iHe, 
定理 1.6 34 /CZ'(R).,(00..,2 R" 中 的 一 个 开 集 族 . 
如 果 了 在 每 个 全 .上 等 于 零 ,那么 了 在 从 = | ] 9。 上 也 等 于 零 . 


证 ER CORB suppec OQ, it K —suppo. 由 定理 
1.5, FE {Q aacr ARTE COO 以 及 COR» rp ge de 
tp} =a 使 得 定理 1.5 中 的 人 ii) 成 立 ， 由 其 中 的 (ii 可 向 


T T 
p—o p, Spp. 
ial i=} 
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HET (4j ssuppege CRo wS ERA: 上 等 于 等 ,因此 
(f, 中 一 2 (f, 991) 一 和 
这 表明 了 在 只 上 等 于 零 . 证 些 

推论 ”对 于 任 一 jE 名 (R5, FERB- ARTA OA 了 
TEO ESECE SE, MYTE- E XL SERE Os O, SJEO ERAS, 
EE EZR", suppeC Q' 使 (六 9) 750. 

证 4OXR 的 一 切 使 得 于 其 上 ， 等 于 堆 的 开 子 集 的 并 ， 
WO gii HP, NEN. 

有 了 以 上 的 推论 , 便 可 以 引入 广义 函数 支 集 的 概念 ， 

X318 W/C€S'(R9»5,QcR*" 是 上 述 推论 中 的 开 子 集 , 称 
RAQA f fik, 记 为 suppf. 

SE ER supp f ZEIT, 

DUIS 1' 设 了 为 定义 在 R 上 的 连续 函数 ， / 显然 是 局 部 可 
积 的 ， 基 此 定 交 了 一 个 函数 型 广义 函数 f*， 容 易 评 suppr" = 
suppf. 豆 广 只 国 数 的 支 集 是 通常 连续 明 数 支 集 概念 的 自然 推广 ， 

2" ó-TR E 64 的 支 集 是 单元 素 集 (a. 

LS JCSXLEESE OS ARR 

BAHEA ERRARE, (BIA ULIS A 
BBBPYEEHASMIU SC EAE SERA, ARBEN, AERA ES Bp TE 
AP GREE. 设 户 ER EBTASBSDBURECEL Erh— 4 
具有 紧 支 集 , 令 


BC) = [FG gat 


则 站 也 是 局 部 可 积 的 , 称 正 为 了 与 9 的 卷 积 , 记 为 五 = fg. 

卷 积 具有 下 列 性 质 : 

1* fxg 一 9+f; 其 中 f,9 均 为 局 部 可 积 孙 数 且 其 中 一 个 具有 紧 
云集 
= 359 * 


2° (feg)sh— fe (gs), dish 天 人 天 均 为 忆 部 可 积 的 且 其 中 
两 个 具有 紧 支 集 ， 

现在 设 PEDR"). WAN Rt 上 任意 两 个 局 部 可 积 函 数 上 
9, 其 中 一 个 具有 紧 支 集 , 由 Fubini 定理 , 有 


do P= fs [fn fe 0cott cote 


- f MT I" f(z—0o(2dz pg 
再 由 Lebesgue 测度 的 平 称 不 变性 ， 
fatos fp, plt tda. 
因此 
(frg, p) =fr Offe Opete | dte 04) 


iLp) (a= eG T 0), (1 办 可 改写 成 
(£*9,9) =C), Gs T0592). (15) 
{15) 很 重 机， 我 们 将 利用 它 来 定义 两 个 广义 函数 的 善 积 ， 为 了 定 
X WAT CESSISSE, 还 需 作 一 些 稚 备 工 作 . 
定理 1.7 ikjes (RHS REE, 那么 在 在 C”( 及 *) LE 
一 揭 连 续 线 性 兴国 g, 使 得 下 列 性 质 成 立 : 
(i) 对 一 切 $C (R9), (9 — FP 
Gi) 3I— 39 €C* (R*), 3$ supp isuppf =Z, WE 9 (9) —0. 
证 ER R'GBEPBSAGDPTdED[E:suppfC OO.  dBI2, 有 
ZO?) riti o 使 得 对 一 切 2€ 0,71 
qu) 一 | (16) 
Bt RE A o JEA 9 (加 二 fp) (9E C*(R)) 需要 证 明 
XH XAR HRS. ALEDREGPUEWEM s 与 满足 人 1 的 的 函数 疡 以 及 
纹 足 sipPf 一 怠 的 开 集 怠 的 选择 无 其 ， 其 实 , 设 另 有 ee (OR 
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是 对 一 切 r€Q,,d 
91(2) =1 (17) 
AK O, 是 R 中 的 有 界 开 子 集 满足 suppfC Qi. m3 supp(e— 
9) (1suppf — (2, RIE fiev) =flp Y), Wg 的 定义 是 合理 的 . 
其 次 , 9 显然 是 线性 的 . 
现在 证 明 f 是 连续 的 . VEO CCR”, 9€C^(R»5H 


t9.) Sy. 则 对 任 一 满足 (16) 的 函数 e Co 一 9 因此 
ig(9.0) 一 FGov.0) f (9D = 902. 
9 连续 . 

最 后 证 明 (D. GD 成 立 及 9 的 唯一 性 . 注意 到 对 任 一 
9€2(R),f (1—9) p € (R"), Hsupp(1— 9) 9 (1suppf — O2, 故 
fuo fiev) =g(#). Gyr. 4 e€C" (R^) Bsupppnrisupp£ 
=), P EoCEZOR» Hsupppy N suppi =A, Bldg (y) —fCov) 
—0. 至 于 唯一 性 , a ACR") LA PE PEERS 0. 满足 (及 
Gi, FX PECAR, iy = (1—p)y tpp RHR G), Gdi) JE 
意 到 ey c2 (R*), supp(1—9) V 1suppf = 5, 有 

D-91099) tg (oV) 
=g (p4) -fipy) -g(v). 
唯一 性 成 立 ， WEBS 

定理 1.8 REZ (R, WHEN ec2(R», FIERAR 
X: 

G RO= rop EXER REDE USE, ERU ECR); 

GD 若 了 县 有 暴 支 菜 ， 则 iO 也 具有 紧 支 集 ， 因 此 经 
£ (R^). 

证 (iD 注意 到 当 At o0 


pnl Am Bex, bird Ab, -efa HER) —on TÉ, T", Xn 十 t 
Át, 
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l n 3 n 3 piap) . 9 
在 eO TUSCE: eG C2, Hir, Pl ++) 显然 等 于 37 


e GT), 


AOD x 4 nm m (f onu )-(5 ne ) 


fi Bes Hi, 可知 AC ) 存 在 所 有 阶 偏 导数 , 因此 ECR’). 

G) 设 了 具有 紧 支 集 , 注意 到 ne CO —eC 十 巷 的 支 集 可 以 
由 9%(' ) 的 支 集 经 过 平移 cat Hb AeH eletre 
Teck) AAH, suppr 5 suppf 的 交集 是 空 集 ， 于 是 
h(t) 一 0. 故 4( ') 具 有 紧 支 集 ， 这 志明 EZR), Wh. 

推论 gE R), BAA fg 中 有 一 个 具有 紧 支 集 时 ， 
等 式 

Ck, 9) = (g, Cf, rtp)) (18) 
定义 了 £(R).W—^iUUBLTIGEL 

WE 出 定理 1.7 及 定理 1.8 可知， (18) 式 对 一 切 pE 纪 (Rn 
有 沼 义 ， 其 次 显然 是 线性 的 ， 因 此 4 是 CR) LOREA. 
RF FUE RESI 下 的 连续 性 ， 

设 {Pn CAR) Bip) 6. dum FRU, 则 不 难 
证 明 {(f ro Pa)) 08, ifi 9€ 2 (RO, B UE Oa) 50. 车 9 具有 
紧 支 集 , BETGER TOP iE CHORO dEBEEPSE, dp 
881.7 EAC Ph KAFE. BERGIE, RES 
和 证 明了 当 {en} 68, MUN {Ck p.010. EEA, TER 为 广义 
函数 。 证 毕 ， 

E319 称 等 式 (18) 中 的 五 为 了 与 9 的 卷 积 , 记 为 fr9. 卷 
积 具 有 下 列 性 质 : 

1” RAs 都 是 广义 函数 ,其 中 一 个 具有 紧 支 集 , 则 
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z (fo) = fee PL 

2^ 交换 律 成 立 ， 即 车 六 9 都 是 广义 函数 ， 其 中 一 个 具有 紧 
支 集 , 则 

f*g= gsf; . 

3” 结合 律 成 立 ， 即 若 六 9 都 是 广义 国 数 ， 其 中 两 个 具有 

紧 支 集 , 则 
fr (gsh) = (»g) vh. 

我 们 只 证 明 1°. 2^ E 3" BS uESRp GE GEH EE S BUT Am A, AX 
从 略 . 

PRIH, ÆR e€e(R"), nl 


人 
-CCC 总) 
-Bro) (GD) 


因此 x- (fs = (Eryo 1° 中 第 一 个 等 式 成 立 ， 利 用 交换 
律 , 可 以 证 明 1° 中 第 二 个 等 式 . 
着 积 可 以 用 来 考察 常 系数 当 铀 分 方程 的 解 . 
定义 1,10 设 了 是 一 元 多 项 式 , 考 阁 如 下 的 微分 方程 
P(1)a-f, (9) 
Jh f EEk o 是 待定 的 , 旦 设 fg 均 属 于 '(R). Jai. g iit 
是 下 面 的 微分 方程 
D 
P(E o9, 


则 称 po 是 方程 (19) 的 一 个 基本 解 , 
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定理 1. 9 设 方 衔 (19) 的 基本 解 p 存在 , 刚 g= gr*f 是 方程 
《19) 的 一 个 解 ， 
证 任 取 P&E 人 B(R), 由 卷 积 的 性 质 1 ,有 


(P(E) G0), e)-((P (nf) ) 
= ((G*f,o)-— (f, (Â rep)) 
zf, 9), 


P(E) (gy — f. 
um, 


82 基本 函数 空间 9(R") 及 绥 增 广义 函数 


存 这 一 节 中 我 们 将 介绍 另 一 种 常用 的 基本 琐 数 窗 间 以 及 组 雯 
XE. 
2.1 +m a SOR") 
设 2 二 {Po Po to PA 为 任 一 多 重 指标 ， 对 zSR', 记 
gP— ph ghort, 
定义 2.1 iE eA R^ L ZRSKRIDSEBSEE. SrSRORHMT GET 
TE HH ER P= P Pa tts Pn) 9-159» 70), A ER cp 使 
fü 
[z*D?p(z) | eg, e» 


降 函 数 ， 所 有 速 降 菌 数 构成 的 集 记 为 SC(RmD。 
TARAR p, 我 们 引进 如 下 的 记号 
[lp —suniz?D*o (xz) [. 
eR” 
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TR, 对 于 任意 两 个 多 重 指 标 名 9 deln 是 在 限 数 ， 

DRY 中 的 任 一 国 数 均 为 速 降 国 数 ,但 是 确实 存在 着 不 具有 
Sk dito zi Pe ER, 

Bl 设 

d.) e P GER). 
Bl 加 是 无 限 次 可 微 的 ， 由 指数 函数 的 性 质 可 以 UE EP. ERREUR 
x. itx, 对 任意 的 允 重 指标 Pgo IDP pa CEE t tp *, E49 
ASTROA p) e P RE, n 
atDré,G) = (2e 97, 

由 由 L Hospital? Wi] up Ap, 


lim ple lusus 一 0. 


PIE 

因此 (0 对 于 成 立 , 着 :为 速 降 函 数 , B E PIS RUE, 

集合 SOR 按照 通常 哨 数 的 线性 运算 显然 是 一 个 复线 性 空 
闻 ， 在 (RR) 中 引进 如 下 的 收敛 概念 ， 

定义 2.2 设 {pn} CSR, 9€ S QR). 如 果 以 下 两 条 忻 满 
是 

() 对 任意 两 个 多 重 指标 2 与 9 有 

supl onl soc; (2) 


GD 对 每 个 和 多重 指标 人 wo 在 及 "上 一 至 收敛 于 ， 则 称 
dr 
1* dip. UOS ESR"), p, 9€ S cR), ng 
(o) v, (92) V, 
+ 156 * 


则 对 任何 复数 a. BH 


(aa t Bids) Sap By. 
因此 SCR") 中 的 线性 运算 关于 它 的 收 化 概 念 是 连续 的 . 
2 对 于 多 重 指标 也 记 


pmp QR soy. 


i 3m, d 2m, 
BA ZIU POD = EeAp App 记 
P(D) = Eo,Dg. 
由 于 对 任意 的 多 重 指标 y g ki: ph a*D^p 是 由 SCR") 
到 其 自身 的 连续 线性 映射 ， 因 此 对 任意 的 多 项 式 PO). QU) Uh 
M: ei-»QC)PODeCO ili SRY) 到 其 自身 的 连续 线性 映 
M. 
下 面 的 定理 阅 明 了 基本 函数 空间 名 (R") 与 基本 函数 空间 
5S(R) 之 闻 的 关系 . 
定理 2.1 空间 (Rn 与 SC(Ra) 有 如 下 的 关系 : 
(i) 作为 集合 来 说 ,有 OLD CS (QU); 
GD WP CBR), 9€ € (7). Eion) v, M {pw} > 
p 就 是 说 纪 ( 民 ") 中 的 政 化 概念 强 于 CR) ep Bo cS: 
Qi) 执照 5(Rz) 中 的 收 化 概念 , 名 (RR') 在 SCR) m Bes, RD 
RHE— 9€S (R7) A OR rS ESI (9s) fi (os) ng. 
证 (D 在 前 面 已 经 阐明 ( 见 第 356 页 )， 
G) Big 更 (Rs) 中 收 丝 概 念 的 定义 , 若 {pa}) De, NEE 
R 中 的 紧 集 K ERIE m=1, 2, 3,…, 有 
suppe,C K. 


其 次 , {1Dz9 由 关于 和 显然 是 -~ 致 有 界 的 ， 因 此 对 任意 两 个 多 重 指 
标 2, 9, 有 
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SUP] Paio, 
"m 


iE X 2. 2 rh po GE. 
HHE (R*) niii gri 概念 (ya, 对 任 —& E] Es P, {Dr pn} 
十 及 ”上 一 致 收 钱 于 Dp, i 定义 2.2 中 的 (说 就 足 ， 因此 {yn} 


Fi 
>p, 


Gi) 由 W2 存在 ZRA pia o 满足 
1° 当 I 凡 | 所 1 时, po(x) =l; 
2° M[z[228]), po (x) =0; 
3” 当 1<|z1<2 时 ， xe) 1, 

AME pes (RU) ,对 每 个 自然 数 m, 今 


qa) -e(À Je (x). 
Wl es E eo (RT). EFE 
mI ANN 
pa) - e) =| i-m (Z) wo) 
的 2 阶 偏 导数 由 和 各 的 求 导 关 每 法 MT ja, D^ 1-9, (2) 
v) RE Rn 
Pec) i Pe | G 
的 项 以 及 项 
Forp(9]| 1 一 m (2) (g) 
的 线性 组 合 , (3) 中 多 重 指标 FE 满足 
Il 十] 下 一 121 而 ltl>0. 
由 pa 的 性 质 2 ,对 形 如 (2 中 的 项 , 有 
n ert ; C E 15} x 
spero) eE] 
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«Liehelooln. : (5) 


对 (4) 中 的 项 ,由 po 的 性 质 3 ， 


| 


«sup[ztD^e (e) IS&T pipe c6) 
Aik. H (2, (6 可 知 , 当 ?9 E, 
sup|p— eal, co. (7) 


另 一 方面 , Bec s (R , di CO AETEO 70, 803] O1 18] Dp G2) I 
SCc,x p Djs R^ yir. PEHEA (9 6770, 存在 mo, tE je 12m 
时 ,有 

| D?p(z) | ce, 


二 是 更 有 
[fpr pips) || «e (8) 

IEF le] Smo ULR Hm Vor. | 

d Je em. WAN o mar 1— (2) 0, BEC 
成 立 ， 这 样 对 一 切 zeR", 当 za> me 时 ， 均 有 (8) 成 立 ， 在 不 等 式 
(5) 中 取 g=0 然后 将 (5) 与 (8) 结 合 在 一 起 考虑 便 知 道 ， 序 列 
dmi ee (i-e (2) | Ro bT t musta" teo 
一 pn (") 必 在 R^ 上 一 至 收效 于 零 ， 由 这 一 事实 及 不 等 式 (7) 再 注 
331. 6/5 RYH jn, DRN ER SR sb e 2B dE SCR 
I NET 

2.2 基本 函数 空间 5(R") 上 的 Fourier 变换 


在 这 一 段 中 ,我 们 研究 S (R7) 上 的 Fourier 变换 ， 对 每 个 给 
定 的 ER", 由 等 式 
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e,(r)—e'** (rxER") 
XE XH 国 数 e, 称 为 一 个 特征 ， 显 然 每 个 e 满足 等 式 
e,(xc y) =e, re G) (ryER"). 
Huka ti Tir ER t, e E mi RE R^ 到 由 模 为 1 的 复数 构成 
的 沪 法 群 上 的 同 态 ， 利 用 这 个 同 态 可 以 定 头 Fourier 变 换 , 
设 ecLhOR. dix 


90) m cr fpe GO de (9) 
定 区 的 函数 PROS o ij Fourier 变换 ， 


现在 我 们 来 考察 空间 S (UO 中 的 函数 . 根据 定义 , 空间 SCR") 
中 的 每 一 个 函数 9 均 属 于 上 (R*)， 因 此 引入 下面 的 定义 是 很 自 
skim. 

定义 2.3 VW eCSORD, FR AX EGUNIBUR 9 X ot 
Fourier 变换, 

由 于 每 个 函数 PES (RÀ) fifi Fourier 变换 ,于 是 可 以 作 映 庙 
Fig, 称 也 为 空间 8(R") 上 的 Fourier 变 换 ， 下 面 的 定理 2. 22] 
划 了 了 的 一 些 重要 特性 ， 先 证 一. 条 引 理 . 

SIE. igni) 

paa) el" GER”), 
则 下 列 性 质 成 立 : 

O 6, R$. SAFIR); 

GD 加 0) more [n C0 da 

证 O 由 例 1 可 知 和 ES(R")， 有 古典 分 析 中 Fourier 变 换 
的 性 质 再 通过 直接 计算 可 知 ESCR"). 

(i) 先 考 察 一 元 的 情形 ,这 时 上 (2) =e 如 .容易 证 明示 


是 下 面 微 分 方程 的 一 个 和 解 
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gag —D. a0) 
其 次 我 们 证 明 $ 也 是 方程 (10) 的 一 个 解 ， 其 实 
L4G- eit ( it) d. (dt 


1 
(2x)!/* IN 
OL (H yp 满 是 (10)) 


1 

T (2a) 
一 -izt 

=p fg. 《tdt (由 分 部 积分 公式 》 

= — gp (1). 

KRALO AHM, mue t" as o ah $0 = 

L EA (0) 显 然 竺 于 1， 由 于 当初 始 条 件 给 定 后 , 方程 (10) 的 解 礁 

一 ,因此 pa) — 9, CO. FE 


ROET? (0 ege fr $i GO) 


re 


这 表明 当 #=1 有 时, (让 成 立 。 注意 到 在 一 般 情形 下 , 有 
Va) — d Gr Y Ga) Vi Ea) 
$.0) —4 009024. 
HIER E IER, RET Gi) iR. WESS, 
定理 2.2 空间 S(R7) Eey Fourier 变换 F:o$ REFA 
性 质 : 
(G) F €i S(ROSUK EI SARAH, BILE FP! 存在 ; 
GDF "$3ositFourierseR& F pph F I9 [8 E ES HL. 


H iri * 
9G) a PO (11) 


Gi) F RF 者 是 连续 的 . 
证 RENFEK SRAKA GARA. 任 取 pES(R")， 
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对 任 一 多 重 指标 7;, 有 
Drp (i) 《i | z?eti te (x)dr 
(a) iR. , 
再 注意 到 Fourier 变换 的 如 下 特此 : £90) = (i) D'e(), X 
中 g 出 是 多 重 指 标 , 于 是 


eure) ~ GS 


由 定义 2. 2 后 面 的 性 质 2 可知， Dz? (0) ] 大 SCR") 中 的 一 个 元 
A EMEBCP LOU). (1 中 的 积分 有 党 义 且 由 (12) fn, 
SUP! DOCE) | «e, 

Hp PES(RY. FÆR SCOR'YBICE HrS— BM. 
ER FARRAR REAA — eESOR"), Eli 
AXODER. 

任 取 p V€SCR'), 将 Fubini 定理 应 用 于 下 面 两 个 相等 的 重 
积分 ; 


| EID sPp(2) Mz. 2) 


fR? be tma). (zd 


-belereovem maa, 
可 以 得 到 等 式 
. frr Bas [n omo Coat. 
或 者 
fe o (ie foo (E). 
4 mco, e( o0, F(2)-» 900). t Lebesgue 控制 收 


AEM p, 9C SOR"), i Lebesgue 控制 收敛 定理 可 以 使 用 )， 
得 
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eX» [a Pdr 9c) | coat. 


Xx 9 29 REO EUG, "asy Pa GO dz— pa C), 因此 


PO) — c sr |, 0) dt. 
对 任 一 zER", 注 意 到 


DUM 
p(z) = (.9)(0) = [EDO d 


v uh 


[aene Godt. 


=. 1 
(2x)? 
反 演 公式 (由 成立， 
由 反 视 公式 (1) ng, 349 - 08], o—0, EF HRS], i 
反 演 公式 ,有 


Fp(z)—Fó(z)- e-in'é(t) dt 


1 

Gays Ra 
=p(—2). 

因此 F'p-—o. BubRDAMFARMUEM, TOROURBUE. REOR 
Gi) Hj, BERE UE BH, 

剩 下 的 还 需 证 明 ( 直 )、 设 {pw} CSRO Pa) — 0. m 
义 2.2 后 面 的 性 质 2°, 对 任 一 多 重 指 标 2, 序列 

(7-121729, )) 

PR E—EURSCPAS. BühFourenBby wu pOR ES 

| DP, (1) I< Rip t Iz 15^ r? eu Gr) | da. 
因此 {Drpm(t)} 于 R" E—$ ZETA, ET palgi E), 则 可 
以 通过 估计 1tepepu(t) | 得 到 ， 因 此 (Qu) —— 0. Fi A 
理 可 证 ?-! XEM WE, 

2.3 PARRE S (及 全 及 其 上 的 Fourier 变换 . 
235632 


定义 2.4 基本 函数 空间 S(R") 上 的 连续 线性 泛 函 徊 为 组 增 
广义 羡 数 ， 全 部 缓 增 广 义 函 数 构成 的 集 合 记 为 SR. SRY 
按照 通常 连续 线性 汉 胃 的 线性 运算 是 一 个 复线 性 空间 ,. RUS" CR?) 
dix SU SER: dn Fs E CA) CS (RO, £68" QUO d EAE HE— 
ER, 有 

(f. 9)} f, 
WI C.) fe S" CR bla T. A BD n) —o f. 称 SR 
照 它 的 线性 运算 与 收敛 概念 为 级 增 广义 函数 空间 

缓 增 广义 函数 空间 S'OU) 也 有 与 $1 中 定理 1.2、 定 理 13 
及 定理 1. 4 完全 类 秘 的 结论 ， 而 且 它 们 构成 空 阅 S" (RR") 的 重要 
BUR. 

例 2 设 卫 为 任 一 多 项 式 , 由 等 式 


(*,9) = fr POPE (ESRI) 


BREXT SON) 上 的 一 个 连续 线性 证 范 Pr， 因此 P'RA 
广义 国 数 。 这样 ,在 一 多 项 式 均 为 缓 增 广 义 困 数 ， 
HERTENS IHJ M Ag Fourier 恋 换 ， 和 由 定理 2.2， 
p>? ÆA SR 中 到 共 自 身 的 连续 线性 双 蚁 射 , 于 是 对 于 任 一 
fes'(R», AFR 
(9,9) — (f, d) (9CS(R»). 3) 
定义 了 SR) ERA 3E SE ER PE TE ER 9, DRE P ERAI XL 
EEA 
定义 2.5 Fig H f (fi Fourier 2558, i239 g f. 
H1 (13) ef ón 
Q9) = 0,9). (14) 
I REF dk Bl: f] FRF A S' (R7) 上 的 Fourier 2 ih, 
现在 设 fEL(R), 由 等 式 
。364 。 


G5 -[n.fG)e(042. (ges cR) 


定义 了 一 个 缓 增 广义 函数 IÀ, FEF BESE LER. di 
Fubine 定 理 : 


C ROOL” 
= fpf co ec de. (15) 


(15) 表 明 7* 是 直子 定 SC BG EROS LAR RER SUEK 
的 Fourier 变换 乃 是 通常 吉 典 分 析 中 函数 的 Fourier 变换 的 自然 
推广 . 
下 面 的 定理 曾 明 了 S (R 上 Fourier 变换 的 重要 特征 . 
定理 2.3 组 增 广义 菩 数 空间 SC(R") 上 的 Fourier 变换 具 
AFAA: 
G) F E S'( 有 R") 到 鞭 自 身 的 双 映 射 , 因此 F- 存在 ; 
GD FRF 都 是 连续 的 ; 
(ii) 设 JES (R°), P HSR, W 
CPD) F] = Pf, (PD B S L57) (18) 
[PF] -P(— Df. Q7) 
证 (D fEHCpCS(R), fes (R). 由 等 式 Fig o, 有 
(, 9) — (, FF'g) = (Ff, p); 
及 G, p) 7 Q,F'Fgo) = (FP, p). 
因此 
f-FG))f-(Prf. a8) 
BF Eb S (ROAR Ei Pr BOCA, THE FU! 存在 ; 且 由 (18)， 
"1! 一 J 下面 证 明 f 连 续 ， aas R), FESR”) H. 
Un 一 > f ER PERA O 
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Pim = Pp) 
—> if, Fo) = (f, p). 
M FAO -> 了 Pf，F 连 绪 ， 于 是 了 (二) 也 连续 ，() 及 (i) 
全 部 证 毕 ， 
Gi) 通过 计算 : 
(PO) T^ 9) = C OD f, o 
=f, PCDP) = (f, (Pp) N 
二 (j, Pp) = (Pj, 9)，  OUFERE) 
(PD) F o) = (, PO 9 
=(F,LP(D) 19) = C. P9) 
-(PÉ4)-(4PD^s)  ( 见 下 面 的 注 ) 
喜人 iii) 中 的 酚 个 等 式 均 成 立 ， 证 毕 . l 
注 由 定义 2.2 后 面 的 性 质 22?， 对 任 一 多 项 式 P, iii pe 
Po 是 由 SCR?) 38IC E £r ie Ec Ad, D Joa s 
(Pf, p) = (f, Pp) 
ELTSRY L- MERRIA PJ， 这 样 定理 2. 3(ii) 证 明 
中 的 全 部 推理 是 合理 的 . 
例 3 1* 设 1(z)=1(zER"), 由 等 式 


q*e [iG ecd (esq 
ALT SOR) E— BOR S NF" IER f* hy Fourier 
变换 ， 由 反 演 公式 (1D， | 
(全 由 = ASOLO 
= f peP (2) Ze = Qa)" (0) = 22)" C5, p). 


dk P (076. 注意 到 产 是 由 恒 等 于 工 的 函数 所 定义 ， 等 式 
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P= Qa)"8 s 261 (22078. IH UE 1 fg Fourier 变换 是 
Dirac gi à RIAR SIS T (227. 
类 似 地 ， 
(8, p) = ($9 -$(0— 


Gaj” Gay [n D dr 


7 Gz ave To—vam 9). 


H i-r. 这 表明 Dirac 函数 O py Fourier 2l Hà E dui 55 


ERE EIGIE E JURE I| Text E 
2 在 公式 (1 站 中 令 f=5, 得 到 
CPDS] = Pó-— 
在 公式 (17) 中 令 f=, 得 到 
PB-P(-D)1 1 —(22)""'P(—D)8. 
在 二 上 典 分 析 中 ,多 项 式 的 Fourier 变换 是 不 存在 的 , BEE 
立 数 的 意 关 下 ， 任 一 多 项 式 都 有 Fovrier 变换 而 且 可 以 算出 它 的 
结果 .这 从 一 个 侧面 反映 了 广义 函数 理论 的 重要 . 


1 
(27) P. 


第 十 章 EH 


1. Bb 1sp<oo, 证 明 gi Ref LORS pA, WE ELR oum, 
MES (R vb TEACH — Sic og e es) BT Ful r Ro. 
3. frs GO 中 ,求证 


1 1 
{a) * Rin (e->0 +); 


h) iy 8 -86)0204. 
3. {E R^ EBUSEEH BRESUFAL LAETTE ERE 
limf Ifa (æ) da =0, 
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WE HET EHE tS 在 D'R 中 收效 于 堆 . 
4。 证 明 : 对 任何 JES (Rr), «f — f, 
5. WEB 
(a) s=, 这 里 天 是 Heaviside jf: 
(b) ld 2 0,1x H1 ARE LER FR. 
6. E fég' R"), d suppi ARE, EN F ARERR. 
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